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The work describes an effective method for constructing elements and determinants of matrix-symbols
of the kernels of combined integral equations for layered media with defects. The method is based on the
theory of vibration strength “viruses”.

Динамические задачи о колебаниях по-
луограниченных сред, содержащих совокуп-
ность неоднородностей различной природы,
несмотря на значительное количество работ
посвященных их решению, продолжают при-
влекать внимание исследователей. Это обу-
словлено как широким спектром приложения
этих задач в сейсмологии, геофизике, аку-
стоэлектронике, дефектоскопии, машиностро-
ении, материаловедении и т. д., так и нали-
чием большого числа фундаментальных тео-
ретических проблем, требующих своего ре-
шения. Это проблемы построения систем ин-
тегральных уравнений (СИУ) рассматрива-
емого класса задач и вопросы корректной
их разрешимости. Кроме того, зависимость
напряженно-деформированного состояния ме-
ханических систем подобного рода от многих
параметров делает традиционные аналитиче-
ские и численные методы анализа неэффек-
тивными даже при небольшом количестве де-
фектов, а с ростом частоты колебаний и в
областях больших размеров многие из них
неприменимы. В связи с этим актуальными
являются как исследования подобного рода
задач в новой постановке, так и разработка
новых численно-аналитических методов их ре-
шения. Особенно важным является создание
методов, направленных на изучение резонанс-
ных свойств механических систем.

Огромный вклад, обеспечивший приори-
тет отечественной науки в решении пере-
численных проблем и ряда других, выходя-
щих за рамки обсуждаемой тематики, внес
академик РАН В.А. Бабешко. О научных ре-
зультатах, полученных Владимиром Андре-
евичем, можно говорить, по-праву исполь-
зуя эпитеты «впервые доказано», «принци-
пиально новые», «не имеющие аналогов в ми-
ровой науке». К их числу относятся фунда-
ментальные результаты по теоретическо-
му обоснованию существования явления ло-
кализации волнового процесса, тесно связан-
ного с явлением высокочастотного резонанса
в полуограниченных телах с неоднородностя-
ми, обнаружение которого признано научным
открытием [1]; создание методов фиктивно-
го поглощения, обобщенной факторизации ре-
шения систем интегральных уравнений боль-
шой размерности в произвольных областях,
создание метода двухсторонней факториза-
ции, открывающего возможность эффектив-
ного исследования динамических процессов в
механических системах, состоящих из взаи-
модействующих деформируемых тел, как по-
луограниченных, так и конечных размеров;
создание теории «вирусов» вибропрочности,
направленной на выявление объектов, находя-
щихся в деформируемой среде в условиях виб-
рации, способных локализовать волновой про-
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цесс и вызвать резонансы, и многие другие
научные достижения [2–14].

В настоящей работе рассматривается со-
вокупность неоднородностей (дефектов) ти-
па жестких включений и трещин, располо-
женных в плоскостях, параллельных грани-
цам раздела слоев, в многослойной полуогра-
ниченной среде.

Подход, основанный на положениях тео-
рии «вирусов» вибропрочности, позволил про-
вести изучение динамики сред, содержащих
неоднородности различной природы, с единой
позиции и при этом избежать возрастающей
с ростом количества дефектов громоздкости
в описании и исследовании краевых задач, а
также значительно упростить поиск условий
возникновения экстремальных состояний ме-
ханической системы. Другим преимуществом
данного подхода является возможность иссле-
дования динамики сред с произвольным ко-
личеством слоев и с учетом большого спектра
физических явлений, протекающих в неодно-
родных телах в условиях связанности полей.

1. Пакет слоев с дефектами различных
типов

Перемещения w(x, y, z) = {w1, w2, w3} то-
чек пакета N упругих слоев, занимающего
объем (−∞ < x, y < +∞; −H 6 z 6 0),
вызванные вибрацией границ жестких вклю-
чений и берегов трещин, расположенных в Ñ
уровнях по глубине пакета (Ñ < N), описыва-
ются системой дифференциальных уравнений
Ламе

(λk + µk) grad div wk+

+ µk∆wk + ρkω
2wk = 0, (1.1)

wk(x, y, z) = w(x, y, z),

−2
k∑

m=1

hm 6 z 6 −2
k−1∑
m=1

hm,

k = 1, 2, . . . , N

со следующими граничными условиями (об-
щий множитель e−iωt опущен):

а) на верхней грани

t (x, y, z)|z=0 = 0, −∞ < x, y < +∞; (1.2)

б) на границах раздела физико-механических
свойств слоев, не содержащих дефектов{

w+
k = w−

k , −∞ < x, y < +∞,
t+k = t−k , −∞ < x, y < +∞,

(1.3)

z = zk = −2
k∑
p=1

hp, k = 1, 2, . . . , N − 1;

в) в плоскостях расположения включений
w+
p(k) = w−

p(k) = w0
p(k),

(x, y) ∈ Ωp(k),

∆tp(k) = 0, (x, y) /∈ Ωp(k),

(1.4)

z = z̃k = −2

p(k)∑
p=1

hp, k = 1, 2, . . . , N1;

г) в плоскостях, содержащих трещины
t+m(k) = t−m(k) = t0m(k),

(x, y) ∈ Ω̃m(k),

∆wm(k) = 0, (x, y) /∈ Ω̃m(k),

(1.5)

z = z̃k = −2

m(k)∑
m=1

hm, k = 1, 2, . . . , N2;

д) на нижней грани пакета

w (x, y,−H) = 0, −∞ < x, y < +∞. (1.6)

Здесь
w±
k = w(x, y, z)|z=zk±0 ,

t±k = t(x, y, z)|z=zk±0

— векторы перемещений и напряжений на
верхней (+) и нижней (−) границах разде-
ла слоев; w±

p(k), t±p(k) — векторы перемещений
и напряжений на границах включения, зани-
мающего область Ωp(k) в плоскости z = z̃k,
∆tp(k) = t+p(k) − t−p(k), p(k) — номер границы
раздела слоев, где расположено k-ое включе-
ние (k = 1, 2, . . . , N1); w±

m(k), t±m(k) — векторы
перемещений и напряжений на берегах тре-
щины, занимающей область Ω̃m(k) в плоско-
сти z = z̃k, ∆wm(k) = w+

m(k) − w−
m(k), m(k) —

номер границы раздела слоев, содержащей k-
тую трещину (k = 1, 2, . . . , N2); N1 + N2 = Ñ
в предположении, что p 6= m.

Краевая задача (1.1)–(1.6) сводится к ре-
шению СИУ∫
δ1

∫
δ2

K (α, β, ω) Q (α, β)×

× e−i(αx+βy) dα dβ = u(x, y), (1.7)

(x, y) ∈ Ω,
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где

u(x, y) = {w0
p(1),w

0
p(2), . . . ,

w0
p(N1)

, t0m(1), t
0
m(2), . . . , t

0
m(N2)

}

— многомерный вектор, компонентами кото-
рого являются векторы перемещений и напря-
жений, заданные на границах включений и бе-
регах трещин соответственно,

Q = {ηp(1), . . . ,ηp(N1), fm(1), . . . , fm(N2)}

— многомерный вектор, имеющий своими ком-
понентами трансформанты Фурье ηp(k) скач-
ков векторов напряжений ∆tp(k)(x, y) на гра-
ницах включений и fm(k) — скачков векто-
ров перемещений ∆wm(k)(x, y) на берегах тре-
щин. Носителем каждой из вектор-функций
∆tp(k)(x, y), ∆wm(k)(x, y) является соответ-
ствующая область из Ω,

Ω = {Ωp(1),Ωp(2), . . . ,

Ωp(N1), Ω̃m(1), Ω̃m(2), . . . , Ω̃m(N2)}.

Так как дефекты расположены в разных плос-
костях, то матрица-символ ядра K(α, β, ω)
СИУ (1.7), в отличие от СИУ традиционных
контактных задач, является блочной

K(α, β, ω) = ‖Kij‖Ñi,j=1 .

Для упругих изотропных сред

Kij(α, β) =
∥∥Kij

mn(α, β)
∥∥3
m,n=1

,

Kij — эрмитовы матрицы, элементы которых
Kij
mn имеют структуру, присущую элементам

матриц-символов Грина упругих полуограни-
ченных сред без дефектов

Kij
11 =

α2

λ2∆2N (λ)
kij11(λ)+

+
β2

λ2∆1N (λ)
k̃ij11(λ), (1.8)

Kij
22 =

β2

λ2∆2N (λ)
kij11 (λ) +

α2

λ2∆1N (λ)
k̃ij11 (λ) ,

Kij
33 =

kij22 (λ)

∆2N (λ)
,

Kij
12 = Kij

21 =

=
αβ

λ2

(
1

∆2N (λ)
kij11(λ)− 1

∆1N (λ)
k̃ij11(λ)

)
,

Kij
13 = −Kij

31 = iα
kij12 (λ)

∆2N (λ)
,

Kij
23 = −Kij

32 = iβ
kij12 (λ)

∆2N (λ)
, λ2 = α2 + β2.

Вид функций kij11, k̃
ij
11, k

ij
12, k

ij
22, ∆1N , ∆2N опре-

деляется конкретной моделью среды [15–21].
Введем матрицы, характеризующие поло-

жение в среде включений

GNp =
[
K−
p (h1, h2, . . . , hp)

]−1−
− [KN−p (hp+1, hp+2, . . . , hN )]−1 (1.9)

и трещин

SNm = K−
m(h1, h2, . . . , hm)−

−KN−m (hm+1, hm+2, . . . , hN ) . (1.10)

Здесь K−
n — матрица Грина пакета n слоев со

свободной верхней гранью, KN−n — матрица
Грина пакета (N − n) слоев на жестком осно-
вании, n принимает значения p (k) или m (k).
В этих обозначениях матрицы Kij , являющи-
еся элементами матрицы K — символа ядра
СИУ (1.7), построены в виде

Kii =

{
G−1
Np(i), i 6 N1,

S−1
Nm(i−N1)

, N1 < i 6 Ñ ,
(1.11)

для i 6= j

Kij =


Vp(i)p(j), i 6 N1, j 6 N1,

Mp(i)m(j−N1), i 6 N1, j > N1,

Lm(i−N1)p(j), i > N1, j 6 N1,

Dm(i−N1)m(j−N1), i > N1, j > N1.

Матрицы Lij , Vij и Dij , Mij определяются из
соотношений

Lp(i)p(j) =


R−
p(i)p(j)(K

−
p(j))

−1G−1
Np(j),

p(i) < p(j),

Rp(i)p(j)K
−1
N−p(j)G

−1
Np(j),

p(i) > p(j),

(1.12)

Vp(i)p(j) =


K−
p(i)Lp(i)p(j),

p(i) < p(j),

KN−p(i)Lp(i)p(j),

p(i) > p(j),

(1.13)
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Dm(i)m(j) =


R−
m(i)m(j)S

−1
Nm(j),

m (i) < m (j) ,

Rm(i)m(j)S
−1
Nm(j),

m (i) > m (j) ,

(1.14)

Mm(i)m(j) =


K−
m(i)Dm(i)m(j),

m (i) < m (j) ,

KN−m(i)Dm(i)m(j),

m (i) > m (j) ,

(1.15)

а матрицы Rkm и R−
km даются формулами

Rkm = (−1)(k−m)
m+1∏
i=k

F−1
N+1−i (hi) B+ (−hi),

R−
km =

m∏
i=k+1

Φ−1
i (h1, h2, . . . , hi) B− (hi).

Рекуррентная процедура вычисления матриц
K−
m (h1, h2, . . . , hm), KN−m (hm+1, hm+2, . . . , hN ),

Φm (h1, h2, . . . , hm), FN−m (hm+1, hm+2, . . . , hN )
приведена в [16]. Вспомогательные матрицы
B± даются в [15,21].

Элементы всех введенных матриц име-
ют структуру (1.8) и зависят от парамет-
ров преобразования Фурье α, β, частоты гар-
монических колебаний ω, а также физико-
механических параметров (плотности ρk, мо-
дуля сдвига µk, коэффициента Пуассона νk)
слоев, полутолщины hk которых указаны в ка-
честве аргументов, k = 1, 2, . . . , N . Размеры
и относительное расположение областей Ωp(k),
Ω̃m(k) также являются параметрами задачи.

Представления (1.11)–(1.15), полученные в
виде произведения матриц, допускают про-
стую интерпретацию результатов и удобны
для проведения дальнейшего анализа элемен-
тов и определителя блочной матрицы-символа
ядра СИУ.

Установлено, что диагональные элемен-
ты символа ядра K в (1.7) — матрицы

G−1
Np (α, β) =

∥∥∥GNpij ∥∥∥3
i,j=1

и S−1
Nm (α, β) =

=
∥∥∥SNmij ∥∥∥3

i,j=1
обладают следующими свой-

ствами:
1) gNp (λ, ω) = det G−1

Np (α, β), sNm (λ, ω) =

= det S−1
Nm (α, β) являются мероморфными

функциями параметра λ и допускают пред-
ставление

gNp (λ, ω) =
2∏

k=1

Dвк(k, p,N)

∆kN (h1, . . . hN )
,

Dвк(k, p,N) = ∆kp (h1, h2, . . . , hp)×
×Dk(N−p) (hp+1, hp+2, . . . , hN ) ,

sNm (λ, ω) =

2∏
k=1

Dтр(k,m,N)

∆kN (h1, . . . hN )
,

Dтр(k,m,N) = D−
km (h1, h2, . . . , hm)×

×∆k(N−m) (hm+1, hm+2, . . . , hN ) ,

где ∆kp — знаменатель, а Dkp — числитель
определителя матрицы-символа Грина пакета
p-слоев на жестком основании; D−

km — знаме-
натель определителя матрицы-символа Грина
пакета m-слоев со свободной верхней гранью
(k = 1 отвечает антиплоской задаче, а k = 2 —
плоской).

2) Функции gNp (λ, ω), sNm (λ, ω) могут
иметь конечное число вещественных нулей и
полюсов, остальные — комплексные с точ-
кой сгущения на бесконечности; gNp (λ, ω),
sNm (λ, ω) 6= 0 для α ∈ δ1, β ∈ δ2.

3) Функции GNpi3 (α, β), SNmi3 (α, β) и
GNp3i (α, β), SNm3i (α, β), i = 1, 2 являются
нечетными, остальные — четными. Элементы
GNpij (α, β), SNmij (α, β) обладают асимптотикой
вида

GNpij (α, β) = λ−1CNpij (ϕ)
[
1 +O

(
λ−ε

)]
,

SNmij (α, β) = λCNmij (ϕ)
[
1 +O

(
λ−ε

)]
, ε > 0,

α = λ cosϕ, β = λ sinϕ, 0 6 ϕ 6 2π.

Коэффициенты CNpij (ϕ), CNmij (ϕ) асимпто-
тического разложения зависят от физико-
механических параметров только тех слоев, на
стыке которых расположен дефект, и совпада-
ют с коэффициентами асимптотического раз-
ложения символа ядра СИУ для двухмодуль-
ного пространства с дефектом соответствую-
щего типа (включением или трещиной) на гра-
нице раздела полупространств [21].

Матрицы-функции Klm (α, β) (l 6= m)
при |λ| → ∞ являются экспоненциально убы-
вающими.

Определитель матрицы-символа СИУ (1.7)
равен

а) при наличии в среде только включений
(N2 = 0)

det K (α, β, ω) = det G−1

Np(Ñ)
×

×
1∏

k=Ñ−1

det G−1
p(k+1)p(k); (1.16)
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б) при наличии только трещин (N1 = 0)

det K (α, β, ω) = det S−1
Nm(1)×

×
Ñ−1∏
k=1

det S−1
(N−m(k))(m(k+1)−m(k)). (1.17)

Заметим, что матрицы Lij и Dij в (1.12), (1.14)
определяют напряжения, а матрицы Vij и Mij

в (1.13), (1.15) — перемещения в плоскости z̃i,
вызванные соответственно скачками напряже-
ний и перемещений на границах дефекта, рас-
положенного в плоскости z̃j .

Соотношения (1.11)–(1.15) позволяют ис-
следовать динамические процессы в полуо-
граниченных слоистых средах при произволь-
ном количестве и расположении в них дефек-
тов различного типа. При этом построение
СИУ не требует решения краевых задач при
изменении количества или расположения де-
фектов. Если включение или трещина нахо-
дится внутри какого-либо слоя, следует вве-
сти условную границу раздела и параметры
прилегающих к ней слоев положить равны-
ми. Для однородной среды, содержащей мно-
гоуровневые дефекты, равными принимаются
физико-механические параметры всех слоев.

Важно отметить, что матричные равен-
ства (1.11)–(1.17) сохраняются и для общего
случая термоэлектроупругих сред. При этом
размерность многомерных векторов и блочной
матрицы-символа ядра в (1.7) не изменяется,
а размерность ее элементов и матриц, их фор-
мирующих, становится равной 5× 5.

2. Метод вычисления определителя
матрицы-символа СИУ для упругих
изотропных сред с неоднородностями

различной природы

Важным для определения особых, в том
числе резонансных, режимов колебаний яв-
ляется построение определителя СИУ (1.7)
и поиск его нулей. В основу разработанно-
го метода вычисления определителей положе-
на созданная академиком РАН В.А. Бабешко
теория «вирусов» вибропрочности, определив-
шая принципиально новую стратегию изуче-
ния сред с дефектами [5–7]. Приведем необхо-
димые для дальнейшего изложения определе-
ния.

Определение. [7]. Вирус, состоящий из
L параллельных включений в упругом про-
странстве, будем называть вирусом класса
1 и L-уровневым, вида S , и обозначать
V (1/h11;S11/ . . . /h1L;S1L)

Аналогично, вирус, состоящий из L па-
раллельных трещин в упругом простран-
стве, будем называть вирусом класса 2
и L уровневым, вида S, и обозначать
V (1/h21;S21/ . . . /h2L;S2L).

Здесь h1l — координата плоского сечения,
содержащего жесткие включения с носителем
S1l , h2l — координата плоского сечения, содер-
жащего трещины с носителем S2l.

Вирус, состоящий из L параллельных
включений иM параллельных трещин в упру-
гом пространстве, будем называть смешанным
вирусом класса (1, 2) и K (K 6 L+M) уров-
невым, вида S, и обозначать

V (1/h11;S11/ . . . /h1L;S1L//2/h21;S21/ . . .

/h2M ;S2M ).

Если некоторая область Skl является неогра-
ниченной плоскостью, то в обозначении виру-
са ставится знак∞. Если hkl = 0, то в обозна-
чение вируса вносится непосредственно нуль.
Так, слой, взаимодействующий на поверхно-
сти (z = 0) с жестко сцепленным штампом и
жестко сцепленный с недеформируемым осно-
ванием — это двухуровневый «вирус»

V (1/0;S11/h22;∞//2/0;S21) .

Анализ краевых условий (1.2)–(1.6) позволя-
ет заметить некоторую идентичность их фор-
мулировки для различных объектов. Так, для
включений в областях Ωp(k) задаются механи-
ческие граничные условия, свойственные кон-
такту штампа со средой. Условие (1.2) по по-
становке эквивалентно трещине, вышедшей на
поверхность z = 0. Условие жесткого сцеп-
ления с недеформируемым основанием (1.6)
идентично наличию включения, занимающе-
го всю плоскость z = −H. Этот факт впер-
вые в мировой практике нашел отражение в
работах В.А. Бабешко [5–7]. Границы раздела
физико-механических параметров среды мож-
но формально трактовать, например, как за-
нимающие всю плоскость трещины с равными
нулю скачками перемещений.

Известно, что от геометрии областей Ωp(k)

и Ω̃m(k) не зависит вид элементов матрицы-
символа в системе (1.7), уравнения которой
формируются в плоскостях нарушения сплош-
ности, а наличие границ раздела физико-
механических свойств среды не влияет на раз-
мерность системы интегральных уравнений. С
учетом этого, а также с целью сокращения
записи, пакет N слоев с жестко защемлен-
ной нижней и свободной от напряжений верх-
ней гранями, и содержащий, например, мно-
гоуровневую систему включений представим
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как «вирус», имеющий структуру:

VN

(
1/− 2

p(1)∑
p=1

hp;∞/ . . . /− 2

p(N1)∑
p=1

hp;∞

/− 2
N∑
k=1

hk;∞//2/0;∞

)
.

Деформируемая среда делится плоскостями,
содержащими дефекты, на части, состоящие
из некоторого количества k слоев. Несмотря
на многообразие вариантов распределения по
уровням включений и трещин, каждая из этих
частей на верхней и нижней гранях имеет од-
но из четырех возможных сочетаний дефек-
тов: 1) «включение» – «включение», 2) «тре-
щина» – «трещина», 3) «трещина» – «включе-
ние», 4) «включение» – «трещина».

В зависимости от варианта сочетания де-
фектов, выделенные части представляют со-
бой «вирусы», структура которых имеет одно
из следующих представлений:

1) Vk

(
1/− 2

l∑
n=1

hn;∞/− 2
l+k∑
n=1

hn;∞

)
, (2.1)

2) Vk
(

2/− 2
l∑

n=1
hn;∞/− 2

l+k∑
n=1

hn;∞
)
,

3) Vk
(

1/− 2
l+k∑
n=1

hn;∞//2/− 2
l∑

n=1
hn;∞/

)
,

4) Vk
(

1/− 2
l∑

n=1
hn;∞//2/− 2

l+k∑
n=1

hn;∞
)
.

В (2.1) l принимает одно из значений 0,
p (i), (i = 1, 2, . . . , N1), m (j), (j = 1, 2, . . . , N2),
упорядоченных по возрастанию.

Между «вирусами» указанных типов, ко-
торые для большей наглядности запишем в
локальных системах координат [18], и функ-
циями, формирующими искомый определи-
тель СИУ, установлено взаимнооднозначное
соответствие:

1) Vk(1/hl+1;∞/− hl+k;∞)⇔
⇔ Dk(hl+1, hl+2, . . . , hl+k), (2.2)

2) Vk (2/hl+1;∞/− hl+k;∞)⇔
⇔ D−

k (hl+1, hl+2, . . . , hl+k) ,

3) Vk (1/− hl+k;∞//2/hl;∞/)⇔
⇔ ∆k (hl+1, hl+2, . . . , hl+k) ,

4) Vk (1/hl;∞//2/− hl+k;∞)⇔
⇔ ∆k (hl+k, hl+k−1, . . . , hl+1) .

Здесь

D−
k =

2∏
n=1

D−
nk, Dk =

2∏
n=1

Dnk,

∆k =

2∏
n=1

∆nk.

(2.3)

Используя выявленное соответствие, мож-
но записать определители матриц-символов
ядер СИУ, отвечающих произвольной после-
довательности расположения трещин и вклю-
чений в слоистой среде, руководствуясь сле-
дующими правилами:

1) при наличии плоскостей, содержащих
включения или трещины, и не совпадающих
с фактическими границами раздела физико-
механических свойств среды, вводятся услов-
ные границы и производится нумерация всех
слоев;

2) для объемов, заключенных между плос-
костями, содержащими дефекты, а также
между верхней (нижней) гранью пакета и бли-
жайшей указанной плоскостью, определяется
структура «вируса» вибропрочности и его па-
раметры (значения k и l в (2.1)). В соответ-
ствии с (2.2) с каждым «вирусом» связывается
определенная функция;

3) искомый определитель (с точностью до
знака) равен отношению произведения вы-
бранных функций к знаменателю матрицы-
символа Грина пакета N слоев без дефектов.

Предложенный метод дает четкое пред-
ставление о структуре особых множеств опре-
делителя СИУ для слоистых сред с неодно-
родностями различной природы. Из получен-
ных результатов следует, что корневое мно-
жество определителя матрицы-символа СИУ
при произвольном количестве и расположении
дефектов описывается произведением функ-
ций, каждая из которых зависит от геомет-
рических и физико-механических параметров
только тех частей объема, которые образова-
ны в пакете слоев плоскостями, содержащими
дефекты. Полярное множество определяется
моделью среды без учета неоднородностей.

Как известно, особые множества элемен-
тов и определителя матрицы-символа СИУ ха-
рактеризуют волноводные свойства механиче-
ской системы, а для возникновения высоко-
частотных резонансов необходимо выполнение
условия [7]
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Q0 (α, β) = 0 при λ =
√
α2 + β2 = ξk, где

ξk (α, β) (k = 1, 2, . . . ,m) — одномерное кор-
невое множество det K (α, β, ω), Q0 (α, β) —
многомерная вектор-функция, являющая-
ся решением СИУ, получающейся из (1.7)
заменой матрицы-символа ядра K (α, β, ω)
на K0 (α, β, ω) на основании представления
K = K0K∗. K0 — матрица, сохраняющая
асимптотическое поведение K на бесконеч-
ности и не имеющая особенностей на веще-
ственной оси Imλ = 0.

Эффективность подхода, основанного на
теории «вирусов» вибропрочности, заключа-
ется также и в том, что исследование волно-
водных свойств, управление ими и проекти-
рование систем с заданными спектральными
характеристиками на основе подбора геомет-
рических и механических параметров можно
проводить, минуя трудоемкую часть решения
краевых задач и построения СИУ.

3. Примеры

В качестве примеров использования по-
лученных соотношений выпишем элементы и
det K СИУ (1.7), соответствующие несколь-
ким случаям расположения дефектов в трех-
слойном пакете со свободной от напряжений
верхней гранью и жестко защемленной ниж-
ней.

10. Два включения в трехслойном паке-
те. Предположим, что включения расположе-
ны на каждой границе раздела слоев. Тогда
N2 = 0 Ñ = N1 = 2, p(1) = 1, p(2) = 2 и эле-
менты блочной матрицы-символа СИУ (1.7)
принимают вид

K11 = G−1
31 , K22 = G−1

32 ,

K12 = V12 = K−
1 (h1) R−

12

[
K−

2 (h1, h2)
]−1

G−1
32 ,

K21 = V21 = K1 (h3) R21 [K2 (h2, h3)]
−1 G−1

31 .

Определим принадлежность объемов, заклю-
ченных между плоскостями z = 0 и z = −2h1,
z = −2h1 и z = −2 (h1 + h2), z = −2 (h1 + h2)
и z = −2 (h1 + h2 + h3), к одному из типов
(2.1) и выпишем соответствующие им согласно
(2.2) функции

V1 (1/− h1;∞//2/h1;∞)⇔ ∆1 (h1) ,

V1 (1/h2;∞/− h2;∞)⇔ D1 (h2) ,

V1 (1/h3;∞/− h3;∞)⇔ D1 (h3) .

Определитель матрицы-символа СИУ в этом
случае вычисляется по формуле

det K = K (λ, ω) =

=
2∏

m=1

∆m1 (h1)Dm1 (h2)Dm1 (h3)

∆m3 (h1, h2, h3)
,

или в силу (2.3)

det K = K (λ, ω) =
∆1 (h1)D1 (h2)D1 (h3)

∆3 (h1, h2, h3)
.

Вид функций ∆m1, Dm1, D−
m1, а также рекур-

рентные формулы вычисления ∆m3 приведе-
ны в [20].

Функция K (λ, ω) является вещественной
на вещественной оси Imλ = 0 и мероморф-
ной в комплексной плоскости λ. В соответ-
ствии с известными свойствами функций ∆m1,
Dm1 [20,21] она не имеет вещественных нулей
и полюсов в диапазоне частот 0 < ω < ωкр 6= 0
запирания волноводных свойств слоя с вклю-
чениями, что является основанием для поиска
условий возникновения низкочастотных резо-
нансов [15].

20. Две трещины в трехслойном пакете.
Для двух трещин, расположенных на первой и
второй границах раздела слоев, имеем N1 = 0,
Ñ = N2 = 2, m(1) = 1, m(2) = 2.

K11 = S−1
31 (α, β, ω) , K22 = S−1

32 (α, β, ω) ,

K12 = D12 = R−
12S

−1
32 , K21 = D21 = R21S

−1
31 .

Плоскостями z̃1 = −2h1 и z̃2 = −2 (h1 + h2)
пакет делится на три части, каждой из кото-
рых соответствует определенная в (2.2) функ-
ция

V1 (2/h1;∞/− h1;∞)⇔ D−
1 (h1) ,

V1 (2/h2;∞/− h2;∞)⇔ D−
1 (h2) ,

V1 (1/− h3;∞//2/h3;∞)⇔ ∆1 (h3) .

С учетом этого

det K =
D−

1 (h1)D
−
1 (h2) ∆1 (h3)

∆3 (h1, h2, h3)
.

Для данной механической системы ωкр = 0 за
счет функций D−

1 .
30. Включение и трещина в трехслойном

пакете.
3.1. Пусть включение расположено на гра-

нице между первым и вторым слоем, а трещи-
на — между вторым и третьим. Тогда N1 = 1,
p (1) = 1, N2 = 1, m (1) = 2,

K11 = G−1
31 (α, β, ω) , K22 = S−1

32 (α, β, ω) ,

K12 = M12 = K−
1 (h1) R−

12S
−1
32 ,
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K21 = L21 = R21 [K2 (h2, h3)]
−1 G−1

31 .

Используя (2.1), (2.2) запишем

V1 (1/− h1;∞//2/h1;∞)⇔ ∆1 (h1) ,

V1 (1/h2;∞//2/− h2;∞)⇔ ∆1 (h2) ,

V1 (1/− h3;∞//2/h3;∞)⇔ ∆1 (h3) .

Для вычисления определителя получим фор-
мулу

det K = K (λ, ω) =
∆1 (h1) ∆1 (h2) ∆1 (h3)

∆3 (h1, h2, h3)
,

откуда следует, что ωкр 6= 0.
3.2. Если трещина расположена на грани-

це между первым и вторым слоем, а включе-
ние — между вторым и третьим, то p (1) = 2,
m (1) = 1,

K11 = G−1
32 (α, β, ω) , K22 = S−1

31 (α, β, ω) ,

K12 = M21 = K2 (h2, h3) R21S
−1
31 ,

K21 = L12 = R−
12

[
K−

2 (h1, h2)
]−1

G−1
32 .

В соответствии с (2.1) и (2.2) имеем

V1 (2/h1;∞/− h1;∞)⇔ D−
1 (h1) ,

V1 (1/− h2;∞//2/h2;∞)⇔ ∆1 (h2) ,

V1 (1/h3;∞/− h3;∞)⇔ D1 (h3) .

Определитель дается соотношением

det K =
D−

1 (h1) ∆1 (h2)D1 (h3)

∆3 (h1, h2, h3)
.

В этом случае, как и в п. 20, ωкр = 0 и низкоча-
стотный резонанс в этой системе невозможен.

40. Некоторые задачи для однородного слоя
на жестком основании и однородного полу-
пространства.

4.1. Включение в однородном слое со
свободной от напряжений верхней гранью.
Для включения, расположенного на глубине
z = −2h1 в однородном слое толщины
H = 2 (h1 + h2), следует положить N2 = 0,
N1 = 1, p (1) = 1.

K = K11 = G−1
21 . (3.1)

Исходя из (2.1), (2.2), имеем соответствие

V1 (1/− h1;∞//2/h1;∞)⇔ ∆1 (h1) ,

V1 (1/h2;∞/− h2;∞)⇔ D1 (h2) .

Следовательно, определитель равен

det K =
∆1 (h1)D1 (h2)

∆1 (h1 + h2)
, ωкр 6= 0.

Используя приведенные соотношения можно
путем подбора глубины погружения включе-
ния 2h1 управлять динамическими свойства-
ми механической системы.

На рис. 1, 2 для различных значений глу-
бины залегания включения представлены кри-
вые нулей (пунктирная линия) и полюсов
(сплошная линия) элемента матрицы-символа
K = K11

k1111
∆22

=

=
k−11 (h1)D21 (h2) + ∆21 (h1) k

1
11 (h2)

∆21 (h1 + h2)
, (3.2)

определяющего волновой спектр горизонталь-
ной составляющей поля перемещений вне
включения. Явный вид функций, входящих
в (3.2) приведен в [21]. Толщина слоя, коэф-
фициент Пуассона, плотность и модуль сдви-
га приняты равными H = 2h1 + 2h2 = 1, 5,
ν = 0, 3, ρ = 1, µ = 1 (в безразмер-
ных величинах). Отметим, что, например, для
приведенной частоты колебаний ω = 3 при
2h1 = 2

3H = 1 (рис. 1) количество волн пе-
ремещений и их волновые числа совпадают с
аналогичными характеристиками для поверх-
ностных волн в однородном слое без вклю-
чения. Если глубина погружения включения
равна 2h1 = 1

3H = 0, 5 (рис. 2), то один из по-
люсов в (3.2) на той же частоте оказывается
заблокированным. Таким образом, при фик-
сированном значении частоты, большем кри-
тического значения частоты запирания вол-
новода, количество волн перемещения, рас-
пространяющихся от включения и уносящих
энергию на бесконечность, уменьшается, что
приводит к частичной локализации вибраци-
онного процесса [5–7].

4.2. Штамп, жестко сцепленный с по-
верхностью слоя. Матрица-символ Грина
СИУ известной контактной задачи получает-
ся из (3.1) как частный случай задачи для
включения, вышедшего на поверхность слоя.
В этом случае N2 = 0, Ñ = N1 = 1, p(1) = 0,

G10 = − [K1 (h)]−1 , ∆t0 = −t−0 .

С учетом знаков в последних соотношени-
ях искомая матрица запишется K = K1 (h),
H = 2h — толщина слоя. Рассматриваемая ме-
ханическая система представляет собой «ви-
рус» V1 (1/h;∞/− h;∞), с которым в соответ-
ствии с (2.1), (2.2) связана функция D1 (h),
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формирующая det K, причем

det K = K (λ, ω) =
D1 (h)

∆1 (h)
, ωкр 6= 0.

4.3. Штамп, жестко сцепленный с по-
верхностью слоя при наличии включения. Ес-
ли в условиях предыдущей задачи в слое на
глубине z = −2h1 имеется включение, то

V1 (1/h1;∞/− h1;∞)⇔ D1 (h1) ,

V1 (1/h2;∞/− h2;∞)⇔ D1 (h2) ,

det K = K (λ, ω) =
D1 (h1)D1 (h2)

∆1 (h)
, ωкр 6= 0.

4.4. Штамп, жестко сцепленный с по-
верхностью слоя при наличии трещины. Ес-
ли в условиях задачи 4.2 в слое на глубине
z = −2h1 расположена трещина, то

V1 (1/h1;∞//2/− h1;∞)⇔ ∆1 (h1) ,

V1 (1/− h2;∞//2/h2;∞)⇔ ∆1 (h2) ,

h1 + h2 = h.

Тогда определитель представим в форме

det K = K (λ, ω) =
∆1 (h1) ∆1 (h2)

∆1 (h)
,

ωкр 6= 0.

(3.3)

В этом случае, аналогично п. 4.1, при опре-
деленных значениях h1 некоторые нули функ-
ций ∆1 (h1) могут совпадать с частью нулей

функций ∆1 (h). Таким образом, одна из рас-
пространяющихся мод может оказаться забло-
кированной трещиной, расположенной на глу-
бине z = −1

3H.
Полюса элементов матрицы K для этой за-

дачи определяются функцией ∆1 (h1 + h2), а
полюса элементов обратной матрицы — функ-
циями ∆1 (h1), ∆1 (h2), что вытекает из (3.3).

4.5. Штамп, жестко сцепленный с по-
верхностью полупространства при наличии
трещины.

V1 (1/h1;∞//2/− h1;∞)⇔ ∆1 (h1) ,

V1 (2/− h1;∞)⇔ ∆0
1 (λ) ,

det K = K (λ, ω) =

=
∆1 (h1) ∆0

1 (λ)

4κ42σ1σ2∆
0
1 (λ)

e−2σ1h1e−4σ2h1 =

=
e−2σ1h1e−4σ2h1

4κ42σ1σ2
∆1 (h1) . (3.4)

Заметим, что в данном случае det K является
аналитической функцией, не имеющей полю-
сов.

Элементы матрицы K в соответствии с
(1.8) имеют в знаменателе функции ∆0

m1 (λ):

∆0
11 (λ) = σ2, ∆0

21 (λ) = 4
(
γ2 − λ2σ1σ2

)
,

γ = λ2 − 0, 5κ22,

σ21 = λ2 − κ21, σ22 = λ2 − κ22,

κ22 =
ρ

µ
ω2, κ21 =

1− 2ν

2 (1− ν)
κ22.
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Из (3.4) следует, что функция Рэлея однород-
ного полупространства ∆0

21(λ) войдет в знаме-
натель элементов обратной матрицы K−1. Та-
ким образом, полюс Рэлея, не зависящий от
глубины погружения трещины, ею не блоки-
руется.

Численные расчеты, проведенные для раз-
личных моделей сред, показали, что все мат-
рицы Kij , являющиеся элементами блочной
матрицы-символа ядра СИУ (1.7) для сред с
дефектами, как и матрицы-функции традици-
онных контактных задач, обладают следую-
щим свойством — вещественные нули и полю-
са их диагональных элементов чередуются, а
нули и полюса недиагональных элементов и
определителей — нет.

Авторы благодарят академика РАН
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