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МЕТОД ФАКТОРИЗАЦИИ В ЗАДАЧАХ РАСПРОСТРАНЕНИЯ И
ОСАЖДЕНИЯ СУБСТАНЦИЙ1

Павлова А.В.2, Цыбульников А.А.3

FACTORIZATION METHOD IN THE PROBLEMS OF SUBSTANCES TRANSPORT AND
SETTLEMENT

Pavlova A.V., Tsibulnikov A. A.

The factorization method is used to solve stationary problems of substances transport. This method
allows defining the concentrations distributions near multi-type underlying surfaces.

Исследования в области распространения
и осаждения субстанций (СБ) востребованы
при решении целого ряда научных и прак-
тических задач. Так, моделирование рассея-
ния примесей в атмосфере позволяет решать
проблемы блокирования распространения за-
грязняющих веществ, оценки локального со-
стояния окружающей среды и прогнозирова-
ния последствий воздействия на экосистему
региона. Проблема описания воздействий глу-
бинной активности Земли в верхней мантии
на нижнее основание литосферных плит по
границе Мохоровичича также может быть ис-
следована с применением моделей конвекции–
диффузии. Развиваемый подход также приме-
ним для решения проблемы проектирования
материалов с заданными свойствами. Вопро-
сы реализации различных моделей рассмотре-
ны в [1–3].

В настоящей работе рассматривается при-
менение метода факторизации к решению ста-
ционарных задач распространения СБ при
учете их взаимодействия с неоднородной под-
стилающей поверхностью.

1. Дифференциальная формулировка мо-
дели распространения СБ для случая плоской
подстилающей поверхности имеет вид

∂ϕi
∂t

+ div (ϕia− µ gradϕi) + (Bϕ)i = fi. (1)

Здесь ϕ (x, t) = (ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn) — вектор кон-
центраций (разностей концентраций и их фо-

новых значений) составляющих субстанции,
a = (u, v, w − wgi), u, v, w – компоненты век-
тора скорости среды.

Через µ = ‖µij‖, i, j = 1, 3 обозначен тен-
зор коэффициентов диффузии (здесь и далее
учитываются лишь диагональные элементы,
µij = 0, i 6= j), Bϕ — оператор трансфор-
мации компонентов субстанции. В случае пас-
сивных составляющих матрица B = ‖σij‖ яв-
ляется диагональной (σij = 0, i 6= j), σii —
характеристики скорости деградации (распа-
да) компонентов СБ. Функция fi (x, t) описы-
вает распределение и мощность источника i-
той компоненты ϕi, x = (x, y, z).

Важное место среди подобных моделей за-
нимают стационарные модели. В случае если
характеристики движения среды и коэффици-
енты диффузии можно считать постоянными,
а компоненты СБ не взаимодействуют между
собой, для описания распространения и оса-
ждения отдельной составляющей может быть
использовано стационарное уравнение

u
∂ϕ

∂x
+ v

∂ϕ

∂y
+ (w − wg)

∂ϕ

∂z
+ σϕ−

− µ
(
∂2ϕ

∂x2
+
∂2ϕ

∂y2

)
− ν ∂

2ϕ

∂z2
= f (x, y, z) , (2)

где µ11 = µ22 = µ, µ33 = ν. Для сосредоточен-
ного источника

f (x, y, z) = Cδ (x− x0, y − y0, z − z0) ,
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C = const,

характеризующая его мощность.
В качестве среды распространения рас-

сматривается слой

D = {(x, y, z) : −∞ < x, y <∞, 0 6 z 6 H} ,

в котором все коэффициенты уравнения счи-
таются постоянными, либо, в общем случае —
изменяющимися по высоте. При рассмотре-
нии стратифицированной по высоте среды, об-
ласть D можно условно разбить на несколько
подслоев, в каждом из которых компоненты
вектора скорости и коэффициенты диффузии
считаются постоянными. Такой подход позво-
ляет использовать в каждом слое уравнение с
постоянными коэффициентами [3–7].

Общий баланс содержания субстанции за-
висит не только от циркуляции среды, но и
от обменных процессов с подстилающей по-
верхностью, от интенсивности осаждения СБ.
Поэтому условия на нижней границе задают-
ся с учетом свойств рассматриваемой терри-
тории и ее способности аккумулировать за-
грязняющие вещества. Подстилающая поверх-
ность при этом считается разбитой на N раз-
нотипных по свойствам зон Σn [2]

Σn : Llϕ (x, y, z)|z=0 = fn(x, y), (x, y) ∈ Σn,
(3)

где

Ln =

(
ν
∂

∂z
− ϑn

)
,

ϑn — величина, характеризующая взаимодей-
ствие СБ с подстилающей поверхностью n-
того типа и зависящие от ее физических
свойств, fn — описывает источник на уровне
поверхности в области Σn.

На верхней границе области D предпола-
гается выход на фоновые значения концентра-
ции

ϕ|z=H = 0, −∞ < x, y <∞. (4)
Задача (2)–(4) может быть сведена к систе-
ме интегральных уравнений, для построения
которой рассматривается вспомогательная за-
дача при заданном на всей подстилающей по-
верхности граничном условии [5–9]. В качестве
такового может выступать произвольное гра-
ничное условие, например,

ν
∂ϕ

∂z

∣∣∣∣
z=0

= g (x, y) , −∞ < x, y <∞,

или (
ν
∂ϕ

∂z
− ϑ1ϕ

)∣∣∣∣
z=0

= g (x, y) ,

−∞ < x, y <∞,
(5)

где g (x, y) — некоторая неизвестная функция
(совпадающая с f1 (x, y) при (x, y) ∈ Σ1).

Вводя обозначения для проектора на Σs

Ps (x, y) =

{
1 , (x, y) ∈ Σs,
0 , (x, y) /∈ Σs

для неизвестной функции поверхностного ис-
точника получим

Psg(x, y) = gs(x, y) =

=

{
g (x, y) , (x, y) ∈ Σs,

0, (x, y) /∈ Σs.

Используя решение (2), (4), (5), с учетом ли-
нейности рассматриваемой задачи интеграль-
ную характеристику концентрации СБ, можно
представить в виде

Φ (α, β, z) =

= Φ1 (α, β, z)G (α, β) + Φ2 (α, β, z) , (6)

Φ1 (α, β, z) =
eγz shχ (H − z)

ν
(
γ − ϑ1

ν

)
shχH − χ chχH

,

Φ2 (α, β, z) =
S(α, β, z)P (α, β, ϑ1, z)

νχ
((
γ − ϑ1

ν

)
shχH − χ chχH

) ,
где

S(α, β, z) = Cei(αx0+βy0)eγ(z−z0) shχ (H − z0) ,

P (α, β, ϑ1, z) =

[(
γ − ϑ1

ν

)
shχz − χ chχz

]
,

Φ (α, β, z), G (α, β) — двумерные преобразова-
ния Фурье по x, y функций ϕ (x, y, z) и g (x, y);
обозначения χ, γ введены в соответствии с [5,
7].

Подействовав на функцию

ϕ (x, y, z) = V −1Φ (α, β, z)

в области z = 0, (x, y) ∈ Σs дифференциаль-
ным оператором Ls, используя представление
(6), приходим к системе интегральных урав-
нений

N∑
k=1

1

4π2

∞∫
−∞

∞∫
−∞

Ks(α, β)Gk(α, β)×

× e−i(αx+βy) dαdβ = qs (x, y) , (7)

(x, y) ∈ Σs, s = 1, N,

где
qs (x, y) = fs (x, y)−ms (x, y) ,
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Ks(α, β) = LsΦ1(α, β, 0),

ms (x, y) =

=
1

4π2

∞∫
−∞

∞∫
−∞

LsΦ2 (α, β, 0) e−i(αx+βy)dαdβ,

(x, y) ∈ Σs,

Gk — преобразования Фурье функций gk (x, y),
k = 1, N .

Внеся в (7) представление для Gk и поме-
няв порядок интегрирования, получим систе-
му

N∑
k=1

∫∫
Σk

ks (x− ξ, y − η) gk (ξ, η) dξ dη =

= qs (x, y) , (8)

(x, y) ∈ Σs, s = 1, N,

где

ks(x, y) =
1

4π2

∞∫
−∞

∞∫
−∞

Ks (α, β)e−i(αx+βy) dαdβ.

Вопросы разрешимости и методы построения
приближенных решений системы (8) рассмот-
рены в работах [5–7].

2. Рассмотрим описанную выше зада-
чу при наличии двух разнотипных обла-
стей на подстилающей поверхности, на-
пример, Σ1 = {x < 0,−∞ < y <∞} и
Σ2 = {x > 0,−∞ < y <∞}, при следующих
граничных условиях:(

ν
∂ϕ

∂z
− ϑ1ϕ

)∣∣∣∣
z=0

= 0, (x, y) ∈ Σ1;(
ν
∂ϕ

∂z
− ϑ2ϕ

)∣∣∣∣
z=0

= f (x, y) ,

(x, y) ∈ Σ2.

(9)

В этом случае (при C = 0) система (8) сводит-
ся к интегральному уравнению

+∞∫
−∞

+∞∫
0

k (x− ξ, y − η) g (ξ, η) dξdη =

= f (x, y) ,

x > 0, −∞ < y < +∞,

K (α, β) =

(
γ − ϑ2

ν

)
shχH − χ chχH(

γ − ϑ1
ν

)
shχH − χ chχH

, (10)

χ = χ (α, β) .

Это уравнение, в свою очередь, может быть
преобразовано к виду

∞∫
0

k̃(x− ξ, β)g̃(ξ, β)dξ = f̃ (x, β), (11)

x > 0,

g̃ (ξ, β) =

+∞∫
−∞

g (ξ, y) eiβy dy,

f̃ (ξ, β) =

+∞∫
−∞

f (ξ, y) eiβy dy.

Для построения решения интегрального
уравнения (11) применяется метод Винера-
Хопфа [9, 10]. При этом для факторизации
функции K (α, β) ее нули и полюса находятся
численно с помощью замены χH = ip. Далее,
следуя [10], функция K (α, β) представляется
в виде

K (α, β) =
∏
k

(
α− z+

k

) (
α− z−k

)(
α− p+

k

) (
α− p−k

)K1,

K1 = (H1 (α) + αH2 (α)) ,

где H1, H2 — функции четные, z±k = z±k (β),
p±k = p±k (β). Каждая из этих функций по-

сле замены переменной α =
√

A2ς
1−ς , ап-

проксимируется полиномами Бернштейна ви-

да H (ς) =
n∑
s=0

СsnH
(
s
n

)
ςs (1− ς)n−s, тогда

K∗1 (ς) = H∗1 (ς) +

√
A2ς

1− ς
H∗2 (ς) ,

параметр A определяется исходя из условия
max |K1 −K∗1 (ς)| → min.

Нули аппроксимирующей функции отыс-
киваются с помощью комбинации градиентно-
го метода и метода Ньютона. Производя об-
ратную замену переменных, получим

K∗1 (α) =
∑
s

Cs
A2(n−s)α2s

(α2 +A2)n
+

+ α
∑
s

Ds
A2(n−s)α2s

(α2 +A2)n
.
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Рис. 1

Рис. 2

В результате

K+ =
∏
k

α− z−k
α− p−k

∏
s

(α− us)

(α+ iA)n
,

K− =
K∗1 (α)(α+ iA)n∏

s
(α− us)

∏
k

α− z+
k

α− p−k
.

Следуя схеме метода Винера-Хопфа, будем
иметь

G+ (α, β) =
1

K+ (α, β)

{
F+ (α, β)

K− (α, β)

}+

.

Распределение концентраций у поверхности
для f (x, y) = −e−|x|−|y| приведено на рис. 1,
при этом направление ветра совпадает с на-
правлением оси ОХ, z = 0, 3 (значения без-
размерных параметров: u = 5;w = 0;wg = 0;
µ = 1; ν = 0, 1; σ = 1; ϑ1 = 1, ϑ2 = 10).

При наличии сосредоточенного источника
мощностью 100 в точке (x0, y0), х0 = 0, 1,
у0 = 5 распределение концентраций для при-
веденных выше параметров представлено на
рис. 2.

3. Рассмотрим случай, когда подстилаю-
щая поверхность состоит из трех областей.
Пусть при этом заданы граничные условия(

ν
∂ϕ

∂z
− ϑ1ϕ

)∣∣∣∣
z=0

= 0,

(x, y) ∈ {x > a,−∞ < y <∞}∪
∪ {x 6 −a,−∞ < y <∞} ;

(
ν
∂ϕ

∂z
− ϑ2ϕ

)∣∣∣∣
z=0

= f (x, y) ,

(x, y) ∈ {−a 6 x 6 a,−∞ < y <∞} .
Система (8) сводится к интегральному урав-
нению [8]

+∞∫
−∞

a∫
−a

k (x− ξ, y − η) g (ξ, η) dξdη =

= f (x, y) , (12)

|x| 6 a, −∞ < y < +∞.
При этом ядро описывается функцией (10).

В свою очередь, уравнение (12) может
быть представлено

a∫
−a

k̃ (x− ξ, β) g̃ (ξ, β) dξ = f̃ (x, β) , |x| 6 a.

Это уравнение также может быть решено ме-
тодом факторизации. Следуя [11], получим си-
стему из двух интегральных уравнений

X (ζ, β) = − 1

2iπ

∞−ic∫
−∞−ic

K− (α, β)

K+ (α, β)

e−2iaα

(α+ ζ)
×

×X (α) dα+N (ζ, β) ,

Y (ζ, β) =
1

2iπ

∞−ic∫
−∞−ic

K− (α, β)

K+ (α, β)

e−2iaα

(α+ ζ)
×

× Y (α) dα+M (ζ, β) , (13)
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Рис. 3

Рис. 4

N (ζ, β) =
1

2iπ

∞+ic∫
−∞+ic

[
F+ (α, β)

K− (α, β) (α− ζ)
−

− F− (α, β)

K+ (α, β) (α+ ζ)

]
dα, Im ζ < c,

M (ζ, β) = − 1

2iπ

∞+ic∫
−∞+ic

[
F+ (α, β)

K− (α, β) (α− ζ)
+

+
F− (α, χ)

K+ (α, β) (α+ ζ)

]
dα, Im ζ < c.

Способ факторизации функции K в виде про-
изведения описан выше. Применяя теорию вы-
четов к вычислению интегралов (13), получим

X(α, β) =

= −
∑
k

K−(z−k , β)e−2iaz−k X(z−k , β)

(K+)′(z−k , β)(α+ z−k )
+N(α, β),

Y (α, β) =

=
∑
k

K−(z−k , β)e−2iaz−k Y (z−k , β)

(K+)′ (z−k , β)(α+ z−k )
+M(α, β),

ЗначенияX
(
z−k , β

)
, Y
(
z−k , β

)
находятся из ал-

гебраических систем, решаемых методом Гаус-
са, после подстановки α = z−k .

Фурье-образ искомой функции g (x, y) бу-
дет иметь вид

G (α, β) =
F

K
+
eiaα

2K−
(X (−α, β) + Y (−α, β)) +

+
e−iaα

2K+
(X (α, β)− Y (α, β)) .

Концентрация СБ на произвольной высоте
описывается соотношением

ϕ (x, y, z) =
1

4π2
×

×
∞∫
−∞

∞∫
−∞

G (α, β) eγzP (α, β, ϑ2, H − z)
(γ − ϑ1) shχH − χ chχH

dαdβ,

На рис. 3–4 приведены результаты рас-
четов для источников, расположенных в
полосе (a = 1), рис. 3 соответствует
f (x, y) = −40e−|y|, рис. 4 — сосредоточенному
источнику для описанных выше данных зада-
чи.
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