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ABOUT ONE APPROACH TO APPROXIMATE SOLUTIONS OF FUNCTIONAL
EQUATIONS

Filshtinsky V.A., Filshtinsky L.A.
A heuristic method has been offered to get approximations of exact solutions of functional equations.

The method is illustrated with numerous examples from various fields.

Введение

В работе предложен симбиоз функци-
онально-аналитических методов приближен-
ного решения разных классов задач и искус-
ства исследователя. По существу, предлагает-
ся искать решение задачи — некоторую функ-
цию — по набору ее характеристик. Выбор
этих характеристик находится в руках иссле-
дователя. Достаточное количество характери-
стик определяет однозначно решение задачи,
малое их количество позволяет с большей лег-
костью найти, но уже приближенное решение.

Упомянутые характеристики обычно
представляют собой значения линейных
функционалов, примененных к функции. Ти-
пичный пример — равенство двух непрерыв-
ных функций, определенных на некотором
интервале [a, b]:

ϕ(x) = ψ(x)∀x ∈ [a, b]⇔
⇔ δx[ϕ] = δx[ψ]∀x ∈ [a, b],

где δx[f ] = f(x) — линейный непрерывный
функционал, определенный на пространстве
C[a, b] [1–3]. Столь широкий набор функцио-
налов определяет однозначно функцию всеми
значениями этих функционалов. Более «то-
щий» набор, но все же достаточный для од-
нозначности, порождает счетный базис функ-
ционального пространства [1–3], разумеется,
если он существует. Это видно на примере

пространства L2[a, b]. Если {ϕn}∞n=0 — его ор-
тонормированный базис, например, система
многочленов Лежандра на [a, b], то система
непрерывных функционалов

Fn : f →
b∫
a

f(x)ϕn(x) dx (n = 0, 1, . . .)

однозначно определяет f (в смысле простран-
ства L2[a, b]):

f(x) =

∞∑
n=0

Fn(f)ϕn(x).

Конечное множество «идентифицирую-
щих» функционалов обычно позволяет найти
лишь приближенное выражение для f(x).

1. О приближенном равенстве
элементов функциональных

пространств

В задаче аппроксимации функции f(x)
необходимо задать аппроксимирующее мно-
жество W и способ измерения расстояния
между аппроксимируемым и аппроксимирую-
щим элементами [4,5]. Указать способ измере-
ния расстояния означает, что имеется некото-
рое функциональное банахово пространство
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B и что f ∈ B, W ⊂ B, а если ϕ ∈W , то рас-
стояние находится как норма разности [4, 5]

d(f, ϕ) = ‖f − ϕ‖B.

Задача аппроксимации состоит в ми-
нимизации d(f, ϕ), когда ϕ пробегает
W , и отыскании (если он существу-
ет) наименее уклоняющегося элемента
ϕ0 ∈W : inf {‖f − ϕ‖ : ϕ ∈W} = ‖f − ϕ0‖.

Уже в случае, когда W — конечномерное
подпространство пространства B, эта задача
(за исключением ситуации гильбертова про-
странства) необыкновенно сложна. Известны
лишь отдельные примеры точного решения
[4, 5]. Численные методы приближенного вы-
числения ϕ0 обычно весьма трудоемки, пото-
му часто используют разнообразные методы
аппроксимации, когда находят элемент ϕ∗, не
совпадающий с ϕ0, но достаточно хорошо ап-
проксимирующий f .

Задача резко усложняется, если функция
f не задана явно, а представляет собой реше-
ние некоторого функционального уравнения
(обыкновенного дифференциального, в част-
ных производных, интегрального и т.п.). Во
многих случаях хорошо «работают» эвристи-
ческие методы, например, метод К. Ланцо-
ша [6]. Заметим, что В.К. Дзядык [7] и пред-
ставители его школы разработали А-метод,
в котором даются оценки погрешности мно-
гочленной аппроксимации решения функцио-
нального уравнения.

В пространстве B для любых g ∈ B [3]

‖g‖ = sup{〈F, g〉 : F ∈ B∗, ‖F‖B∗ 6 1},

где 〈F, g〉 — значение функционала F на эле-
менте g); B∗ — сопряженное пространство (со-
стоящее из линейных непрерывных функцио-
налов. В частности,

EW (f) = inf
ϕ∈W
‖f − ϕ‖ =

= inf
ϕ∈W

sup
F∈B∗,‖F‖61

|〈F, f − ϕ〉|. (1.1)

Равенство (1.1) служит основой методов
перехода к двойственным задачам как в об-
щем случае [1–3], так и в случаях конкретных
пространств B. Если в (1.1) использовать не
все элементы единичного шара сопряженного
пространства, то очевидна оценка

EW (f) > inf
ϕ∈W

sup
F∈V
|〈F, f − ϕ〉|, V ⊂ S∗,

где S∗ = {F ∈ B∗ : ‖F‖ 6 1}. Но более важно
другое: возникает идея об ином способе из-
мерения погрешности, подкрепленная кроме
(1.1) следующим соображением.

Пусть ϕ,ψ ∈ B, {Fα}α∈A — система линей-
ных непрерывных функционалов из B∗; A —
множество индексов. Назовем элементы ϕ и ψ
равными относительно семейства функциона-
лов {Fα} ({Fα}-равными), если

Fα(ϕ) = Fα(ψ), ∀α ∈ A.

Например, можно считать, что
ϕ(x) = ψ(x) относительно моментных функ-
ционалов Fn:

Fn : ϕ→
b∫
a

xnϕ(x) dx, n = 0, N,

и тогда

ϕ(x) = ψ(x)({Fα})⇔

⇔
b∫
a

xnϕ(x) dx =

b∫
a

xnψ(x) dx,

n = 0, N.

(1.2)

В работе [8] изучены аппроксимацион-
ные сплайны Sm(x), определяемые условиями
(1.2) со значением N , достаточным для разре-
шимости соответствующих уравнений.

2. Аппроксимация решений
функциональных уравнений

Применительно к аппроксимации функ-
ций y(x), определяемых как решения функ-
циональных уравнений, подход остается неиз-
менным. Обратимся к конкретным примерам.

1. В плоской задаче линейной теории
упругости напряженное состояние можно
определить [9], найдя две аналитические в об-
ласти S, ограниченной замкнутой кривой L,
функции ϕ(z), ψ(z), удовлетворяющие гра-
ничному условию

ϕ(σ) +
ω(σ)

ω′(σ)
ϕ′(σ) +ψ(σ) = f, |σ| = 1, (2.3)

где f определяет условия на границе области
S, ω (σ) осуществляет конформное отображе-
ние области S на единичный круг |z| 6 1.
Для S = {z : |z| 6 1} функция ω (z) = z, а
для S = {z : |z| > 1} функция ω (z) = z−1. В
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случае плоскости с эллиптическим отверсти-
ем ω (σ)

/
ω′ (σ) =

(
σ2 +m

)/
σ
(
1−mσ2

)
.

Применяя к (2.3) простейшие функциона-
лы

Fn : γ(σ)→ 1

2π

2π∫
0

γ(eiθ)e−inθ dθ,

± n = 0, 1, . . . (2.4)

в задачах для круга или его внешности и

Fn : γ(σ)→ 1

2π

2π∫
0

γ(eiθ)(1−me2iθ)e−inθ dθ,

± n = 0, 1, . . .

в задаче для плоскости с эллиптическим от-
верстием и представляя функции ϕ, ψ в виде

ϕ (σ) =

∞∑
n=0

anσ
εn, ψ (σ) =

∞∑
n=0

bnσ
εn

(ε = +1 для ограниченной области; ε = −1
для неограниченной области), приходим к
точному решению.

2. Найдем приближенное решение на
участке 0 6 x 6 1 уравнения Бесселя
нулевого порядка с начальными условиями
y (1) = y0, y′ (1) = y1. Определим характе-
ристики (типа моментов) решения y (x). Для
этого умножим обе части уравнения Бессе-
ля на некоторую функцию H (x) (0 6 x 6 1) и
вычислим интеграл от обеих частей на участ-
ке [0,1]. После небольших преобразований по-
лучим соотношение

1∫
0

[
x2H ′′(x) + 3xH ′(x)+

+ (x2 + 1)H(x)
]
y(x) dx =

= H ′(1)y0 −H(1)(y1 − y0).

Выбор H(x) может быть произвольным.
Положим Hn(x) = xn (n = 0, N). На са-
мом деле подборH(x) должен быть продикто-
ван глубокими соображениями, приводящими
к хорошим оценкам погрешности аппроксима-
ции. Пока же, желая показать эффективность

метода как эвристического, выберем функ-
цию H(x), обеспечивающую простоту вычис-
лений. Итак, функция y(x) должна удовле-
творять моментным равенствам

1∫
0

[
xn+2 + (n+ 1)2xn

]
y(x) dx =

= (n+ 1)y0 − y1, n = 0, N. (2.5)

Дальнейшие шаги зависят от способа при-
ближенного представления y (x). Можно при-
нять y∗ (x) = a0 + a1x + . . . + aNx

N . В об-
щем случае произвольного N из (2.5) по-
лучим систему линейных уравнений. Для
N = 2, y0 = 0, 76519, y1 = −0, 44010 имеем
y∗ (x) ≈ I0 (x) (0 6 x 6 1), где

y∗ (x) = 1, 00141− 0, 01406x− 0, 22382x2,

max
[0, 1]
|I0 (x)− y∗ (x)| = 0, 00166 . . .

Если же в качестве приближения выбрать
отрезок степенного ряда функции I0 (x), то
для получения погрешности того же порядка
придется использовать многочлен четвертой
степени. С ростом N эта разница в порядках
многочленов растет.

3. Рассмотрим краевую задачу

y′′ + p (x) y′ + q (x) y = 0,

y (0) = 0, y (1) = 1.

Вновь умножим обе части уравнения на
функцию H(x) и вычислим интеграл на
участке [0, 1]. Моментные соотношения име-
ют вид

1∫
0

[
H ′′(x)− (p(x)H(x))′+

+ q(x)H(x)
]
y(x) dx = H ′(1)

при условии H (0) = 0, H (1) = 0. Выбор
функций H (x) определяет сложность и точ-
ность вычисления y∗ (x). Пусть, к примеру,

p (x) ≡ 0, q (x) ≡ −1.

Положим Hn (x) = (x− 1)xn,
n = 1, 2, . . . , N+1. Если искать приближенное
решение y∗(x) в виде многочлена степени N ,
то при N = 1, N = 2

y∗1 (x) = −0, 0303 + 0, 9836x,

max
[0,1]
|y (x)− y∗1 (x)| = 0, 0467 . . . ,
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y∗2 (x) = 0, 00793 + 0, 75792x+ 0, 22569x2,

max
[0,1]
|y (x)− y∗2 (x)| = 0, 0085 . . .

Если же положить Hn (x) = sinnπx,
а y∗N (x) искать в виде x +

∑
αn sinnπx

(1 6 n 6 N), то получим

y∗N (x) = x+
N∑
k=1

(−1)k sin kπx

kπ (k2π2 + 1)
,

max
[0,1]
|y (x)− y∗1 (x)| = 0, 0090 . . . ,

max
[0,1]
|y (x)− y∗2 (x)| = 0, 0038 . . . .

Заметим, что во всех случаях наблюдает-
ся явление, близкое к чебышевскому альтер-
нансу [4]. Напомним теорему П.Л. Чебыше-
ва: среди всех многочленов степени не выше
N многочлен P 0

N (x) наименее уклоняется от
непрерывной функции f (x)в метрике C[a, b]
тогда и только тогда, когда найдется не менее
n+ 2− x точек xk ∈ [a, b] таких, что

f (xk)−P 0
n (xk) = ε (−1)k max

[a,b]

∣∣f (x)− P 0
n (x)

∣∣,
ε = ±1.

Множество {xk}n+2
k=1 реализует чебышев-

ский альтернанс. Таким образом, найденные
приближения близки к наилучшим.

4. Обратимся к интегральному уравнению
для плотности ρ (s, t) теплового потенциала в
бесконечной пластине −∞ < x, y < +∞ с тре-
щиной ξ = ξ (β), η = η (β), 0 6 β 6 1:

t∫
0

dτ

1∫
0

ρ (β, τ)

t− τ
e
− r2

4a2(t−τ) dβ = f (s, t), (2.6)

где 0 6 s 6 1, r2 = [ξ(s)−ξ(β)]2+[η(s)−η(β)]2;
f — известная функция.

Во многих задачах важно изучить пове-
дение ρ(s, t) при малых t. Пусть t 6 T . В
этом случае для q =

[
4a2 (t− τ)

]−1 имеем
[4a2T ]−1 6 q < +∞. Найдем приближение
экспоненциального ядра

e−qr
2 ≈

M∑
k=1

γk(r)q
−k, q >

(
4a2T

)−1
, (2.7)

требуя на обеих частях равенства (2.7) совпа-
дения функционалов

Fλ,i : ϕ (q)→
∞∫
0

ϕ (q) qM+i e−λq dq

при i = 0, 1, . . . ,M − 1. Оптимальный выбор
параметра λ ∈ R, λ > 0 отнесем к числен-
ным экспериментам. После применения Fλ,i к
(2.7) получим систему уравнений относитель-
но неизвестных γkλk

M∑
k=1

(γkλ
k)(M + i− k)! =

= (M + i)!λM+i+1(λ+ r2)−M−i−1,

i = 0,M − 1,

из которой следует представление

γkλ
k =

M∑
j=1

γkj

(
λ

λ+ r2

)M+j

, k = 1,M,

где γkj — постоянные числа.
Положим v = λ

/(
λ+ r2

)
, m = M − k.

С учетом (2.7) получим

M∑
j=1

qj

(
M−1∑
m=0

γM−m, j (m+ i)!

)
=

= (M + i)! qi+1, i = 0,M − 1.

Сравнивая в последнем соотношении ко-
эффициенты при одинаковых степенях q, най-
дем

M−1∑
m=0

γM−m, j (s+ ν)! = (M + ν)! δν+1, j ,

j = 1, M ; ν = 0, M − 1.

Удобнее записать эти соотношения в мат-
ричной форме:[

(i+ j) !

(M + i) !

]M−1
i, j=0

· [γM−i, j+1]
M−1
i, j=0 = E, (2.8)

где E — единичная матрица порядка M ×M .
Из (2.8) определим [γM−i,j+1]i,j=0,M−1. С

точки зрения вычислений удобнее находить
обратную матрицу [(i+ j)!]−1

i,j=0,M−1. Умно-
жим ее j-й столбец на (M + j − 1)!

(
j = 1,M

)
для окончательного вычисления матрицы γ.
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Подставим приближенное выражение
(2.7) в уравнение (2.6) и к обеим частям по-
лученного применим преобразование Лапла-
са. Пусть плотность ρ (β, t) преобразуется в
функцию R (β, p). Применение преобразова-
ния Лапласа (а фактически континуального
множества функционалов) позволяет перейти
к одномерному интегральному уравнению

1∫
0

R (β, p)
M∑
k=1

(k − 1) !
(
4a2
)k

pk
×

×
M∑
j=1

λM+jγkj

(λ+ r2)M+j
dβ = L[f ] (s, p).

Будем искать приближение функции
R (β, p) в виде

R (β, p) ≈
L∑
l=0

βlΦl (p) , 0 6 β 6 1, (2.9)

исходя из условия совпадения левой и пра-
вой частей (2.9) на системе функционалов

ϕ(s)→
1∫
0

ϕ(s)sµ ds, µ = 0, L:

L∑
l=0

Φl(p)
M∑
k=1

(k − 1) !(4a2)k

pk
×

×
M∑
j=1

λM+jγkjAljµ(s, λ) =

=

1∫
0

L[f ](s, p)sµ ds, µ = 0, L,

где

Aljµ (s, λ) =

1∫
0

1∫
0

βlsµ

(λ+ r2)M+j
dβ ds.

Интегралы Aljµ можно вычислить извест-
ными способами, а решение {Φl} полученной
системы уравнений подставить в (2.9). Струк-
тура приближенного выражения для функ-
ции R (β, p) такова, что обращение преобра-
зования Лапласа проводится в виде сверток
функции f (s, t) с элементарными функция-
ми.

5. Рассмотрим интегральное уравнение
Фредгольма 2-го рода

y (x) +

b∫
a

K (x, t) y (t) dt = f (x) . (2.10)

Применим к обеим частям (2.10) функци-
оналы Fα, α ∈ A, где A — некоторое множе-
ство индексов,

Fα[y] +

b∫
a

Fα[K (x, t)] (t) y (t) dt = Fα[f ],

α ∈ A.
Если мощность множества A недостаточ-

на для однозначного определения y (x) , то
можно искать приближенное выражение для
y (x) в виде

y∗ (x) =

∫
A

a (α) dΦ (x, α),

где a(α) — Φ-интегрируемая функция [3] для
каждой Φ (x, ·) при x ∈ [a, b]; Φ (x, α) — функ-
ция ограниченной вариации на множестве A
относительно переменной α при каждом x.
Заменяя в (2.10) функцию y (x) ее аппрокси-
мантой y∗ (x) и применяя функционалы Fα к
(2.10), получим

Fα[y∗] +

b∫
a

Fα[K (x, t)] (t) y∗ (t)dt = Fα[f ],

α ∈ A. (2.11)

Переход к уравнению (2.11) эквивалентен
переходу к системе линейных уравнений (в
случае конечного A) либо к некоторому пре-
образованию исходного уравнения.

По существу, в этом случае предлагаемый
подход эквивалентен методу Б. Г. Галеркина
[10]. В методе Б. Г. Галеркина предполагает-
ся, что конечное число функций Fα[K (x, t)]
составляет часть полной (в некотором функ-
циональном пространстве) системы функций.
Однако произвольная конечная система эле-
ментов банахова пространства со счетным ба-
зисом всегда дополняется до счетной полной
системы.

Рассмотрим интегральное уравнение

y (x) +
1

2π

2π∫
0

K (x, t) y (t) dt = f (x)
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и применим к нему систему функционалов
{Fν}|ν|6n−1

Fν [y] +
1

2π

2π∫
0

Fν [K (x, t)] (t) y (t) dt = Fν [f ].

Так как имеется конечное число функци-
оналов, то естественно искать решение в виде

yn (x) =
∑
|ν|6n−1

Cνϕν (x).

Можно показать, что для специальных си-
стем {ϕν}, функционалов Φ = {Fν}, таким
способом реализуются известные методы наи-
меньших квадратов, проекционные методы,
метод квадратур, метод итераций, метод Га-
леркина и др. [10].

До сих пор ничего не было сказано об
оценках погрешностей ‖y − yn‖. Пусть Z —
некоторый функциональный класс, f ∈ Z.
Найдем

µn (ϕν , Z) = sup
f∈Z
‖y − yn‖.

Эта величина характеризует целый класс
погрешностей (дает точную оценку сверху)
относительно фиксированной системы {ϕν} и
класса Z правых частей. Рассмотрим частный
случай, когда

K (x, t) = k (x− t) =
∞∑

m=−∞
kme

im(x−t),

где функция k (u) ∈ L[0, 2π] и предполагается,
что km 6= −1 ∀ m. Выберем

ϕν (x) =
∑
|r|6n−1

ϕνre
irx,

Fν : ψ → 1

2π

2π∫
0

ψ (x) qν (x) dx,

qν (x) =

∞∑
r=−∞

λrνe
−irx.

Пусть Λ = [λrν ]r,ν∈[−(n−1),n−1]. Предполо-
жим обратимость матрицы Λ и выберем ϕνr
так, чтобы

Λ−1 = [ϕνr (1 + kr)]ν,r∈[−(n−1),n−1].

Тогда после небольших преобразований
можно получить решение

y (x) ≈ yn (x) =

=
∑
|r|6n−1

 ∞∑
k=−∞

fk

 n−1∑
j=−(n−1)

λkjϕjr

eirx.
(2.12)

Это означает, что yn (x) представляет со-
бой линейное преобразование правой части
f (x).

Найдем µn для частного случая. Пусть

ϕν (x) = eiνx,

Fν : ψ → 1

2π

2π∫
0

ψ (x) e−iνx dx,

y (x) =

∞∑
ν=−∞

yνe
iνx,

(2.13)

f(x) =
∞∑

ν=−∞
fνe

iνx ∈ Z = W r =

= {f ∈ C[0, 2π] : f (r−1) ∈ ACп.в[0, 2π],

|f (r)x | 6 1 п.в.},

где ACп.в — класс почти всюду абсолютно
непрерывных функций.

Найдем интегральное представление ре-
шений y(x), yn(x). Из (2.12), (2.13) следует

yν =
fν

kν + 1
(|ν| < +∞);

cν =
fν

kν + 1
(|ν| 6 n− 1),

поэтому

y (x)− yn (x) =
∑
|ν|>n

fν
kν + 1

eiνx,

fν =
1

2π

2π∫
0

f (t) e−iνt dt.

(2.14)

Известно [11,12] интегральное представле-
ние функций f ∈W r. Воспользуемся приемом
из [11, 12] и применим к интегралу в (2.14) r
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раз формулу интегрирования по частям. По-
лучим

fν =
1

2π

(
− i
ν

)r 2π∫
0

f (r) (x) e−iνxdx (ν 6= 0) .

Привлекая, кроме того, формулы (2.13),
найдем

y (x)− yn (x) =
1

2π

2π∫
0

γ (t)Dr (x− t) dt,

γ (t) = f (r) (t) , |γ (t)| 6 1 п.в.,

где ядро

Dr (u) = (−i)r
∑
|ν|>n

eiνu

νr (kν + 1)
.

Положим

y (x, f) = y (x) , yn (x, f) = yn (x) ,

∆f (0) = y (0, f)− yn (0, f) =

=
1

2π

2π∫
0

γ (t)Dr (−t) dt.

Выберем функцию f0 (x) ∈W r так, чтобы

γf0 (x) ≡ f (r)0 (x) = signDr (−t) .

В этом случае

∆f0 (0) =
1

2π

2π∫
0

|Dr (−t)|dt =
1

2π
‖Dr‖L.

Однако для каждого f ∈ Z

|∆f (x)| 6 1

2π

2π∫
0

|γ(t)||Dr(x− t)| dt 6

6
1

2π

2π∫
0

|Dr (x− t)| dt =
1

2π
‖Dr‖L.

Следовательно,

µn (ϕν ,W
r) =

1

2π
‖Dr‖L,

а «наихудшая» правая часть, когда погреш-
ность ‖y − yn‖c[0,2π] является максимальной,
такова:

f0(x) =
1

2π

2π∫
0

[
f0

k0 + 1
+

+(−i)r
∑
|ν|>1

1

νr(kν + 1)
eiν(x−t)

]
signDr(−t) dt.

Замечание. Оценку погрешности иногда
можно улучшить, если усложнить выбор
идентифицирующих функционалов, напри-
мер, положить

Fν : ψ(x)→ 1

2π

2π∫
0

ψ(x)Tν(x) dx,

deg Tν 6 n− 1.

В этом случае вместо ‖Dr‖L появляется
‖Dr (t)− T (t)‖L с некоторым тригонометри-
ческим многочленом T (t) порядка не выше
n− 1. Поэтому

inf
{Tν}

µn(ϕν ,W
r) =

=
1

2π
inf

T,deg T6n−1
‖Dr(t)− T (t)‖L =

=
1

2π
En(Dr)L,

где En (Dr)L есть значение наименьшего
уклонения ядраDr от подпространства триго-
нометрических многочленов порядка не выше
n − 1 в метрике L[0, 2π]. Для многих классов
ядер Dr известны условия [4,5,12], когда уда-
ется вычислить En(Dr)L.

Практически во всех известных случаях

En (Dr)L =
1

2π

2π∫
0

Dr (t) sign[sin (nt+ α)] dt

при некотором 0 6 α < π.
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