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A METHOD OF POINT POTENTIALS FOR LAPLACE EQUATION
Drobotenko M. I., Ignatiev D.V.

In recent years many works have been devoted to non-grid methods of solving boundary-value prob-
lems. In this work, a method of point potentials is used to solve boundary-value problems with mixed
boundary conditions. A new variant of the method is offered, which provides convergence of the approx-
imate solution in the W 1

2 space.

В последнее время проявляется большой
интерес к несеточным методам решения кра-
евых задач. Метод, который, следуя [1, 2], бу-
дем называть методом точечных потенциалов
(МТП), был предложен для уравнения Лапла-
са в работах В.Д. Купрадзе и М.А. Алексид-
зе [3, 4]. В [1, 2] доказана сходимость МТП в
пространстве L2 для краевых задач Дирих-
ле и Неймана, численной реализации посвя-
щены работы [5–9]. В настоящей работе МТП
распространяется на задачи со смешанны-
ми граничными условиями. Предложен вари-
ант метода, обеспечивающий сходимость при-
ближённого решения в W 1

2 .

1. Обозначения и вспомогательные
сведения

Пусть Ω ⊂ Rm — ограниченная область
с кусочно-гладкой границей S, ν — внешняя
нормаль к S, Ω+ = Ω \ Ω. Пусть множество
X = {xi}∞i=1, xi ∈ Ω+, удовлетворяет усло-
вию единственности для гармонических в Ω+

функций (то есть для любой гармонической в
Ω+ функции u из u(xi) = 0, i = 1,∞, следует
u(x) = 0, x ∈ Ω+).

Пусть ϕ(x, y) = ln
1

|x− y|
при m = 2 и

ϕ(x, y) =
1

|x− y|
при m = 3.

ϕi(y) = ϕ(xi, y), y ∈ Ω,

βi(y) =
∂

∂ν
ϕi(y), y ∈ S, i = 1,∞,

Lc2(S) =
{
u ∈ L2(S), (u, 1)L2(S) = 0

}
,

тогда справедлива
Лемма [1, 2]. Множество {βi}∞i=1 полно в
Lc2(S).

2. Обоснование МТП для краевых
задач со смешанными граничными

условиями

Пусть u ∈W 1
2 (Ω), ∆u = 0 в Ω, g0(y) = u(y),

g1(y) = ∂
∂νu(y), y ∈ S, g0, g1 ∈ L2(S).

Теорема. Имеет место сходимость

inf
{cni }ni=0


∥∥∥∥∥g0 − cn0 −

n∑
i=1

cni ϕi

∥∥∥∥∥
2

L2(S)

+

+

∥∥∥∥∥g1 −
n∑
i=1

cni
∂ϕi
∂ν

∥∥∥∥∥
2

L2(S)

→ 0
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при n→∞.
Доказательство. Так как ∆u = 0, то

g1 ∈ Lc2(S), поэтому из приведённой леммы
следует, что для любого n ∈ N существует та-
кой набор {cni }ni=1, что∥∥∥g1 −

n∑
i=1

cni βi

∥∥∥
L2(S)

→ 0 (2.1)

при n→∞. Обозначим

g1
n(y) =

n∑
i=1

cni βi(y), y ∈ S,

тогда (2.1) означает, что g1
n → g1 в L2(S) при

n→ 0.
Обозначим

cn0 =

=

(∫
S
g0 ds−

∫
S

n∑
i=1

cni ϕi(y) ds

)
/|S|, (2.2)

un(y) = cn0 +
n∑
i=1

cni ϕi(y), y ∈ Ω, (2.3)

тогда vn = u− un удовлетворяет равенствам

∆vn = 0 в Ω,

∂

∂ν
vn = g1 − g1

n на S.
(2.4)

Из равенств (2.2),(2.3) следует равенство∫
S
un ds =

∫
S
g0 ds,

поэтому∫
S
vn ds =

∫
S
u ds−

∫
S
un ds = 0,

то есть vn ∈ Lc2(S). Рассмотрим задачу

∆w = 0 в Ω,

∂

∂ν
w = vn на S.

Так как vn ∈ Lc2(S), то эта задача имеет ре-
шение, причём единственное с точностью до
константы. Выберем эту константу так, чтобы
w(M) = 0, где M — некоторая точка границы
S. Тогда для любой точки y ∈ S получаем

w(y) = w(M) +

∫ y

M
(∇w, l)dl,

l ∈ Ω, поэтому

w2(y) =

(∫ y

M
(∇w, l)dl

)2

6

6 k1

∫ y

M
(∇w, l)2dl,

откуда

‖w‖L2(S) 6 k2

(∫
Ω

(∇w,∇w)dx

)1/2

.

Оценим сверху правую часть полученного
неравенства. Заметим, что∫

Ω
(∇w,∇w)dx =

=

∫
S
w
∂w

∂ν
ds−

∫
Ω
w∆w dx =

=

∫
S
w
∂w

∂ν
ds =

∫
S
wvn ds 6

6 ‖w‖L2(S)‖vn‖L2(S) 6

6 k2

(∫
Ω

(∇w,∇w)dx

)1/2

‖vn‖L2(S),

поэтому(∫
Ω

(∇w,∇w)dx

)1/2

6 k2‖vn‖L2(S),

откуда следует окончательное неравенство

‖w‖L2(S) 6 k3‖vn‖L2(S).

Теперь с учётом (2.4) получаем∫
S
vnvnds =

∫
S
vn
∂w

∂ν
ds =

=

∫
Ω

(vn∆w −∆vnw)dy +

∫
S
w
∂vn
∂ν

ds =

=

∫
S
w
∂vn
∂ν

ds =

∫
S
w
(
g1 − g1

n

)
ds 6

6 ‖w‖L2(S)‖g1 − g1
n‖L2(S) 6

6 k3‖vn‖L2(S)‖g1 − g1
n‖L2(S),

отсюда

‖g0 − un‖L2(S) = ‖vn‖L2(S) 6

6 k3‖g1 − g1
n‖L2(S) → 0 (2.5)

при n → ∞. Таким образом, функция un,
определяемая равенством (2.3) с коэффициен-
тами {cni }ni=1 и cn0 , удовлетворяющими (2.1) и
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Рис. 1. Область канала

(2.2), является гармонической и имеет место
сходимость

‖u− un‖L2(S) +

∥∥∥∥∂u∂ν − ∂un
∂ν

∥∥∥∥
L2(S)

→ 0

при n→∞, из чего следует утверждение тео-
ремы.

Пусть теперь S = S1
⋃
S2, S1

⋂
S2 = φ.

Рассмотрим краевую задачу

∆u = 0 в Ω, (2.6)

u = g0 на S1,

∂

∂ν
u = g1 на S2.

Согласно МТП приближённое решение un
задачи (2.6) будем искать в виде (2.3). Из до-
казанной теоремы следует, что

inf
{cni }ni=0


∥∥∥∥∥g0 − cn0 −

n∑
i=1

cni ϕi

∥∥∥∥∥
2

L2(S1)

+

+

∥∥∥∥∥g1 −
n∑
i=1

cni
∂ϕi
∂ν

∥∥∥∥∥
2

L2(S2)

→ 0

при n → ∞, тогда ‖u − un‖L2(Ω) → 0 при
n → ∞, что позволяет применять МТП для
задач со смешанными граничными условиями.

3. МТП в пространстве W 1
2 (Ω)

Так как

‖u− un‖L2(Ω) 6 k4‖u− un‖L2(S),

то из (2.5) следует

‖u− un‖L2(Ω) 6 k3k4‖g1 − g1
n‖L2(S). (3.1)

Из (2.4) следует, что∫
Ω

(
∇(u− un),∇(u− un)

)
ds =

=

∫
Ω

(∇vn,∇vn)ds 6

6 k5‖g1 − g1
n‖L2(S). (3.2)

Объединяя (3.1) и (3.2), получаем

‖u− un‖W 1
2 (Ω) 6 k6‖g1 − g1

n‖L2(S) → 0,

n→∞. Следовательно,∫
S

(
∇(u− un),∇(u− un)

)
ds→ 0,

поэтому∫
S

(
∇(u− un), τ

)2
ds =

=

∫
S

(
∇(u− un),∇(u− un)

)
ds−

−
∫
S

(
∇(u− un), ν

)2
ds→ 0

при n→∞. Здесь τ(y) = (τ1(y), . . . , τm−1(y)) —
ортогональный базис в касательной плоско-
сти, (∇v, τ)2 = (∇v, τ1)2 + · · · + (∇v, τm−1)2.
Таким образом, имеет место сходимость

inf
{cni }ni=0


∥∥∥∥∥g0 − cn0 −

n∑
i=1

cni ϕi

∥∥∥∥∥
2

L2(S1)

+

+

∫
S1

(
∇
(
g0 −

n∑
i=1

cni ϕi

)
, τ

)2

ds+

+

∥∥∥∥∥g1 −
n∑
i=1

cni
∂ϕi
∂ν

∥∥∥∥∥
2

L2(S2)

→ 0

при n→∞.
Полученное приближённое решение крае-

вой задачи (2.6) будет сходиться в простран-
стве W 1

2 (Ω).
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Рис. 2. ∇u1n(1, x2) при n = 144 Рис. 3. ∇u2n(1, x2) при n = 144

4. Результаты решения модельных
задач

Рассматривается задача о течении иде-
альной жидкости в канале (рис. 1). Часть
границы S1 имеет вид: S1 = S10 + S11,
S10 = {(x1, x2) ∈ S : x1 = 0}, S11 = {(x1, x2) ∈
∈ S : x1 = 1}. Примем g0 = 0 на S10,
g0 = −1000 на S11, g1 = 0. Обозначим через
u1
n и u2

n приближённые решения задачи (2.6)
в пространствах L2 и W 1

2 . Приближённое ре-
шение u1

n имеет вид (2.3) с коэффициентами
c1 = {c1

i }ni=0, доставляющими минимум функ-
ционалу F1(c); u2

n — вид (2.3) с коэффициен-
тами c2 = {c2

i }ni=0, доставляющими минимум
функционалу F2(c). Здесь

F1(c) =

∥∥∥∥∥g0 − cn0 −
n∑
i=1

cni ϕi

∥∥∥∥∥
2

L2(S1)

+

+

∥∥∥∥∥g1 −
n∑
i=1

cni
∂ϕi
∂ν

∥∥∥∥∥
2

L2(S2)

,

F2(c) =

∥∥∥∥∥g0 − cn0 −
n∑
i=1

cni ϕi

∥∥∥∥∥
2

L2(S1)

+

+

∫
S1

(
∇(g0 −

n∑
i=1

cni ϕi), τ

)2

ds+

+

∥∥∥∥∥g1 −
n∑
i=1

cni
∂ϕi
∂ν

∥∥∥∥∥
2

L2(S2)

.

Для отыскания коэффициентов c1 и c2 ре-
шались следующие задачи:

∂F1(c)

∂ci
= 0, i = 0, n

и
∂F2(c)

∂ci
= 0, i = 0, n.

На рис. 2 и 3 изображены векторы гра-
диентов приближённых решений u1 и u2 на
S11 при n = 144. Для оценки качества при-
ближённых решений рассматривались вели-
чины ∆1 = F1(c1) и ∆2 = F1(c2), которые ха-
рактеризуют отклонение граничных значений
приближённого решения от заданных гранич-
ных значений.

Заметим, что на S1 точное решение u
рассматриваемой задачи удовлетворяет равен-
ству

∂u

∂x2
= 0.

Поэтому для оценки качества приближения
градиента решения использовались величины

δk =

∥∥∥∥∂ukn∂x2

∥∥∥∥
L2(S1)

, k = 1, 2.

Результаты расчётов для различных n приве-
дены в таблице.

n ∆1 ∆2 δ1 δ2

48 0,4134 0,4172 0,1050 0,0011
144 0,1589 0,1610 0,0442 0,0002
288 0,0452 0,1129 0,0303 1 · 10−5

336 0,0252 0,0936 0,0304 7 · 10−6

Из таблицы видно, что величина δ1 не убы-
вает с ростом n, следовательно, ∇u1

n плохо
приближает ∇u в Ω.
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