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STUDY OF PHYSICAL PROPERTIES
OF INTELLECTUALLY CONTROLLED MATERIALS AND NANOMATERIALS

V.A. Babeshko, O.V. Evdokimova, S.M. Evdokimov
Factorization methods, developed to solve boundary-value problems, which are generated by the

systems of differential equations in partial derivatives, are applied to study a number of materials
with definite physical properties. On the basis of the developed solutions, the conditions have been
determined, under which physical properties of materials are characterized by the ability to radiate
waves with the given wave number at a rather large distance.

Методы факторизации, развитые в [1, 2]
для исследования краевых задач, порождае-
мых системами дифференциальных уравне-
ний в частных производных, применяются
для изучения ряда материалов. Рассматри-
ваются материалы, имеющие активные ком-
поненты, обладающие определенными физи-
ческими свойствами, в частности, при опре-
деленных внешних воздействиях они способ-
ны излучать волны в некоторых спектрах
частот. В работе не делается никаких огра-
ничений на тип возбуждаемых волн — это
могут быть электромагнитные, акустические,
магнитостатические, тепловые, световые или
волны любой другой природы. Предполагает-
ся, что среда, в которой находится матери-
ал, способна нести информацию о несколь-
ких свойствах материала и его компонентов.
Требуется, чтобы поведение волновых полей
в средах описывалось бы дифференциаль-
ными уравнениями в частных производных,
имеющих постоянные коэффициенты. Урав-
нения могут быть связными, конечного по-
рядка, эллиптического типа. Будем считать,
что среда, в которой расположен матери-
ал, — неограниченная, трехмерная, однород-
ная. Компоненты материала являются трех-
мерными объектами, в отличие от молекуляр-
ных, точечных, не имеющих измерений моде-
лей. Число компонент составляет некоторую
совокупность. Ставится проблема исследова-
ния свойств и параметров компонент, входя-

щих в состав материала, на предмет проявле-
ния материалом такого строения вполне опре-
деленных физических свойств, например, из-
лучения им лишь определенного спектра ча-
стот и в определенных направлениях. Нетруд-
но видеть, что задача имеет и другую, экви-
валентную постановку —  материал с пассив-
ными компонентами, способными отражать 
лишь волны определенного спектра, подвер-
гается внешнему облучению. Ставится зада-
ча управления свойствами такого материала. 
В частности, это могут быть материалы, ис-
пользуемые для изготовления одежды.

Сформулированная таким образом зада-
ча имеет различные варианты при ее мате-
матической постановке. Рассмотрим простей-
ший вариант, предпологая, что все компонен-
ты своими поверхностями излучают волны 
одного спектра, отражаемые без поглощения 
соседними компонентами или уходящими на 
бесконечность.

Тогда указанная задача сводится к ис-
следованию краевой задачи в неограничен-
ном трехмерном пространстве, ставшем мно-
госвязной областью ввиду исключения из 
него областей, занятых компонентами мате-
риала.

Будем считать, что в трехмерном про-
странстве протекают процессы, описываемые 
M функциями, удовлетворяющими системам 
линейных дифференциальных уравнений вто-
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рого порядка в частных производных с посто-
янными коэффициентами.

1. Рассматривается неограниченная мно-
госвязная область Ω с составной, грани-
цей Γ, которая образуется в трехмерном
пространстве после исключения ограничен-
ных с гладкими границами Γn областей Ωn,
n = 1, 2, . . . , N .

Таким образом,

Γ = ∪Γn, n = 1, 2, . . . , N.

В соответствии с постановкой задачи все
Γn не пересекаются. Будем считать, что каса-
ние также отсутствует.

Предполагая, что функции ϕn,
n = 1, 2, . . . , M несут информацию о свой-
ствах материала и его компонентов, поставим
в указанной области краевую задачу для си-
стемы дифференциальных уравнений в част-
ных производных с постоянными коэффи-
циентами, исследовавшуюся в более общей
постановке в [1]:

Q(∂xn, ∂xk)ϕ = 0, x ∈ Ω(R3), (1)

R(∂xk)ϕ = f , x ∈ Γ = ∂Ω. (2)

Оператор Q представим матрицей вида

Q(∂xn, ∂xk) = ‖amrnk∂xn∂xk+bmrk∂xk+cmr‖.

Здесь приняты обозначения (суммирова-
ние по повторяющимся индексам):

amrnkfnfk =
3∑

n=1

3∑
k=1

amrnkfnfk,

R(∂xk) = ‖hmrk∂xk + pmr‖,

∂x = ∂/∂x, hmrk = hmrk(Γ),

ϕ = {ϕr}, r = 1, 2, . . . ,M, m = 1, 2, . . . ,M,

f = {fr}, ϕ(x) = ϕ(x1, x2, x3),

Q(α) ≡ −Q(−iαn,−iαk), n, k = 1, 2, 3,

Q = detQ(α).

Для вещественных αk det ‖amrnkαnαk‖ 6= 0.
Предполагается, что граничные усло-

вия удовлетворяют условию дополнительно-
сти для эллиптических систем [3].

Для применения в случае неограничен-
ной области изложенного в [1, 2] подхода, ос-
нованного на использовании геометрии мно-
гообразий, необходимо неограниченную об-
ласть компактифицировать. Это достигается
известными приемами. Применимы либо го-
меоморфизм трехмерного пространства трех-
мерной сферы с присоединенной бесконеч-
но удаленной точкой, в результате которого
неограниченная область отображается в огра-
ниченную, либо введением окрестности беско-
нечно удаленной точки. Для прикладных це-
лей предпочтительнее второй вариант, поэто-
му считаем, что вводится окрестность беско-
нечно удаленной точки, описываемая внеш-
ностями сфер, радиусы которых стремятся
к бесконечности. В случае первого типа об-
ластей бесконечно удаленная точка является
внутренней, в случае второго — граничной.

При сделанных построениях, вводя топо-
логию, порождаемую евклидовым простран-
ством, будем рассматривать область как ори-
ентированную цепь с ориентированной грани-
цей.

Краевая задача исследуется в простран-
ствах медленно растущих обобщенных функ-
цийHs(Ω) (содержащих также классические),
вводимых нормами:

‖ϕ‖2s =
∑
‖ϕr‖2s,

‖ϕr‖2s =

∞∫∫∫
−∞

|Fϕr|2(1 + |α|)2s dα,

r = 1, 2, . . . ,M,

|α|2 = α2
1 + α2

2 + α2
3, dα = dα1 dα2 dα3,

dx = dx1 dx2 dx3,

Fϕr =

∞∫∫∫
−∞

ϕr(x)ei〈α,x〉 dx,

ϕr =
1

(2π)3

∞∫∫∫
−∞

Fϕre
−i〈α,x〉 dα,

〈α,x〉 = α1x1 + α2x2 + α3x3,

f ∈ Hλ(Γ), λ > s+ 0, 5.

Для исследования краевой задачи по ана-
логии с [1] вводится векторная внешняя фор-
ма ω(α,x), компоненты которой ωm имеют
вид
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ωm(α,x) = Rmdx1Λdx2+

+Qmdx1Λdx3 + Pmdx2Λdx3,

Pm =
∑
r

ei<α,x>
[
amr11(∂x1ϕr−

− iα1ϕr)− amr12iα2ϕr+

+ amr13∂x3ϕr + bmr1ϕr

]
,

Qm = −
∑
r

ei<α,x>
[
amr22(∂x2ϕr−

− iα2ϕr)− amr23iα3ϕr+

+ amr12∂x1ϕr + bmr2ϕr

]
,

Rm =
∑
r

ei<α,x>
[
am33(∂x3ϕr−

− iα3ϕr)− amr13iα1ϕr−

− amr23iα2ϕr + bmr3ϕr

]
.

(3)

2. Вводя топологию, порождаемую ев-
клидовым пространством, будем рассматри-
вать область Ω как ориентированную цепь
с границей, ориентация которой индуцирует-
ся ориентацией области [4]. Остановимся на
случае установившихся гармонических коле-
баний неограниченной среды. Известно, что
в этом случае для обеспечения единствен-
ности решение должно удовлетворять в той
или иной форме условию излучения Зоммер-
фельда, требующего выполнения предельно-
го дифференциального соотношения на бес-
конечности; принципу предельного поглоще-
ния Игнатовского, состоящего в переходе к
системе без поглощения через систему с ис-
кусственным внутренним трением; принципу
предельной амплитуды, требующего рассмот-
рения установившихся колебаний как пре-
дельного во времени решения задачи Коши;
условию излучения энергии Мандельштама.
На примере динамических смешанных задач
для неоднородной полосы детальный анализ
всех этих условий выполнил И.И. Ворович
[5–7]. Им установлено, что при всех аномаль-
ных ситуациях, связанных с физикой распро-
странения волн в сложных средах и областях,
остаются эквивалентными принципы Игна-
товского и Мандельштама. Вследствие это-
го применение метода факторизации позволя-
ет осуществить отбор единственных решений
предельно просто, подобно одномерному слу-
чаю. Действительно, в этом случае нули опре-
делителя Q(α) обнаруживаются также и на
вещественной оси [4]. Произведя разделение

этих нулей по принадлежности к верхней по-
луплоскости α+

3k, если

Reα+
3K > 0, Imα+

3K > 0,

−∞ 6 α1, α2 6∞,

и к нижней для α−3k, если

Reα−3K 6 0, Imα−3K 6 0,

и используя формулы (8), (9) из работы
[2], автоматически удовлетворяем требуемым
условиям излучения. В случае многозначных
функций необходим при вычислении нулей
дисперсионного (характеристического) урав-
нения выбор нужных ветвей.

Используя теорему Стокса в области Ω и
допуская, что вектор-функция ϕ обращает в
тождество систему дифференциальных урав-
нений 1, приходим к выражению вида

ϕ(x) =
1

8π3

∫
σ

∫∫
Q−1(α)D(α)×

×
∫∫
Γ

e−i〈α,x〉ω(α, ξ) dα1Λ dα2Λdα3,

Q−1(α) = Q−1(α)D(α),

D(α) = D(α1, α2, α3),

ω(α, ξ) = ω(α1, α2, α3, ξ), ξ = {ξ1, ξ2, ξ3}.

Напомним, что, как и в [2], внешняя фор-
ма содержит и соотношения, описывающие
заданные граничные условия, и нуждающи-
еся в определении функции или их нормаль-
ные производные со значениями на границе.
В том случае, если комбинация производных
и функций в граничных условиях (2) не сов-
падает с естественными, входящими в (3), то
производится их формирование в (3) путем
прибавления и вычитания необходимых чле-
нов до получения левых частей (2) без изме-
нения значения ω. Не повторяя построения,
выполненные теми же рассуждениями, что и
в [2], вводя новые координаты, строим группу
уравнений:

α = α(γ), γ = {γ1, γ2, γ3},

ξ = ξ(η), η = {η1, η2, η3};
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∫∫
Γ

D0
k(γ1, γ2, γ

+
3r){e

i<α(γ), ξ(η)>+}+k ×

×ω0(γ1, γ2, γ
+
3r,η) = 0,

r = 1, 2, . . . ,M, k = 0, 1, 2, . . . ,

γ3 = γ+
3r(γ1, γ2), Im γ+

3r(γ1, γ2) > 0.

(4)

D0
2k(γ1, γ2,γ3) =

= D0(γ1, γ2, γ3)Q0(γ1, γ2,−γ3)+

+ D0(γ1, γ2,−γ3)Q0(γ1, γ2, γ3),

D0
2k+1(γ1,γ2, γ3) =

= D0(γ1, γ2, γ3)Q0(γ1, γ2,−γ3)−
−D0(γ1, γ2,−γ3)Q0(γ1, γ2, γ3).

γ3 = γ±3r(γ1, γ2) — нулевые множества
функции Q0(γ1, γ2,±γ3) в новых координа-
тах.

Здесь в соответствии с техникой примене-
ния обобщенной факторизации [1]:

{
ei〈α(γ),ξ(η)〉

}+

k
=

=

 1

2πi

∞+io∫
−∞+io

ei〈α(γ), ξ(η)〉

γ3 − γ+
3

dγ3


k

,

Im γ+
3 > 0. (5)

Соотношение (9) из работы [2] в зависи-
мости от представления группы преобразова-
ний пространства, диктуемого геометрией ло-
кальной зоны границы Γ2 области Ω, порож-
дает специальные функции, являющиеся ком-
понентами представления группы. Нижний
индекс означает номер удерживаемой после
факторизации компоненты вектора представ-
ления выбранной группы преобразований.
Например, в случае групп вращения сферы в
трехмерном пространстве α1 = γ3 sin γ1 cos γ2,
α2 = γ3 sin γ1 sin γ2, α3 = γ3 cos γ1 возникают
функции Бесселя полуцелого индекса и сфе-
рические функции.

Таким образом, системы интегральных
уравнений (4), (5) приводятся к системе ин-
тегральных уравнений вида

(I + A)g = Bf . (6)

Вектор-функция g ищется в тех же про-
странствах, что и в работе [2].

В соответствии со сказанным количество
независимых уравнений в (6) может быть рав-
но, меньше или больше числа неизвестных.

Система двумерных интегральных урав-
нений (6) допускает дискретизацию и прием-
лема для численного решения.

Основываясь на полученных результатах,
доказывается

Теорема. Пусть геометрические формы,
положения в пространстве и смещения по-
верхностей компонент, входящих в состав
материала обеспечивают удовлетворение со-
отношений (4) для всех γ3 = γ+

3r(γ1, γ2), кро-
ме γ3 = γ+

3S(γ1, γ2). Тогда физические свой-
ства материала характеризуются способно-
стью излучать на достаточные расстояния
только волны с волновым числом γ+

3S(γ1, γ2).
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