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ДИНАМИЧЕСКАЯ ТЕОРИЯ МИКРОПОЛЯРНЫХ УПРУГИХ ТОНКИХ
ПЛАСТИН
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DYNAMIC THEORY OF MICROPOLAR ELASTIC THIN PLATES
Atoyan A.A., Sargsyan S.O.

The system of dynamic equations of the asymmetric theory of elasticity with independent fields
of displacement and rotation in three-dimensional area of thin plates is considered. On the basis of
the asymptotic method of the integration of singular disturbance systems of differential equations the
internal iteration process and the boundary layer of the plate have been constructed according to
the asymmetric theory of elasticity. For the first asymptotic approximations the defining equations
and corresponding boundary and initial conditions of the applied two-dimensional dynamic theory of
bending and generalized stress state of micropolar elastic thin plates have been given.

Введение

Изучение динамических процессов в твер-
дых телах с микроструктурой является весь-
ма эффективным средством изучения про-
блем сейсмологии и геологии, исследова-
ния напряженно-деформированного состоя-
ния, структуры и свойств современных мате-
риалов.

Для описания упругих тел с микро-
структурой служит микрополярная момент-
ная несимметричная теория упругости [1–5].

В данной работе излагается асимптоти-
ческая динамическая теория микрополярных
упругих тонких пластин (теория изгиба и тео-
рия обобщенного плоского напряженного со-
стояния) на основе асимптотического метода
интегрирования уравнений пространственной
динамической задачи несимметричной теории
упругости (НТУ) с независимыми полями пе-
ремещений и вращений.

1. Пространственная динамическая
теория микрополярного упругого

тела

Рассмотрим упругую изотропную пласти-
ну постоянной толщины 2h. Будем исходить

из основных уравнений пространственной ди-
намической задачи НТУ с независимыми по-
лями перемещений и вращений [2].

Запишем уравнения движения

σji,j = ρ
∂2ui
∂t2

, µji,j + эijkσjk = J
∂2ωi
∂t2

, (1.1)

физические соотношения
σji = (µ+ α)γji+

+ (µ− α)γij + λγkkδij ,

µji = (γ + ε)χji+

+ (γ − ε)χij + βχkkδij ,

(1.2)

геометрические соотношения

γij = uj,i − эkijωk, χij = ωj,i, (1.3)

где σij , µij — компоненты силового и момент-
ного тензоров напряжений; γij , χij — компо-
ненты несимметричного тензора деформаций
и тензора изгиба-кручения; u — вектор пере-
мещения; ω — вектор независимого поворота
точек пластины; λ, µ, α, β, γ, ε — упругие
константы материала пластины; эkij — симво-
лы Леви–Чивита; запятой в индексах обозна-
чается дифференцирование по соответствую-
щей независимой переменной; i, j = 1, 2, 3.
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Граничные условия на плоскостях
x3 = ±h пластины

σ3i = p±i , µ3i = m±i , i = 1, 2, 3, (1.4)

где p±i , m
±
i — заданные компоненты векто-

ров усилий и моментов на лицевых плоско-
стях пластины.

Граничные условия на боковой цилиндри-
ческой поверхности (

∑
=
∑

1 ∪
∑

2) σjinj = p∗i, µjinj = m∗i на
∑

1
,

u = u∗, ω = ω∗ на
∑

2
,

(1.5)

где p∗i, m∗i — заданные компоненты векторов
усилий и моментов; u∗, ω∗ — заданные векто-
ры перемещений и независимого поворота.

Начальные условия при t = 0 задают-
ся для векторов перемещений, поступатель-
ной скорости, независимого поворота и угло-
вой скорости.

Решение поставленной задачи (1.1)–(1.5)
складывается из суммы решений задачи обоб-
щенного плоского напряженного состояния
пластины (симметричной по x3) и задачи из-
гиба пластины (обратно-симметричной по x3).
В симметричной задаче четными по x3 вели-
чинами будут σ11, σ22, σ33, σ12, σ21, µ13, µ23,
µ31, µ32, u1, u2, ω3, нечетными — σ31, σ13, σ32,
σ23, µ11, µ22, µ33, µ12, µ21, ω1, ω2, u3; в обратно-
симметричной задаче — наоборот.

Предполагается, что толщина пластины
мала по сравнению с характерным ее раз-
мером a в срединной плоскости (2h � a,
δ = h/a � 1). Поэтому метод, излагаемый
в данной работе, относится к категории мето-
дов сингулярных возмущений [6–10]. В основу
рассуждений положим свойство напряженно-
деформированного состояния (НДС), выра-
жаемое структурной формулой

(НДС)полн = (НДС)вн + (НДС)кр. (1.6)

В этом равенстве нижними индексами от-
мечены по НТУ полное, внутреннее (прони-
кающее) и краевое НДС пластины. Предпо-
лагается, что краевое НДС пластины име-
ет квазистатический характер, следователь-
но, оно возникает вблизи боковой цилиндри-
ческой поверхности пластины

∑
и быстро

(экспоненциально) затухает при удалении от
нее в глубь пластины. Что касается внутрен-
него НДС, то оно в каждом приближении бу-
дет описываться двумерными динамическими
дифференциальными уравнениями (по пере-
менным x1 и x2 и времени t).

При этом основным будет вопрос о при-
ближенных методах расчета НДСвн и НДСкр
пластины по НТУ. Оба метода строятся на
базе асимптотического интегрирования трех-
мерных линейных уравнений (1.1)–(1.3) с
учетом соответствующих граничных условий
(1.4), (1.5) и заданных начальных условий.

Переходя в (1.1)–(1.3) к безразмерным ве-
личинам

x1 = aξ, x2 = aη,

x3 = hζ, t = t0τ,
(1.7)

где t0 = δω
h

C0
, C0 =

√
E

ρ
, вместо уравнений

(1.1)–(1.3) получим сингулярно-возмущенную
систему дифференциальных уравнений с ма-
лым параметром δ.

Решение внутренней задачи представим в
виде асимптотического разложения

Qвн = δ−q
S∑
s=0

δsQ(s), (1.8)

где Q — любое из напряжений (силовых и мо-
ментных), перемещений и поворотов.

Натуральное число q определяется из
условия получения непротиворечивой рекур-
рентной системы уравнений (после подстанов-
ки (1.8) в систему уравнений (1.1)–(1.3) с уче-
том (1.7) и приравнивания в каждом уравне-
нии к нулю коэффициентов при всех степе-
нях δ.

В результате получим для обратно-
симметричной по x3 задачи

q = 1 для σ13, σ31, σ23, σ32, u3,
µ11, µ22, µ33, µ12, µ21, ω1, ω2,

q = 0 для σ11, σ22, σ33, σ12, σ21,
µ13, µ31, µ23, µ32, u1, u2, ω3,

ω = −1;

(1.9)

для симметричной по x3 задачи

q = 2 для σ11, σ22, σ12, σ21,
µ13, µ31, µ23, µ32, u1, u2, ω3,

q = 1 для σ13, σ31, σ23, σ32, u3,
µ11, µ22, µ33, µ12, µ21, ω1, ω2,

q = 0 для σ33,
ω = −1.

(1.10)
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2. Построение динамической
двумерной прикладной теории

пластины по НТУ

Так как полученная в асимптотических
приближениях система уравнений НТУ до-
пускает интегрирование по переменной ζ, то
НДСвн изменяется по толщине пластины по
довольно простому закону.

Остается выяснить роль переменных ξ, η,
задающих положение точки на срединной
плоскости пластины.

Здесь целесообразно рассматривать вме-
сто силовых и моментных напряжений стати-
чески им эквивалентные усилия, моменты и
гипермоменты.

Для задачи изгиба пластины по НТУ вве-
дем моменты Lij , Mij (ij : 11, 22, 33, 12, 21),
усилия Nmn и гипермоменты Λmn
(mn : 13, 31, 23, 32) [11]:

Nmn =

h∫
−h

σmndx3, Lij =

h∫
−h

µijdx3,

Mij =

h∫
−h

σijx3dx3, Λmn =

h∫
−h

µmnx3dx3.

Для расчета НДСвн асимптотического
приближения имеем:
уравнения движения

∂N
(s)
13

∂x1
+
∂N

(s)
23

∂x2
= ρ

∂2W (s)

∂t2
−
(
s
p
+

3 +
s
p
−
3

)
,

∂L
(s)
11

∂x1
+
∂L

(s)
21

∂x2
+N

(s)
23 −N

(s)
32 =

= J
∂2O

(s)
1

∂t2
−
(
s
m

+

1 +
s
m
−
1

)
, (2.1)

∂L
(s)
12

∂x1
+
∂L

(s)
22

∂x2
+N

(s)
31 −N

(s)
13 =

= J
∂2O

(s)
2

∂t2
−
(
s
m

+

2 +
s
m
−
2

)
;

соотношения упругости

2m
N

(s)

13 =
2h2m+1

2m+ 1

[
(µ+ α)

2m
Γ

(s)

13 +

+ (µ− α)
2m
Γ

(s)

31

]
(1� 3),

2m
N

(s)

23 =
2h2m+1

2m+ 1

[
(µ+ α)

2m
Γ

(s)

23 +

+ (µ− α)
2m
Γ

(s)

32

]
(2� 3),

2m
L

(s)

11 =
2h2m+1

2m+ 1

[
(2γ + β)

2m
k

(s)

11 +

+ β(
2m
k

(s)

22 +
2m
k

(s)

33 )

]
(2.2)

(11→ 22→ 33 круг. перест. индексов) ,

2m
L

(s)

12 =
2h2m+1

2m+ 1

[
(γ + ε)

2m
k

(s)

12 +

+ (γ − ε)
2m
k

(s)

21

]
(1� 2);

геометрические соотношения

2m
Γ

(s)

13 =
∂
2m
W

(s)

∂x1
+

2m
O

(s)

2 ,

2m
Γ

(s)

23 =
∂
2m
W

(s)

∂x2
−

2m
O

(s)

1 ,

2m
k

(s)

11 =
∂
2m
O

(s)

1

∂x1
(1� 2),

2m
k

(s)

12 =
∂
2m
O

(s)

2

∂x1
(1� 2),

(2.3)

где

2m
W

(s)

=
2m+ 1

4mh2m+1

[
(2µ′ + λ′)

2m−1
M

(s−2)

33 +

+ λ′

(
2m−1
M

(s−2)

11 +
2m−1
M

(s−2)

22

)]
,

2m
O

(s)

1 =
2m+ 1

4mh2m+1

[
(γ′ + ε′)

2m−1
Λ

(s−2)

31 +

+ (γ′ − ε′)
2m−1

Λ
(s−2)

13

]
,
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2m
O

(s)

2 =
2m+ 1

4mh2m+1

[
(γ′ + ε′)

2m−1
Λ

(s−2)

32 +

+ (γ′ − ε′)
2m−1

Λ
(s−2)

23

]
,

m = 1, 2, . . . ,

[
s

2

]
, s > 2.

Следует принимать во внимание, что

P (s) =
[ s2 ]∑
m=0

2m
P

(s)

, где
[
s

2

]
обозначает целую

часть соответствующей величины. Кроме то-
го,

0
p
±

3 = p±3 ,
s
p
±
3 = 0 при s > 1,

0
m
±
1 = m±1 ,

s
m
±
1 = 0 при s > 1(1→ 2),

N
(0)
31 = h

(
p+1 − p

−
1

)
, N

(1)
31 = 0(1→ 2),

L
(0)
33 = h

(
m+

3 −m
−
3

)
, L

(1)
33 = 0, при s > 2,

N
(s)
31 =

∂M
(s−2)
11

∂x1
+
∂M

(s−2)
21

∂x2
−ρ∂

2β
(s−2)
1

∂t2
(1� 2),

L
(s)
33 =

∂Λ
(s−2)
13

∂x1
+
∂Λ

(s−2)
23

∂x2
+M

(s−2)
12 −

−M (s−2)
21 − J ∂

2Ω
(s−2)
3

∂t2
.

Отметим, что величины W (s)(x1, x2),
O

(s)
1 (x1, x2), O

(s)
2 (x1, x2) представляют собой

асимптотические приближения соответствен-
но для вертикального перемещения и поворо-
тов вокруг осей x1 и x2 точек срединной плос-
кости пластины.

ВеличиныM
(s)
ij ,K(s)

ij (i, j : 11, 22, 33, 12, 21);

Λ
(s)
mn, ιmn (mn : 13, 31, 23, 32), β(s)1 , β(s)2 , Ω

(s)
3

определяются после решения системы уравне-
ний (2.1)–(2.3) по формулам типа физических
соотношений:

2m+1
M

(s)

11 =
2h2m+3E

(2m+ 3)(1− υ2)
×

×

(
2m+1
K

(s)

11 + υ
2m+1
K

(s)

22

)
+

+
υ

1− υ
2m+1
M

(s)

33 (1� 2),

2m+1
M

(s)

12 =
2h2m+3

2m+ 3

[
(µ+ α)

2m+1
K

(s)

12 +

+ (µ− α)
2m+1
K

(s)

21

]
(1� 2),

2m+1
Λ

(s)

13 =
2h2m+34γε

(2m+ 3)(γ + ε)

2m+1
ι

(s)

13 +

+
γ − ε
γ + ε

2m+1
Λ

(s)

31 (1→ 2)

и формулам типа геометрических соотноше-
ний

2m
Γ

(s)

31 = (2m+ 1)
2m+1
β

(s)

1 −
2m
O

(s)

2 ,

2m
Γ

(s)

32 = (2m+ 1)
2m+1
β

(s)

2 +
2m
O

(s)

1 ,

2m+1
K

(s)

11 =
∂
2m+1
β

(s)

1

∂x1
(1→ 2),

2m
K

(s)

33 = 2m
2m
W

(s)

,
2m
k

(s)

33 = (2m+ 1)
2m+1

Ω
(s)

3 ,

2m+1
K

(s)

12 =
∂
2m+1
β

(s)

2

∂x1
−

2m+1
Ω

(s)

3 ,

2m+1
K

(s)

21 =
∂
2m+1
β

(s)

1

∂x2
+

2m+1
Ω

(s)

3 ,

2m+1
ι

(s)

13 =
∂
2m+1

Ω
(s)

3

∂x1
(1→ 2),

2m
ι
(s)

31 = 2m
2m
O

(s)

1 (1→ 2),

где

2m+1
β

(s)

1 =
1

2h2m+1

[
(µ′ + α′)

2m
N

(s)

31 +

+ (µ′ − α′)
2m
N

(s)

13

]
+

1

2m+ 1

2m
O

(s)

2 ,

2m+1
β

(s)

2 =
1

2h2m+1

[
(µ′ + α′)

2m
N

(s)

32 +

+ (µ′ − α′)
2m
N

(s)

23

]
− 1

2m+ 1

2m
O

(s)

1 ,
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2m+1
Ω

(s)

3 =
1

2h2m+1

[
(2γ′ + β′)

2m
L

(s)

33 +

+ β′

(
2m
L

(s)

11 +
2m
L

(s)

22

)]
.

Здесь следует учесть, что

M
(0)
33 =

h2

3
(p+3 + p−3 ), M

(1)
33 = 0,

M
(s)
33 =

[ s2 ]∑
m=0

2m+1
M

(s)

33 ,

2m+1
M

(s)

33 =
h2

2m+ 3

[
2h2m+1

2m+ 1
ρ
∂2

2m
W

(s)

∂t2
−

− ∂
2m
N

(s)

13

∂x1
− ∂

2m
N

(s)

23

∂x2

]
,

Λ
(0)
31 =

h2

3
(m+

1 +m−1 ), Λ
(1)
31 = 0,

Λ
(s)
31 =

[ s2 ]∑
m=0

2m+1
Λ

(s)

31 ,

2m+1
Λ

(s)

31 =
h2

2m+ 3

[
2h2m+1

2m+ 1
J
∂2

2m
O

(s)

1

∂t2
−

− ∂
2m
L

(s)

11

∂x1
− ∂

2m
L

(s)

21

∂x2
−

2m
N

(s)

23 +
2m
N

(s)

32

]
,

Λ
(0)
32 =

h2

3
(m+

2 +m−2 ), Λ
(1)
32 = 0,

Λ
(s)
32 =

[ s2 ]∑
m=0

2m+1
Λ

(s)

32 ,

2m+1
Λ

(s)

32 =
h2

2m+ 3

[
2h2m+1

2m+ 1
J
∂2

2m
O

(s)

2

∂t2
−

− ∂
2m
L

(s)

12

∂x1
− ∂

2m
L

(s)

22

∂x2
−

2m
N

(s)

31 +
2m
N

(s)

13

]
.

Компоненты вектора перемещения и век-
тора независимого поворота определяются
формулами

u1 =

S∑
s=0

[ s2 ]∑
m=0

x2m+1
3

2m+1
β1

(s)

(1→ 2),

u3 =

S∑
s=0

[ s2 ]∑
m=0

x2m3
2m
W

(s)

,

ω1 =
S∑
s=0

[ s2 ]∑
m=0

x2m3
2m
O

(s)

1 (1→ 2),

ω3 =

S∑
s=0

[ s2 ]∑
m=0

x2m+1
3

2m+1
Ω3

(s)

,

а компоненты силового и моментного тензо-
ров напряжений, компоненты несимметрич-
ного тензора деформаций и тензора изгиба-
кручения — выражениями

σij =
S∑
s=0

[ s2 ]∑
m=0

2m+ 3

2h2m+3
x2m+1
3

2m+1
M

(s)

ij ,

µij =
S∑
s=0

[ s2 ]∑
m=0

2m+ 1

2h2m+1
x2m3

2m
L

(s)

ij ,

γij =

S∑
s=0

[ s2 ]∑
m=0

x2m+1
3

2m+1
K

(s)

ij ,

χij =

S∑
s=0

[ s2 ]∑
m=0

x2m3
2m
k

(s)

ij

(ij : 11, 22, 33, 12, 21).

В приведенных далее формулах круговая
перестановка индексов (1� 3, 1→ 2, 2� 3).

σ13 =

S∑
s=0

[ s2 ]∑
m=0

2m+ 1

2h2m+1
x2m3

2m
N

(s)

13 ,

µ13 =
S∑
s=0

[ s2 ]∑
m=0

2m+ 3

2h2m+3
x2m+1
3

2m+1
Λ

(s)

13 ,

γ13 =

S∑
s=0

[ s2 ]∑
m=0

x2m3
2m
Γ

(s)

13 ,



Динамическая теория микрополярных упругих тонких пластин 23

χ13 =
S∑
s=0

[ s2 ]∑
m=0

x2m+1
3

2m+1
ι

(s)

13 .

Для задачи обобщенного плоского напря-
женного состояния пластины по НТУ рас-
смотрим следующие осредненные по толщине
пластины силовые и моментные характери-
стики [12] — усилия Tii(i = 1, 2, 3), S12(1� 2),
моменты Li3, Mi3(i � 3), (i = 1, 2), гипермо-
менты Λmn(mn : 11, 22, 33, 12, 21):

Tii =

h∫
−h

σiidx3, S12 =

h∫
−h

σ12dx3,

Li3 =

h∫
−h

µi3dx3,

Mi3 =

h∫
−h

σi3x3dx3,Λmn =

h∫
−h

µmnx3dx3.

Для расчета НДСвн по НТУ данной зада-
чи имеем:
уравнения движения

∂T
(s)
11

∂x1
+
∂S

(s)
21

∂x2
= ρ

∂2V
(s)
1

∂t2
−
(
s
p
+

1 +
s
p
−
1

)
,

∂S
(s)
12

∂x1
+
∂T

(s)
22

∂x2
= ρ

∂2V
(s)
2

∂t2
−
(
s
p
+

2 +
s
p
−
2

)
, (2.4)

∂L
(s)
13

∂x1
+
∂L

(s)
23

∂x2
+
(
S
(s)
12 − S

(s)
21

)
=

= J
∂2O

(s)
3

∂t2
−
(
s
m

+

3 +
s
m
−
3

)
;

соотношения упругости

2m
T

(s)

11 =
2h2m+1

2m+ 1

E

1− υ2

[
2m
Γ

(s)

11 + υ
2m
Γ

(s)

22

]
+

+
υ

1− υ
2m
T

(s−2)

33 (1� 2),

2m
S

(s)

12 =
2h2m+1

2m+ 1

[
(µ+ α)

2m
Γ

(s)

12 +

+ (µ− α)
2m
Γ

(s)

21

]
(1� 2), (2.5)

2m
L

(s)

13 =
2h2m+1

2m+ 1

[
(γ + ε)

2m
k

(s)

13 +

+ (γ − ε)
2m
k

(s)

31

]
(1→ 2, 3� 1, 1→ 2);

геометрические соотношения

2m
Γ

(s)

11 =
∂
2m
V

(s)

1

∂x1
(1→ 2),

2m
Γ

(s)

12 =
∂
2m
V

(s)

2

∂x1
−

2m
O

(s)

3 ,

2m
Γ

(s)

21 =
∂
2m
V

(s)

1

∂x2
+

2m
O

(s)

3 ,

2m
k

(s)

13 =
∂
2m
O

(s)

3

∂x1
(1� 2),

(2.6)

где

2m
V

(s)

1 =
2m+ 1

4m · h2m+1

[
(µ′ + α′)

2m−1
M

(s−2)

31 +

+ (µ
′ − α′

)
2m−1
M

(s−2)

13

]
+

1

2m

2m−1
Ω

(s−2)

2 ,

2m
V

(s)

2 =
2m+ 1

4m · h2m+1

[
(µ′ + α′)

2m−1
M

(s−2)

32 +

+ (µ′ − α′)
2m−1
M

(s−2)

23

]
− 1

2m

2m−1
Ω

(s−2)

1 ,

2m
O

(s)

3 =
2m+ 1

4m · h2m+1

[
(2γ′ + β′)

2m−1
Λ

(s−2)

33 +

+ β′
(

2m−1
Λ

(s−2)

11 +
2m−1

Λ
(s−2)

22

)]
,

m = 1, 2, . . . ,
[s

2

]
, s > 2.

Здесь необходимо учесть, что
0
p
±

1 = p±1 ,
s
p
±
1 = 0 при s > 1, (1→ 2),

0
m
±
3 = m±3 ,

s
m
±
3 = 0 при s > 1,

L
(0)
31 = h(m+

1 −m
−
1 ), L

(1)
31 = 0,
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L
(0)
32 = h(m+

2 −m
−
2 ), L

(1)
32 = 0 при s > 2,

L
(s)
31 =

∂Λ
(s−2)
11

∂x1
+
∂Λ

(s−2)
21

∂x2
+M

(s−2)
23 −

−M (s−2)
32 − J ∂

2Ω
(s−2)
1

∂t2
,

L
(s)
32 =

∂Λ
(s−2)
12

∂x1
+
∂Λ

(s−2)
22

∂x2
+M

(s−2)
31 −

−M (s−2)
13 − J ∂

2Ω
(s−2)
2

∂t2
.

Отметим, что V
(s)
1 (x1, x2), V

(s)
2 (x1, x2),

O
(s)
3 (x1, x2) представляют собой асимптотиче-

ские приближения для тангенциальных пере-
мещений и независимого поворота вокруг оси
x3 точек срединной плоскости пластины.

После решения системы (2.4)–(2.6) вели-
чиныM

(s)
ij , K(s)

ij (ij = 13, 31, 23, 32); T (s)
33 ; Λ

(s)
mn,

ιmn (mn = 11, 22, 33, 12, 21); β(s)3 , Ω
(s)
1 , Ω

(s)
2 , на-

ходят по формулам типа физических соотно-
шений

2m+1
M

(s)

13 =
2h2m+3

2m+ 3

4µα

µ+ α

2m+1
K

(s)

13 +

+
µ− α
µ+ α

2m+1
M

(s)

31 (1→ 2),

2m+1
Λ

(s)

12 =
2h2m+3

2m+ 3

[
(γ + ε)

2m+1
ι

(s)

12 +

+ (γ − ε)2m+1
ι

(s)

21

]
(1� 2),

2m+1
Λ

(s)

11 =
2h2m+3

2m+ 3

2γ

β + 2γ[
2(β + γ)

2m+1
ι

(s)

11 + β
2m+1
ι

(s)

22

]
+

+
β

β + 2γ

2m+1
Λ

(s)

33 (1� 2),

учитывая при этом

M
(0)
31 =

h2

3
(p+1 + p−1 ), M

(1)
31 = 0,

M
(s)
31 =

[ s2 ]∑
m=0

2m+1
M

(s)

31 ,

2m+1
M

(s)

31 =
2h2m+3

(2m+ 3) (2m+ 1)
ρ
∂2

2m
V

(s)

1

∂t2
−

− h2

2m+ 3

∂ 2m
T

(s)

11

∂x1
+
∂
2m
S

(s)

21

∂x2

 (1←→2) ,

Λ
(0)
33 =

h2

3

(
m+

3 +m−3
)
,Λ

(1)
33 = 0,

Λ
(s)
33 =

[ s2 ]∑
m=0

2m+1
Λ

(s)

33 ,

2m+1
Λ

(s)

33 =
2h2m+3

(2m+ 3) (2m+ 1)
J
∂2

2m
O

(s)

3

∂t2
−

− h2

2m+ 3

∂2mL (s)

13

∂x1
+
∂
2m
L

(s)

23

∂x2
+

(
2m
S

(s)

12 −
2m
S

(s)

21

),

T
(s)
33 =

∂M
(s)
13

∂x1
+
∂M

(s)
23

∂x2
−ρ∂

2β
(s)
3

∂t2
+h

(
s
p
+

3 −
s
p
−
3

)
,

и формулам типа геометрических соотноше-
ний

2m
Γ

(s)

33 = (2m+ 1)
2m+1
β

(s)

3 ,

2m+1
K

(s)

13 =
∂
2m+1
β

(s)

3

∂x1
+

2m+1
Ω

(s)

2 ,

2m+1
K

(s)

23 =
∂
2m+1
β

(s)

3

∂x2
−

2m+1
Ω

(s)

1 ,

2m
K

(s)

31 = 2m
2m
V

(s)

1 (1→ 2),

2m
k

(s)

31 = (2m+ 1)
2m+1

Ω
(s)

1 (1→ 2),

2m+1
ι

(s)

11 =
∂
2m+1

Ω
(s)

1

∂x1
(1→ 2),

2m+1
ι

(s)

12 =
∂
2m+1

Ω
(s)

2

∂x1
(1� 2),

2m
ι
(s)

33 = 2m
2m
O

(s)

3 ,

2m
E

(s)

31 = −
2m+1

Ω
(s)

2 ,
2m
E

(s)

32 =
2m+1

Ω
(s)

1 ,
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где

2m+1
β3

(s)

=
1

2h2m+1

[
(2µ′ + λ′)

2m
T

(s−2)

33 +

+ λ′

(
2m
T

(s)

11 +
2m
T

(s)

22

)]
,

2m+1
Ω

(s)

1 =
1

2h2m+1

[
(γ′ + ε′)

2m
L

(s)

31 +

+ (γ′ − ε′)
2m
L

(s)

13

]
,

2m+1
Ω

(s)

2 =
1

2h2m+1

[
(γ′ + ε′)

2m
L

(s)

32 +

+ (γ′ − ε′)
2m
L

(s)

23

]
.

Компоненты вектора перемещения и век-
тора независимого поворота определяются
формулами

u1 =
S∑
s=0

[ s2 ]∑
m=0

x2m3
2m
V1

(s)

(1→ 2),

u3 =
S∑
s=0

[ s2 ]∑
m=0

x2m+1
3

2m+1
β3

(s)

,

ω1 =

S∑
s=0

[ s2 ]∑
m=0

x2m+1
3

2m+1
Ω

(s)

1 (1→ 2),

ω3 =

S∑
s=0

[ s2 ]∑
m=0

x2m3
2m
O

(s)

3 ,

а компоненты силового и моментного тензо-
ров напряжений, компоненты несимметрич-
ного тензора деформаций и тензора изгиба-
кручения выражениями

σ13 =
S∑
s=0

[ s2 ]∑
m=0

2m+ 3

2h2m+3
x2m+1
3

2m+1
M

(s)

13 ,

µ13 =

S∑
s=0

[ s2 ]∑
m=0

2m+ 1

2h2m+1
x2m3

2m
L

(s)

13 ,

χ13 =
S∑
s=0

[ s2 ]∑
m=0

x2m3
2m
k

(s)

13

(1� 3, 1→ 2, 2� 3);

σ11 =

S∑
s=0

[ s2 ]∑
m=0

2m+ 1

2h2m+1
x2m3

2m
T

(s)

11 ,

γ13 =

S∑
s=0

[ s2 ]∑
m=0

x2m+1
3

2m+1
K

(s)

13 ,

γ31 =
S∑
s=0

[ s2 ]∑
m=0

[
x2m+1
3

2m+1
E

(s)

31 + x2m−13

2m
K

(s)

31

]
(1→ 2);

σ12 =

S∑
s=0

[ s2 ]∑
m=0

2m+ 1

2h2m+1
x2m3

2m
S

(s)

12 (1� 2),

σ33 =

S∑
s=0

[ s2+1]∑
m=0

2m+ 1

2h2m+1
x2m3

2m
T

(s)

33 ,

µij =

S∑
s=0

[ s2 ]∑
m=0

2m+ 3

2h2m+3
x2m+1
3

2m+1
Λ

(s)

ij ,

γij =

S∑
s=0

[ s2 ]∑
m=0

x2m3
2m
Γ

(s)

ij ,

χij =
S∑
s=0

[ s2 ]∑
m=0

x2m+1
3

2m+1
ι

(s)

ij

(ij : 11, 22, 33, 12, 21).
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3. Квазистатический погранслой
по НТУ и сращивание

асимптотических разложений

Вблизи боковой поверхности пластины
возникает напряженное состояние погранслоя
по НТУ, которое в квазистатическом прибли-
жении резко затухает при удалении от нее
в глубь тела трехмерной пластины. Введение
этого напряженного состояния по НТУ дает
возможность удовлетворить граничным усло-
виям на боковой поверхности и определить
напряженное состояние вблизи края.

Введем триортогональную криволиней-
ную систему координат αi(i = 1, 2, 3) так, что-
бы боковая цилиндрическая поверхность пла-
стины совмещалась с координатной поверхно-
стью α1 = α10.

Погранслой около края α1 = α10 имеет
большую изменяемость в направлении α1 и
α3, а в направлении α2 и во времени имеет
ту же изменяемость, что и внутреннее напря-
женное состояние.

В уравнениях (1.1)–(1.3), записанных в
координатах αi, сделаем замены

α1 − α10 = hξ1, α2 = aη,

α3 = hζ, t = t0τ
(3.1)

и перейдем к безразмерным перемещениям
и силовым, моментным напряжениям, кото-
рые в дальнейшем обозначаются черточками.
Кроме того, коэффициенты Ляме и геодези-
ческие кривизны координатных линий α1 и
α2 криволинейной системы координат пред-
ставим в виде ряда Тейлора вблизи значения
α1 = α10.

Решение преобразованных уравнений
(1.1)–(1.3) ищем в виде

R =
S∑
s=0

δχR+s ·R(s), (3.2)

где R — любое из безразмерных силовых и мо-
ментных напряжений, перемещений и незави-
симых поворотов. Так как силовые и момент-
ные неоднородные условия (1.4), заданные на
лицевых плоскостях пластины ζ = ±1, бы-
ли удовлетворены решением внутренней зада-
чи, то решение (3.2) должно удовлетворять на
плоскостях ζ = ±1 однородным граничным
условиям

σ̄31 = σ̄32 = σ̄33 = 0,

µ̄31 = µ̄32 = µ̄33 = 0 при ζ = ±1.

После подстановки (3.2) в преобразован-
ную с помощью (3.1) систему (1.1)–(1.3) и
приравнивания коэффициентов при одинако-
вых степенях малого параметра δ в правых и
левых частях получим систему рекуррентных
уравнений относительно R(s).

Представив

σ̄ij = δχ
S∑
s=0

δsσ
(s)
ij , µ̄ij = δχ

S∑
s=0

δsµ
(s)
ij ,

ūi = δχ+1
S∑
s=0

δsv
(s)
i , ωi = δχ+1

S∑
s=0

δsω
(s)
i ,

где целое число χ характеризует интенсив-
ность погранслоя, запишем эту систему урав-
нений для асимптотических приближений s в
следующем виде:

а)
∂σ

(s)
11

∂t
+
∂σ

(s)
31

∂ζ
= R

(s−1)
1 ,

∂σ
(s)
13

∂t
+
∂σ

(s)
33

∂ζ
= R

(s−1)
2 ,

∂v
(s)
1

∂t
=
(
2µ′ + λ′

)
σ
(s)
11 +λ′

(
σ
(s)
22 + σ

(s)
33

)
+R

(s−1)
3 ,

0 =
(
2µ′ + λ′

)
σ
(s)
22 +

+ λ′
(
σ
(s)
11 + σ

(s)
33

)
+R

(s−1)
4 , (3.3)

∂v
(s)
3

∂ζ
=
(
2µ′ + λ′

)
σ
(s)
33 + λ′

(
σ
(s)
11 + σ

(s)
22

)
,

∂v
(s)
3

∂t
=
(
µ′ + α′

)
σ
(s)
13 +

(
µ′ − α′

)
σ
(s)
31 +R

(s−1)
5 ,

∂v
(s)
1

∂ζ
=
(
µ′ + α′

)
σ
(s)
31 +

(
µ′ − α′

)
σ
(s)
13 +R

(s−1)
6 ;

б)
∂µ

(s)
12

∂t
+
∂µ

(s)
32

∂ζ
= R

(s−1)
7 ,

∂ω
(s)
2

∂t
=
(
γ′ + ε′

)
µ
(s)
12 +

(
γ′ − ε′

)
µ
(s)
21 +R

(s−1)
8 ,

0 =
(
γ′ + ε′

)
µ
(s)
21 +

(
γ′ − ε′

)
µ
(s)
12 +R

(s−1)
9 , (3.4)

∂ω
(s)
2

∂ζ
=
(
γ′ + ε′

)
µ
(s)
32 +

(
γ′ − ε′

)
µ
(s)
23 ,

0 =
(
γ′ + ε′

)
µ
(s)
23 +

(
γ′ − ε′

)
µ
(s)
32 +R

(s−1)
10 ;
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в)
∂σ

(s)
12

∂t
+
∂σ

(s)
32

∂ζ
= R̃

(s−1)
1 ,

∂v
(s)
2

∂t
=
(
µ′ + α′

)
σ
(s)
12 +

(
µ′ − α′

)
σ
(s)
21 + R̃

(s−1)
2 ,

0 =
(
µ′ + α′

)
σ
(s)
21 +

+
(
µ′ − α′

)
σ
(s)
12 + R̃

(s−1)
3 , (3.5)

0 =
(
µ′ + α′

)
σ
(s)
23 +

(
µ′ − α′

)
σ
(s)
32 + R̃

(s−1)
4 ,

∂v
(s)
2

∂ζ
=
(
µ′ + α′

)
σ
(s)
32 +

(
µ′ − α′

)
σ
(s)
23 + R̃

(s−1)
5 ;

г)
∂µ

(s)
11

∂t
+
∂µ

(s)
31

∂ζ
= R̃

(s−1)
6 ,

∂µ
(s)
13

∂t
+
∂µ

(s)
33

∂ζ
= R̃

(s−1)
7 ,

∂ω
(s)
1

∂t
=
(
2γ′ + β′

)
µ
(s)
11 +

+ β′
(
µ
(s)
22 + µ

(s)
33

)
+ R̃

(s−1)
8 ,

0 =
(
2γ′ + β′

)
µ
(s)
22 +

+ β′
(
µ
(s)
11 + µ

(s)
33

)
+ R̃

(s−1)
9 , (3.6)

∂ω
(s)
3

∂ζ
=
(
2γ′ + β′

)
µ
(s)
33 + β′

(
µ
(s)
11 + µ

(s)
22

)
,

∂ω
(s)
3

∂t
=
(
γ′ + ε′

)
µ
(s)
13 +

(
γ′ − ε′

)
µ
(s)
31 + R̃

(s−1)
10 ,

∂ω
(s)
1

∂ζ
=
(
γ′ + ε′

)
µ
(s)
31 +

(
γ′ − ε′

)
µ
(s)
13 .

При s = 0 уравнения систем (3.3)–(3.6) од-
нородны, независимы и совпадают с соответ-
ствующими системами уравнений погранслоя
статической задачи НТУ для пластины [15].

Таким образом, определение квазистати-
ческого погранслоя в динамической задаче
НТУ, как и в статике [15], распадается на ре-
шение задач силового (плоского и антиплос-
кого) и моментного (плоского и антиплоско-
го) случаев для полуполосы. В работе [15] по-
строены и подробно изучены силовые и мо-
ментные плоские и антиплоские погранслои

статической задачи НТУ для тонких пластин.
Для каждого из указанных погранслоев при
любом s построено решение в виде функцио-
нального ряда.

Следовательно, проблему раздельного
построения дифференциальных уравнений
внутренней задачи и квазистатических по-
гранслоев в динамической теории пластин по
НТУ можно считать решенной и на основе
структурной формулы (1.6) общее решение
поставленной краевой задачи НТУ (1.1)–(1.5)
представить в виде

J = δ−q+s
вн
Q

(s)

+ δχ+s
a
R

(s)

+ δµ+s
p

R
(s)

, (3.7)

где целые числа χ и µ характеризуют ин-
тенсивности соответственно для антиплоского
и плоского погранслоев (по повторяющемуся
индексу s следует подразумевать суммирова-
ние от 0 до s). Величины χ и µ подбираются с
учетом удовлетворения граничным условиям
НТУ (1.5).

Перейдем теперь к проблеме разделения
трехмерных граничных условий НТУ на

∑
и выясним, какие граничные условия надо
приписывать к внутренним, а какие к по-
гранслойным дифференциальным уравнени-
ям НТУ на каждом уровне асимптотического
приближения.

Чтобы осуществить задачу сращивания
решения внутренней задачи с решениями всех
четырех типов квазистатических погрансло-
ев, необходимо конкретизировать заданные
на

∑
граничные условия НТУ. Для этого

рассмотрим случай, когда на всей боковой
поверхности пластины (α1 = α10) заданы
пространственные граничные условия перво-
го рода (

∑
1 ≡

∑
,
∑

2 ≡ 0).
Чтобы удовлетворить граничным услови-

ям, подставим (3.7) в (1.5) и приравняем к ну-
лю коэффициенты при соответствующих сте-
пенях δ.

Граничные условия в итерациях име-
ют такой же вид, как и в статике [15] и
χ = µ = −1 для задачи изгиба, χ = µ = −2
для задачи плоского напряженного состоя-
ния. Отсюда следует, что двумерным дина-
мическим уравнениям внутренней задачи по
НТУ (при s = 0, s = 1, s = 2) соответствуют
те же граничные условия, что и в статике [15].

Теперь для каждого асимптотического
приближения приведем уравнения и гранич-
ные условия для НДСвн пластины.

Для задачи изгиба пластины по НТУ при
s = 0 имеем:
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уравнения движения

∂N
(0)
13

∂x1
+
∂N

(0)
23

∂x2
= ρ

∂2W (0)

∂t2
−
(
p+3 + p−3

)
,

∂L
(0)
11

∂x1
+
∂L

(0)
21

∂x2
+N

(0)
23 −N

(0)
32 =

J
∂2O

(0)
1

∂t2
−
(
m+

1 +m−1
)
, (3.8)

∂L
(0)
12

∂x1
+
∂L

(0)
22

∂x2
+N

(0)
31 −N

(0)
13 =

= J
∂2O

(0)
2

∂t2
−
(
m+

2 +m−2
)

;

соотношения упругости

0
N

(0)

13 = 2h

[
(µ+ α)

0
Γ
(0)

13 + (µ− α)
0
Γ
(0)

31

]
(1� 3),

0
N

(0)

23 = 2h

[
(µ+ α)

0
Γ
(0)

23 + (µ− α)
0
Γ
(0)

32

]
(2� 3),

0
L
11

(0)

= 2h

[
(2γ + β)k011

(0)
+

+ β
(
k022

(0)
+ k033

(0)
)]

(3.9)

(
11→ 22→ 33

круг. перест. индексов

)
,

0
L
(0)

12 = 2h

[
(γ + ε)

0
k
(0)

12 + (γ − ε)
0
k
(0)

21

]
(1� 2);

геометрические соотношения

0
Γ
(0)

13 =
∂

0
W

(0)

∂x1
+

0
O

(0)

2 ,

0
Γ
(0)

23 =
∂

0
W

(0)

∂x2
−

0
O

(0)

1 ,

0
k
(0)

11 =
∂

0
O

(0)

1

∂x1
(1� 2),

0
k
(0)

12 =
∂

0
O

(0)

2

∂x1
(1� 2),

(3.10)

граничные условия при α1 = α10

N
(0)
13 =

h∫
−h

p∗3 dα3, L
(0)
11 =

h∫
−h

m∗1 dα3, (3.11)

L
(0)
12 =

h∫
−h

m∗2dα3.

Начальные условия задаются для переме-
щений, линейных скоростей, независимых по-
воротов и угловых скоростей точек срединной
плоскости пластины.

Отметим, что дифференциальный опера-
тор системы уравнений (3.8)–(3.10) является
гиперболическим.

Для задачи обобщенного плоского напря-
женного состояния пластинки по НТУ при
s = 0 имеем:
уравнения движения

∂T
(0)
11

∂x1
+
∂S

(0)
21

∂x2
= ρ

∂2V
(0)
1

∂t2
−
(
p+1 + p−1

)
,

∂S
(0)
12

∂x1
+
∂T

(0)
22

∂x2
= ρ

∂2V
(0)
2

∂t2
−
(
p+2 + p−2

)
, (3.12)

∂L
(0)
13

∂x1
+
∂L

(0)
23

∂x2
+
(
S
(0)
12 − S

(0)
21

)
=

J
∂2O

(0)
3

∂t2
−
(
m+

3 +m−3
)

;

соотношения упругости

0
T
(0)

11 = 2h
E

1− υ2

[
0
Γ
(0)

11 + υ
0
Γ
(0)

22

]
(1� 2),

0
S
(0)

12 = 2h

[
(µ+ α)

0
Γ
(0)

12 + (µ− α)
0
Γ
(0)

21

]
(1� 2),

0
L
(0)

13 = 2h

[
(γ + ε)

0
k
(0)

13 + (γ − ε)
0
k
(0)

31

]
(1→ 2) ,

(3.13)
0
L
(0)

31 = 2h

[
(γ + ε)

0
k
(0)

31 + (γ − ε)
0
k
(0)

13

]
(1→ 2) ;

геометрические соотношения

0
Γ
(0)

11 =
∂

0
V

(0)

1

∂x1
(1→ 2) ,

0
Γ
(0)

12 =
∂

0
V

(0)

2

∂x1
−

0
O

(0)

3 ,

0
Γ
(0)

21 =
∂

0
V

(0)

1

∂x2
+

0
O

(0)

3 ,
0
k
(0)

13 =
∂

0
O

(0)

3

∂x1
(1→ 2) ,

(3.14)
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граничные условия при α1 = α10

T
(0)
11 =

h∫
−h

p∗1dα3, S
(0)
12 =

h∫
−h

p∗2dα3,

L
(0)
13 =

h∫
−h

m∗3dα3.

(3.15)

Начальные условия задаются аналогично
задаче изгиба по НТУ.

Отметим, что система уравнений обоб-
щенного плоского напряженного состояния
пластины по НТУ совпадает с системой урав-
нений плоской задачи НТУ, полученной в ра-
ботах [2, 4, 13,14].

Системы уравнений прикладной теории
динамического изгиба и динамического обоб-
щенного плоского напряженного состояния
микрополярной упругой тонкой пластины
позволяют изучать различные задачи и вы-
являть тонкие динамические эффекты.
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