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ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЙ МЕТОД ФАКТОРИЗАЦИИ В НЕОДНОРОДНЫХ
И НЕСТАЦИОНАРНЫХ ЗАДАЧАХ1

Евдокимова О.В.2

DIFFERENTIAL FACTORIZATION METHOD IN INHOMOGENEOUS AND NONSTATIONARY
PROBLEMS

Evdokimova O.V.

The work resulted in the development of formulas, which make it possible to study inhomogeneous and
nonstationary boundary-value problems using the differential factorization method without preliminary
change of the boundary conditions form.

В работах [1, 2] разработана серия под-
ходов исследования краевых задач для си-
стем однородных дифференциальных уравне-
ний в частных производных с постоянными
коэффициентами в отдельной области, опи-
рающихся на топологические методы и фак-
торизацию матриц-функций. Предложены ва-
рианты факторизации мероморфных матриц-
функций.

В то же время не был решен круг вопро-
сов, которые позволили бы перенести методы
факторизации на краевые задачи для линей-
ных и нелинейных систем дифференциальных
уравнений с переменными коэффициентами.
Например, предлагалось неоднородные крае-
вые задачи сводить к однородным краевым
задачам путем редукции граничных условий,
что делало метод громоздким и малоэффек-
тивным.

В настоящей работе построены форму-
лы, позволяющие исследовать неоднородные
и нестационарные краевые задачи без необхо-
димости предварительного изменения формы
граничных условий.

1. Сформулируем краевую задачу для
блочной структуры в предположении, что си-
стемы дифференциальных уравнений являют-
ся неоднородными. Будем считать, что об-
ласть Ω блочной структуры состоит из обла-
стей Ωb, b = 1, 2, . . . , B с границами ∂Ωb. Часть
границы блока может быть общей с границей

другого блока, такую часть границы будем на-
зывать контактирующей. Неконтактирующая
часть может быть свободной или подчиненной
внешним воздействиям. Предполагается, что
в каждой области Ωb ставится краевая зада-
ча для систем дифференциальных уравнений
в частных производных с постоянными, свои-
ми в каждой области, коэффициентами.

Краевую задачу для системы P дифферен-
циальных уравнений в частных производных
в блочной трехмерной области Ω можно запи-
сать для каждого блока в виде

Kb(∂x1, ∂x2, ∂x3)ϕb =

=
M∑
m=1

N∑
n=1

K∑
k=1

P∑
p=1

Abspmnkϕ
(m)(n)(k)
bp,x1x2x3

= gb(x),

(1)

Absqmnk = const, gb = {gbs},

s = 1, 2, . . . , Pb,

ϕb = {ϕb1, ϕb2, . . . , ϕbP }, b = 1, 2, . . . , B.

ϕ = {ϕs} , ϕ (x) = ϕ (x1, x2, x3) ,

x = {x1, x2, x3} , x ∈ Ωb.

На общей, контактирующей, границе ∂Ωb∩∂Ωd

задаются следующие граничные условия со-
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пряжения

Rb(∂x1, ∂x2, ∂x3)ϕb + Rd(∂x1, ∂x2, ∂x3)ϕd =

=

M1∑
m=1

N1∑
n=1

K1∑
k=1

P∑
p=1

[
Bb
spmnkϕ

(m)(n)(k)
bp,x1x2x3

+

+Bd
spmnkϕ

(m)(n)(k)
dp,x1x2x3

]
= fbds, (2)

s = 1, 2, . . . , sb0 < P, x ∈ ∂Ωb ∩ ∂Ωd,

M1 < M, N1 < N, K1 < K,

b, d = 1, 2, . . . , B.

Краевая задача исследуется в пространствах
медленно растущих обобщенных функций
Hs(Ω), описанных в [1,2].

Заметим, что неоднородный член в правой
части системы (1), как правило, свидетель-
ствует о внешних воздействиях на изучаемый
объект.

Если краевая задача для систем диффе-
ренциальных уравнений в частных производ-
ных содержит также производные по време-
ни, а именно, члены ∂rϕbp/∂t

r, то после при-
менения преобразования Лапласа по парамет-
ру t с параметром p при ненулевых начальных
условиях также будет получаться неоднород-
ная система уравнений (1), в которой правый
член несет информацию о начальных услови-
ях в области. Учитывая это обстоятельство,
не будем выделять отдельно случай нестаци-
онарной задачи, помня, что краевая задача
содержит параметр преобразования Лапласа
p, по которому в конце построения решения
необходимо сделать обращение интегрального
преобразования. Следуя [1, 2], изложим схему
применения дифференциального метода фак-
торизации к таким краевым задачам.

Сведем краевую задачу к системе функци-
ональных уравнений, рассматривая каждую
область Ωb в отдельности. В результате при-
ходим к системе функциональных уравнений
вида

Kb(α)Φb =

∫∫
∂Ωb

ωb −Gb(α), (3)

Gb(α) =

∫∫∫
Ωb

gb(x) exp (i〈αx〉) dx1x2x3,

Kb(α) ≡ −Kb(−iα1,−iα2,−iα3) = ‖kbnm(α)‖ ,

αx = α1x1 + α2x2 + α3x3,

b = 1, 2, . . . , B.

Вид и описание всех участвующих в этой
системе обозначений заимствованы из [1]. В
частности, ωb — вектор внешних форм кра-
евой задачи в области Ωb.

2. В соответствии с правилами диффе-
ренциального метода факторизации дальней-
шее исследование задачи предполагает факто-
ризацию матрицы-функции Kb(α

ν
3), даваемой

формулой (3). Для этого выберем матрицу-
функцию K∗b(α

ν
3 ,m) порядка Pb − 1, полу-

чающуюся вычеркиванием строки и столб-
ца под номером m у сопряженной матрицы-
функции K∗b(α

ν
3), такую, что нули ξνn ее

определителя Qb (αν3) = det Kb (αν3 ,m) не
совпадают с нулями zνs+, zνs− определителя
Kb(α

ν
3) = detνKb(α

ν
3) [1].

Обозначим элементы обратной матрицы-
функции в виде

[ K∗b(α
ν
3 ,m) ]−1 =

∥∥Q−1
b Qpsb

∥∥ .
Тогда элементы матрицы-функции K−1 (αν3 ,−),
имеющей вид

K−1
b

(
αν3,−

)
=

=



1 0
1

. . .
Sm1 Sm2 . . . Smm . . . SmN

. . .
0 1


, (4)

допускают интегральное представление в фор-
ме

Smp(α
ν
3) =

1

2πi

∫
Γ∓

N∑
s=1

′ Qpsb(u3)Kms(u3)du3

Qb(u3)Kb(u3)(u3 − αν3)
−

−
(

1

2
∓ 1

2

)
R0
mp(α

ν
3)

Kb(α
ν
3)

, (5)

m 6= p,

R0
mp(α

ν
3)

Kb(α
ν
3)

=
Zmp(α

ν
3)

Qb(α
ν
3)Kb(α

ν
3)

+

+
∑
n

Zmp(ξ
ν
n)

Q′b(ξ
ν
n)Kb(ξνn)(ξνn − αν3)

,

Smm(αν3) = K−1
b (αν3), αν3 ∈ λ∓,

Zmp(α
ν
3) =

N∑
s=1

′
Qpsb(α

ν
3)Kms(α

ν
3).



10 Евдокимова О.В.

Здесь замкнутый контур Γ+ занимает по-
ложение, при котором область λ+ содержит
только нули zνs+, zνs−, а область λ− — только
нули ξνn. Замкнутый контур Γ− охватывает об-
ласть, содержащую все нули zνs+, zνs−, ξνn.

Из этого представления следует, что эле-
менты матрицы-функции K−1

b (αν3 ,−) являют-
ся рациональными функциями, единственны-
ми особенностями которых являются нули zνs+,
zνs−, причем член, содержащий их, выделен яв-
но.

Граничные условия в соответствии с алго-
ритмом применения дифференциального ме-
тода факторизации в случаях неконтактиру-
ющих границ применяются в соответствии с
правилами, оговоренными в [1–3].

Удовлетворение граничных условий осу-
ществляется по следующей схеме. Вначале
граничные условия на неконтактирующей гра-
нице для каждого отдельного блока вносят-
ся в соответствующие векторы внешних форм
функциональных уравнений (3). При контак-
те блоков на общих границах соседних блоков
выполняются условия сопряжения (2), кото-
рые могут, в зависимости от свойств описы-
ваемых полей, включать некоторые соотноше-
ния для решений и их производных. В про-
стейшем случае это равенство решений и их
производных на общей границе при переходе
из одного блока в соседний. Эти соотношения
должны быть внесены в соответствующие век-
торы внешних форм функциональных уравне-
ний (3), предварительно разрешенных относи-
тельно неизвестных на границе производных
по нормали. В результате получаются псевдо-
дифференциальные уравнения вида

N∑
p=1

Cν−bpmn

[∫∫
∂Ω

ωbp(α
ν
1 , α

ν
2 , z

ν
n−)−

−Gb(α
ν
1 , α

ν
2 , z

ν
n−)

]
= 0, (6)

Cν±bpmn = −
N∑
s=1

′Gbps(z
ν
n±)Kbms(z

ν
n±)

Gb(z
ν
n±)K ′b(z

ν
n±)

,

m 6= s, m 6= p,

Cν±bmmn =
1

K ′b(z
ν
n±)

,

n± ≡ nb± = 1, 2, . . . , Sνb (±).

Решение уравнений обеспечит выполнение
контактных граничных условий (2) при реше-
нии псевдодифференциальных уравнений, что
доказывается по схеме, изложенной в [4].

Опуская дальнейшие преобразования, из-
ложенные в [1, 2], получаем в случае блоков,
занимающих выпуклые области, представле-
ние решения в каждом блоке в виде

ϕb(x
ν) =

1

8π3

∞∫∫∫
−∞

K−1
b (αν3 ,+)K−1

blm(αν3 ,−)×

×

∫∫
∂Ω

ωb −Gb(α
ν)

 e−i〈αν3xν3〉dαν1dαν2dαν3 ,
xν ∈ Ωb.

Решение можно сделать более наглядным,
вычислив интеграл по параметру αν3 по теории
форм-вычетов Лере. В результате имеем

ϕb(x
ν) =

1

4π2

∞∫∫
−∞

∑
s

e−i(α
ν
1x
v
1+αν2x

ν
2)×

×

[
K−1
b

(
i
∂

∂xν3

)
Φ+b(α

ν
1 , α

ν
2 , z

v
s+)e−iz

ν
s+x

ν
3−

−K−1
b

(
i
∂

∂xν3

)
Φ−b(α

ν
1 , α

ν
2 , z

ν
s−)e−iz

ν
s−x

ν
3

]
dαν1dα

ν
2 ,

tm±b
(
αν1 , α

ν
2 , z

ν
s±
)

= −
P∑
p=1

∫∫
∂Ω±b

ωpbZmp(z
ν
s±)

Qb(z
ν
s±)K ′b(z

ν
s±)

+

+
P∑
p=1

G±pbZmp(z
ν
s±)

Qb(z
ν
s±)K ′b(z

ν
s±)

,

b = 1, 2, . . . , B, Φ±b = {0, 0, . . . , 0, tm±b, 0, . . . , 0}.
В этой формуле граница ∂Ωb и функции Gb

для выбранного xν3 < 0, xν ∈ Ω разбиты по
следующему правилу:∫∫

∂Ωb

ωb =

∫∫
∂Ω+b

ωb +

∫∫
∂Ω−b

ωb,

∫∫
∂Ω+b

ωb exp(−iαν3xν3)→ 0, Imαν3 →∞,

∫∫
∂Ω−b

ωb exp(−iαν3xν3)→ 0, Imαν3 → −∞,

Gb = G+
b + G−b , G+

b exp(−iαν3xν3)→ 0,

Imαν3 →∞,
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G−b exp(−iαν3xν3)→ 0, Imαν3 → −∞.

Построенные решения были проверены на
примерах краевых задач для слоистой среды,
решаемых точно, результаты совпали.

Благодаря доказанной в работе возмож-
ности решения дифференциальным методом
факторизации краевых задач для неоднород-
ных дифференциальных уравнений в блочных
структурах открывается возможность приме-
нения этого метода для исследования и реше-
ния кревых задач как для систем дифферен-
циальных уравнений с переменными коэффи-
циентами, так и для нелинейных случаев, ис-
пользуя известные приемы покрытия областей
задания краевых задач сетками [5].

Автор благодарит члена-корреспондента
РАН Д.А. Индейцева за ценные советы и об-
суждение работы.
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