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ABOUT THE IMPACT OF THE FORM OF AN ISOLATED DEFECT ON MACROSCOPIC
CRITERIA OF BRITTLE FRACTURE

Dunaev V. I., Tuguz T. K.

It has been shown in the paper that the orientation of a crack during its formation may depend
on the initial form of a previously formed defect. For the model of an astroid-form defect (e.g. pores in
polycrystallin ceramics), it has been found out that under uniaxial compression of a plate the crack is
oriented at an angle of 45 degrees to the line of the force action. Thus, the limiting curve of fracture has
an ellipse form in the space of main stresses and represents the special case of a limiting curve obtained
during formation of an ellipse-form defect.

Введение

В работах [1–3] рассмотрена задача о раз-
рушении пластины при однократном статиче-
ском нагружении под действием главных на-
пряжений P1, P2 при образовании дефекта
в виде эллипса с полуосями a, b(a), a > b.
При этом для идеально хрупких материалов
получен макроскопический критерий хрупко-
го разрушения в виде кривой эллиптической
формы в пространстве главных напряжений
P1, P2 в зависимости от физико-механических
параметров материала, температуры и полу-
длины трещины a при b2/a2 � l. Установ-
лено, что независимо от комбинаций крити-
ческих напряжений P1 и P2, соответствую-
щих точкам, лежащим на кривой разрушения,
трещина будет ориентирована либо перпен-
дикулярно растягивающему напряжению, ли-
бо вдоль сжимающего напряжения, что хоро-
шо согласуется с экспериментальными данны-
ми для многих идеально хрупких материалов
(некоторые естественные камни, органические
и неорганические стёкла). Однако существу-
ют материалы (некоторые горные породы, ке-
рамики), которые при растяжении и сдвиге
разрушаются от максимальных нормальных
напряжений (трещина располагается перпен-
дикулярно к растягивающему напряжению),

а при сжатии — от касательных напряжений
(трещина располагается под углом от 0◦ до
45◦ к направлению действия сжимающего на-
пряжения). Можно предположить, что коли-
чественные соотношения между параметрами,
определяющими макроскопический критерий
хрупкого разрушения, и ориентация трещины
при её образовании зависят от начальной фор-
мы дефекта.

1. Энергетические условия хрупкого
разрушения

В работах [1–3] предложено энергетическое
условие хрупкого разрушения при однократ-
ном статическом нагружении

dW

da
= 0. (1.1)

В этом условии интеграл полной энергии
W = U − γΣ в случае плоского напряжённо-
деформированного состояния имеет вид

W = U − γΣ =
1

2

∮
Σ

σ
(0)
ij u

(1)
i njds+

+ α0T0k1

∮
Σ

u
(1)
i δijnjds− γΣ, (1.2)

i, j = 1, 2.

1Дунаев Владислав Игоревич, канд. физ.-мат. наук, доцент кафедры численного анализа Кубанского госу-
дарственного университета.

2Тугуз Тимур Казбекович, студент факультета прикладной математики Кубанского государственного уни-
верситета.



О влиянии формы изолированного дефекта на макроскопические критерии. . . 47

Здесь введены обозначения: U – интеграл
внутренней энергии, γ — внутренняя энергия,
необходимая для образования единицы новой
поверхности Σ, σ(0)

ij — компоненты тензора на-

пряжения в пластине без дефекта, u(1)
i — ком-

поненты вектора перемещения в пластине с
дефектом, ni — компоненты вектора внеш-
ней нормали к области, ограниченной конту-
ром Σ, α0 — линейный коэффициент теплово-
го расширения, T0 — абсолютная температура,
k1 = E/(1 − ν) — для плоского напряжённо-
го состояния, k1 = E/(1 − 2ν) — для плоской
деформации, E — модуль упругости, ν — ко-
эффициент Пуассона.

В плоских задачах теории упругости ком-
поненты напряжений и перемещений опреде-
ляются двумя комплексными функциями φ(z)
и ψ(z), комплексной переменной z = x1 + ix2

и их производными [4]

σ11 + σ22 = 2
[
ϕ′(z) + ϕ′(z)

]
,

σ22 − σ11 + 2iσ12 = 2
[
z̄ϕ′′(z) + ϕ′(z)

]
, (1.3)

2µ (u1 + iu2) = κϕ(z)− zϕ′(z)− ψ(z),

где κ = 3 − 4ν, κ = (3 − ν)/(1 + ν) — для
плоской деформации и плоского напряжённо-
го состояния соответственно, черта сверху —
комплексно сопряжённая величина.

С учётом соотношений (1.3) и формул
n1ds = dx2, n2ds = −dx1 комплексное
представление интегралов внутренней энер-
гии (1.2) имеет вид [1,2]

U = − 1

4µ
Re

1

i

∮
Σ

(Θ11Θ12 −Θ21Θ22) dz

−
− α0T0k1

2µ
Re

i
∮
Σ

Θ21dz

 , (1.4)

где

Θ11 = κϕ1(z)− zϕ′1(z)− ψ1(z),

Θ12 = z̄ϕ′′0(z) + ψ′0(z),

Θ21 = κϕ1(z)− z̄ϕ′1(z)− ψ1(z),

Θ22 = ϕ′0(z) + ϕ′0(z).

2. Макроскопический критерий
хрупкого разрушения при

образовании изолированного дефекта
в форме астроиды

Решения краевых задач термоупругости
для тел с трещиной зависят от её характер-
ных размеров. Однако в этих решениях не
содержится зависимости между характерны-
ми размерами трещины и заданными внешни-
ми нагрузками, при которых возможно нача-
ло её движения. Для получения такой зави-
симости необходимо дополнить решения задач
термоупругости условием разрушения, связы-
вающим величины внешней нагрузки с ха-
рактерными размерами трещин, при которых
возможно их распространение. Состояние те-
ла, при котором движение трещины стано-
вится возможным, называется предельным со-
стоянием равновесия, а условие наступления
этого предельного состояния, называют мак-
роскопическим критерием разрушения. В об-
щем случае при однократном статическом на-
гружении это энергетическое условие разру-
шения (1.1). Однако конкретизация этого со-
отношения требует дополнительных предпо-
ложений относительно формы и расположе-
ния дефекта. Приведём формулировку макро-
скопического критерия хрупкого разрушения
при однократном статическом нагружении в
условиях однородного плоского напряжённо-
деформированного состояния

F (P1, P2, E, ν, T0, α0, a∗) = 0, (2.1)

который представляет предельную кривую
в пространстве главных напряжений P1, P2,
определяющую все те комбинации компонен-
тов напряжений (пределов прочности), при
которых возможно начало движения трещины
с характерным размером a∗.

Рассмотрим задачу о разрушении пластин-
ки при образовании дефекта в форме астро-
иды с параметром a (рис. 1) под действи-
ем главных растягивающих и (или) сжима-
ющих напряжений P1, P2, причём направле-
ние действия напряжения P1 составляет угол
α = α(a) с осью ox1, а направление действия
напряжения P2 составляет с осью Ox1 угол,
равный α+ π

2 .
Для случая плоскости [4] при однородном

напряжённо-деформированном состоянии

ϕ0(z) =
P1 + P2

4
z,

ψ0(z) = −P1 − P2

4
ze−2iα.

(2.2)
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Рис. 1. Схема нагружения пластины при образовании дефекта в форме астроиды

Для этой же плоскости, ослабленной отверсти-
ем Σ в форме астроиды, граничное условие на
контуре астроиды при z ∈ Σ имеет вид

ϕ1(z) + zϕ′1(z) + ψ1(z) = 0, (2.3)

то же условие в комплексно-сопряжённой
форме

ϕ1(z) + zϕ′1(z) + ψ1(z) = 0. (2.4)

Подставляя выражения (2.2), (2.3), (2.4) в
интеграл (1.4), после элементарных преобра-
зований получаем

U = −κ+ 1

8µ
Re

{
i

∮
Σ

[
ϕ1(z) (P1 + P2) +

+ ϕ1(z)(P1 − P2)e−2iα
]
dz

}
−

− α0T0k1κ

2µ
Re

i
∮
Σ

ϕ1(z)dz

 . (2.5)

Введём функцию

z = ω(ξ) =
3a

4

(
ξ +

1

3ξ2

)
, (2.6)

которая отображает рассматриваемую плос-
кость с отверстием в виде астроиды на плос-
кость |ξ| > 1 с круглым отверстием. Переходя
в интегралах (2.5) к переменной ξ по формуле

(2.6), получаем

U = −κ+ 1

8µ
Re

{
i

∮
|ξ|=1

[
ϕ1(ξ) (P1 + P2) +

+ ϕ1(ξ) (P1 − P2) e−2iα
]
ω′(ξ)dξ

}
−

− α0T0 (κ+ 1)

2µ
Re

i
∮
|ξ|=1

ϕ1(ξ)ω′(ξ)dξ

 .

(2.7)

Функция ϕ1(ξ), следуя [5], имеет вид

ϕ1(ξ) =
3a

4

{
Γξ − Γ

3ξ3
− Γ′

ξ
+

4a1

9aξ

}
, (2.8)

где Γ = 1
4 (P1 + P2), Γ′ = −1

2 (P1 − P2) e−2iα.
Вычисляя интегралы (2.7) по окружности

|ξ| = 1 при заданных функциях (2.6), (2.8) с
учётом равенства Σ = 6a для полной энергии
(1.2) получаем выражение

W = W [a, α(a)] = U − γΣ =

=
κ+ 1

8µ

3

128
πa2

[
16 (P1 + P2)2 + 9 (P1 − P2)2 +

+9 (P1 − P2)2 cos 4α
]

+

+
α0T0k1 (κ+ 1)

2µ

3

8
πa2 (P1 + P2)− 6γa.

Подставляя последнее выражение в энергети-
ческое условие хрупкого разрушения (1.1), по-
лучим макроскопический критерий хрупкого
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Рис. 2. Предельная кривая в пространстве главных напряжений Р1, Р2

разрушения

dW

da
=

3(κ+ 1)πа
512µ

[
16(P1 + P2)2+

+ 27(P1 − P2)2 + 9(P1 − P2)2 cos 4α−

− 18a(P1 − P2)2 sin 4α
dα

da

]
+

+
3α0T0k1(κ+ 1)

8µ
πa(P1 + P2)− 6γ = 0. (2.9)

В случае изотропных материалов критерий
разрушения (2.9) представляет предельную
кривую в пространстве переменных P1, P2,
которая должна быть симметричной относи-
тельно прямой P1 = P2. Это выполняется при
следующем условии:

2a sin 4α
dα

da
= cos 4α. (2.10)

Предполагая в уравнении (2.9), что для каж-
дого материала существует характерные раз-
мер образовавшегося дефекта a = a∗ = const
при любых комбинациях главных напряже-
ний, с учетом условия (2.10) получим мак-
роскопический критерий хрупкого разруше-
ния при однократном статическом нагруже-
нии (рис. 2).

P 2
1 + P 2

2 −
22

43
P1P2 +

64

43
α0T0k1(P1 + P2) =

=
1024µ

43(κ+ 1)π

γ

a∗
. (2.11)

Заметим, что критерий (2.11) является част-
ным случаем критерия, полученного в рабо-
те [1] для дефекта эллиптической формы при

ν∗ ≈ 0, 256

P 2
1 +P 2

2−2ν∗P1P2+2α0T0k1(1−ν∗)(P1+P2) =

=
32µ(1− ν∗)

(κ+ 1)π

γ

a∗
.

Положение дефекта относительно направле-
ний действия главных напряжений P1 и P2

определим из уравнения (2.10). Интегрируя
уравнение (2.10), получаем

|cos 4α| = c2
0

a2
,

α(a) =



1

4
arccos

a2

c2
0

при 0 6 α 6
π

8
,

3π

8
< α <

π

2
,

1

4

(
π − arccos

a2

c2
0

)
при

π

8
< α <

3π

8
,

a > a∗ > 0,

(2.12)

где с0 — произвольная постоянная.
Рассмотрим решение (2.12) при образова-

нии дефекта критических размеров, т. е. при
a = a∗. Значению a∗ соответствуют возмож-
ные комбинации критических напряжений P1,
P2 (2.11). Тогда постоянная с0 может быть
определена, если известно положение трещи-
ны при разрушении образца материала, раз-
вивающейся из точек возврата дефекта в фор-
ме астроиды, для какой либо одной комбина-
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ции главных напряжений P1 и P2. Из экспе-
римента известно, что для рассматриваемых
материалов в случае P2 =0, P1 = P+, соответ-
ствующем одноосному растяжению α(a∗) = 0
или α = π/2, трещина развивается из двух то-
чек возврата дефекта x1 = 0, x2 = ±a или
x2 = 0, x1 = ±a перпендикулярно растягиваю-
щему напряжению P+, которое равно пределу
прочности при растяжении.

С другой стороны, для рассматриваемых
материалов при P2 = 0, P1 = P−, что
соответствует одноосному сжатию (рис. 1)
α(a∗) = π/4, трещина развивается равновоз-
можно из каких-либо двух противоположных
точек возврата дефекта под углом 45◦ к линии
действия сил.

Для того, чтобы значения α(a∗) = 0,
α(a∗) = π/4, α(a∗) = π/2 могли реализовать-
ся, в (2.12) необходимо положить c0 = a∗. Вы-
бор ориентации трещины, развивающейся из
точек возврата дефекта, при различных ком-
бинациях P1 и P2 (рис. 2) может быть сделан
из дополнительных экспериментальных дан-
ных, с учётом перехода к рассмотренным слу-
чаям осевого растяжения и сжатия.

Во втором квадранте координатной плос-
кости P1, P2 (рис. 2) в случае P2 > 0, P1 < 0
и |P1| 6 P2 для рассматриваемых материа-
лов при |P1| = P2 трещина развивается из то-
чек возврата дефекта перпендикулярно растя-
гивающему напряжению P2, α = 0 (рис. 1),
что соответствует экспериментальным дан-
ным, причём при значениях |P1|, близким к
нулю, и P2, близким к P+, получаем случай
одноосного растяжения.

Аналогичные рассуждения для определе-
ния положения трещины могут быть прове-
дены для четвёртого квадранта координатной
плоскости P1, P2.

В первом квадранте при P1 > 0, P2 > 0
трещина располагается перпендикулярно к
линии действия наибольшего растягивающего
напряжения. При этом при любых комбинаци-
ях величин P1 и P2 значение α(a∗) будет равно

либо нулю, либо π/2 в силу симметрии дефек-
та и также удовлетворяется случай простого
растяжения.

В третьем квадранте при P1 < 0, P2 < 0
трещина располагается под углом 45◦ к линии
действия наибольшего сжимающего напряже-
ния, а также удовлетворяется случай просто-
го сжатия, если какое-либо из напряжений P1

или P2 равно нулю.

Заключение

В работе показано, что ориентация тре-
щины при ее образовании может зависеть от
начальной формы образования дефекта. Для
модели дефектов в форме астроиды (напри-
мер, поры в поликристаллических керамиках)
получено, что при одноосном сжатии пласти-
ны трещина распространяется под углом 45◦
к линии действия силы. При этом предель-
ная кривая разрушения имеет форму эллип-
са в пространстве главных напряжений и яв-
ляется частным случаем предельной кривой,
полученной при образовании дефекта эллип-
тической формы.
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