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The article introduces a number of new definitions for matrix-functions factorization, which are
stipulated by two newly developed methods, i. e. differential and integral factorization methods.

В статье вводится ряд новых определений
факторизации матриц-функций, которые про-
диктованы двумя новыми, разработанными
методами – дифференциальным и интеграль-
ным методами факторизации [1–9]. Впервые
доказано, что матрицы-функции с мероморф-
ными элементами в общем случае имеют фор-
мулы факторизации, что ранее считалось воз-
можным лишь для частных случаев [10–13]. В
зависимости от задач приводятся различные
виды этих формул. В частности, они позво-
ляют построить решения многочисленных си-
стем интегральных уравнений Винера–Хопфа,
которые ранее не удавалось решить [13].

1. Рассматриваемые матрицы-функции
K(αν) обладают следующими свойствами:
элементы Kmp(α

ν), m, p = 1, 2, . . . , N матриц-
функций являются в общем случае целыми
функциями экспоненциального типа перемен-
ных ανk, k = 1, 2, 3.

Здесь индексом ν обозначена локальная
система координат, порожденная касатель-
ным расслоением границы области, занятой
материалом [1–5].

Предполагается, что нулевыми множества-
ми целых функций являются некоторые ана-
литические множества многих комплексных
переменных. Представления этих аналитиче-
ских множеств формально можно записать в
разрешенном относительно параметра αn виде

при вещественных остальных переменных

αν3s = αν3s(α
ν
1 , α

ν
2) = αν3s(α

ν′), s = 1, 2, . . . .

Это представление в дальнейшем называем
нулями целых функций, которые в терминах
одного комплексного переменного определяют
ее порядок и тип. Для упрощения порядок
считается первым, а тип — не выше σ. Опре-
делитель K(α) матрицы-функции, очевидно,
также целая функция того же порядка, а ти-
па — не выше Nσ.

Для применения построенных в настоящей
работе формул факторизации необходимо зна-
ние в нужном объеме, диктуемом целями зада-
чи, нулей определителя, которые обозначены
в виде

zν±sk = α
ν±
sk (α′)πs+ o(1),

s = 1, 2, . . . , k = 1, 2, . . . , N.

Здесь z±sk — нули определителя матрицы-
функции. Среди них могут быть лежащие в
верхней Im z+

sk > 0 и нижней Im z−sk < 0 по-
луплоскостях, или на вещественной оси, кото-
рые из физических соображений относятся к
верхней или нижней полуплоскости, что ука-
зывается дополнительно. В том случае, когда
принадлежность нуля верхней или нижней по-
луплоскости будет несущественной, или вклю-
чаются все нули — верхней и нижней полу-
плоскостей, принимается обозначение zsk.
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В частности, количество нулей может ока-
заться ограниченным, если матрица полино-
миальная. Асимптотика нулей свидетельству-
ет о том, что принят во внимание порядок це-
лых функций.

Считаем, что α±sk (α′) — непрерывные на
вещественной оси функции вещественных пе-
ременных α1, α2.

Обозначим через λp область, содержащую
все нули zsp(α′) для избранного p определите-
ля K(αν3) = detK(αν3).

Обозначим через λp+ область, содержа-
щую все нули zνsp+, Im zνsp+ > 0 определи-
теля K(αν3) = detK(αν3), а через λp− — ее
дополнение до всей плоскости с нулями zνsp−
Im zνsp− < 0 с разделяющей области границей
Γ. В дальнейшем, если не оговорено отдель-
но, считаем, что контуры обходят области λp,
λp+ против часовой стрелки. Заметим, что об-
ласти λp λp+ могут оказаться неодносвязны-
ми, состоящими из нескольких областей, в том
числе и уходящих на бесконечность. Соответ-
ственно контур Γ может состоять из несколь-
ких контуров, ограничивающих области с об-
ходом против часовой стрелки.

С каждой группой нулей z±sk (α′), zsk(α′)
связываются бесконечные произведения вида

Φp±(α3) = γp(α3)

Sp∏
s=1

(
1− α3

z∓sp

)
e
α3

z∓sp ,

p = 1, 2, . . . , N, sp 6∞,

Φp(α3) = γp(α3)

Sp∏
s=1

(
1− α3

zsp

)
e
α3
zsp ,

p = 1, 2, . . . , N, sp 6∞.
Определение 1. Будем называть

матрицы-функции K−1
lm(αν3 ,−) левой, а

K−1
rm(αν3 ,−) — правой факторизующей для

матрицы-функции K(αν3) в области λp, если
они обладают следующими свойствами:

– в случае левой факторизующей имеет ме-
сто соотношение

K(αν3 ,+) = K−1
lm(αν3 ,−)K(αν3);

– в случае правой факторизующей спра-
ведливо соотношение

K(αν3 ,+) = K(αν3)K−1
rm(αν3 ,−),

где матрицы-функции K(αν3 ,+) регулярны
в области λp и их определители не име-
ют в этой области нулей, а матрицы-
функции Klm(αν3 ,−), Krm(αν3 ,−), обратные к

матрицам-функциям K−1
lm(αν3 ,−), K−1

rm(αν3 ,−)
соответственно, регулярны вне области λp и
их определители не имеют вне этой области
нулей.

Доказана
Теорема 1. Пусть элементы матрицы-

функции K(αν3) являются целыми или раци-
ональными функциями. Пусть определитель
матрицы-функции в области λp имеет нули
zsp(α

′). Тогда элементы правой факторизую-
щей матрицы-функции K−1

lm(αν3 ,−) для K(αν3)
представимы в следующей форме:

K−1
rm(αν3 ,−) =



1 R1m(αν3) 0
1 R2m(αν3)

. . .
...

. . . Rmm(αν3) . . .
...

. . .
0 RNm(αν3) 1


,

Rpm(αν3) =
1

2πi

∫
Γ

N∑
s=1

′ Dps(m,u)Ksm(u)du

Dm(u)Φm(u)(un − αν3)
,

p = 1, 2, . . . ,m− 1,m+ 1, . . . , N, αν3 /∈ λp,

Rmm(αν3) = Φ−1
m (αν3).

Матрицы-функции Km(αν3) порядка N−1,
получающиеся из матрицы-функции K(αν3)
вычеркиванием строки и столбца под номером
m, имеют обратные K−1

m (αν3), если их опре-
делители Dm(αν3) отличны от тождественного
нуля. Обратную матрицу-функцию K−1

m (αν3)
можно записать в виде

K−1m (αν3) =
∥∥D−1

m (αν3)Dps(m,α
ν
3)
∥∥ ,

p 6= m, s 6= m, Dm(αν3) = detKm(αν3).

Предполагается, что нули ξνn ее определи-
теля Q(αν3) = detK(αν3 ,m) не совпадают с
нулями zνsp. Теорема доказывается непосред-
ственной проверкой произведения матриц-
функций.

Аналогичный вид имеет левая фактори-
зующая матрица-функция K−1

lm(αν3 ,−), с той
лишь разницей, что

K−1
lm

(
αν3,−

)
=



1 0
1

. . .
Sm1 Sm2 . . . Smm . . . SmN

. . .
0 1


,
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и подобным видом элементов Smp(αν3).

Smp(α
ν
3) =

1

2πi

∫
Γ∓

N∑
s=1

′ Qps(u3)Kms(u3)du3

Q(u3)K(u3)(u3 − αν3)
−

−
(

1

2
∓ 1

2

)
R0
mp(α

ν
3)

K(αν3)
,

m 6= p,

R0
mp(α

ν
3)

K(αν3)
=

Zmp(α
ν
3)

Q(αν3)K(αν3)
+

+
∑
n

Zmp(ξ
ν
n)

Q′(ξνn)K(ξνn)(ξνn − αν3)
,

Smm(αν3) = K−1(αν3), αν3 ∈ λ∓,

Zmp(α
ν
3) =

N∑
s=1

′

Qps(α
ν
3)Kms(α

ν
3).

Ниже будем рассматривать матрицы-
функции K(αν3), являющиеся характеристиче-
скими уравнениями, порождаемыми система-
ми дифференциальных уравнений в частных
производных порядка N .

Элементы матрицы-функции K(αν3) явля-
ются полиномиальными функциями. Предста-
вим определитель матрицы-функции в виде

K(αν3) = detK(αν3) ≡ Φ(αν3) =

=
∏
k

(αν3 − zν3k+)
∏
n

(αν3 − zν3n−).

Обозначим через λp область, содержащую
все нули определителя K (αν3).

Определение 2. Левой дифференциаль-
ной факторизацией матрицы-функции K(αν3)
с полиномиальными коэффициентами будем
называть ее представление в виде

K (αν3) = Klm (αν3 ,−)K (αν3+) ,

где элементы матриц-функций Klm(αν3 ,−),
K(αν3+) даются теоремой 1.

Правой дифференциальной факторизаци-
ей матрицы-функции K (αν3) с полиномиаль-
ными коэффициентами будем называть ее
представление в виде

K (αν3) = K (αν3+)Krm (αν3 ,−) ,

где элементы матриц-функций Krm (αν3 ,−),
K (αν3+) даются теоремой 1.

Очевидно, матрица-функция K (αν3+) име-
ет определитель, не зависящий от αν3 . Теорема
1 позволяет строить эти факторизации.

Построение формул факторизации меро-
морфных матриц-функций с элементами, за-
висящими от нескольких комплексных пере-
менных, явилось принципиальным при даль-
нейших исследованиях.

2. Ниже строятся формулы факторизации
для интегрального метода факторизации. Об-
суждаются и решаются вопросы факториза-
ции произвольных матриц-функций, элемен-
ты которых являются мероморфными функ-
циями двух комплексных переменных. Стро-
ятся правосторонние и левосторонние факто-
ризации, а также формулы, позволяющие осу-
ществлять каноническую факторизацию.

Рассматриваются матрицы-функции
M(αν3) с мероморфными элементами вида

M(αν3) =
K(αν3)

M(αν3)
,

K(αν3) =

K11(αν3) . . . K1N (αν3)
...

...
KN1(αν3) · · · KNN (αν3)

 .

Здесь в общем случае функцииKij(α
ν
3),K(αν3)

являются целыми функциями первого поряд-
ка, типа σ.

Очевидно, в общем случае определитель
матрицы-функции K(αν3) = det ‖Kij(α

ν
3)‖ бу-

дет целой функцией первого порядка, типа
σN .

В связи с этим он в общем случае будет
иметь N ветвей нулей, уходящих на бесконеч-
ность, имеющих указанное выше представле-
ние.

Будем считать, что элементыM−1(αν3)Kij(α
ν
3)

матрицы-функции убывают как |α|ε, |ε| < 1,
при |α| → ∞.

Обозначим через λ+ верхнюю комплекс-
ную полуплоскость параметра αν3 , а через
λ− — нижнюю.

Определение 3. Правосторонней (ле-
восторонней) интегральной факторизацией
матрицы-функции M(αν3) с нулевыми частны-
ми индексами называется ее представление в
форме

M (αν3) = M∓ (αν3)M± (αν3) .

Здесь принято, что верхние знаки этажности
отвечают случаю правосторонней факториза-
ции, а нижние — левосторонней факториза-
ции. Матрица-функция M+(αν3) имеет регу-
лярные в области λ+ элементы и определитель
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не обращается в ней в ноль. Матрица-функция
M−(αν3) обладает таким же свойством в обла-
сти λ−. В общем случае матрицы-функции не
коммутативные.

Для факторизации матрицы-функции
M (αν3) в случае наличия нулей необходимо
факторизовать целую функцию M (αν3), что
делается разделением множителей, содержа-
щих нули в нижней и верхней полуплоскостях
комплексной плоскости. Главная сложность
состоит в том, что необходимо факторизо-
вать матрицу-функцию K (αν3), причем долж-
ны быть выполнены требования канонично-
сти факторизации всей матрицы-функции
M (αν3) .

Приводится один из общих случаев факто-
ризации матриц-функций с элементами в ви-
де целых функций, для которых факториза-
цию удается выполнить точно. Осуществляет-
ся факторизация матрицы-функции K (αν3).

Пусть нули определителя K(αν3) имеют N
счетных множеств, каждое из которых зани-
мает области λp, p = 1, 2, . . . , N .

Положим λp± = λp ∩ λ±.
Условимся в следующих обозначениях:

Klm [K (αν3)]m = Klm (αν3 ,−)K (αν3) ,

[K (αν3)]mKrm = K (αν3)Krm (αν3 ,−) .

Здесь левая факторизующая матрица-
функция Klm (αν3 ,−) строится для стоящей
справа матрицы-функции, а правая фактори-
зующая матрица-функция Krm (αν3 ,−) — для
стоящей слева, причем в качестве области вы-
брана λlm+.

В этих формулах для построения описан-
ных матриц-функций Klm (αν3 ,−), Krm (αν3 ,−)
используются элементы известной матрицы-
функции K (αn). После этого вычисляются
произведения матриц, порождающие новую
матрицу-функцию. Применяя эту операцию,
представим матрицу-функцию K (αn) в виде

K(αν3) = K−1
l1 . . .K−1

lN−1K
−1
lN

KlN

[
KlN−1 [. . .Kl1 [K(αν3)]1 . . .]N−1

]
N
.

Отсюда справедлива
Теорема 2. Основанные на левой фак-

торизующей матрице функции, правосто-
ронняя интегральная факторизация (левая
правосторонняя интегральная факторизация)
матрицы-функции K(αν3) дается соотношени-
ями

K+(αν3) =

= KlN

[
KlN−1 [. . .Kl1[K(αν3)]1 . . .]N−1

]
N
,

K−(αν3) = K−1
l1 . . .K−1

lN−1K
−1
lN ,

Klm[K(αν3)]m = Klm(αν3 ,−)K(αν3),

если в качестве λp выбрано λp+.
Левосторонняя интегральная факториза-

ция (левая левосторонняя интегральная фак-
торизация) матрицы-функции K(αν3) дается
соотношениями

K−(αν3) =

= KlN

[
KlN−1 [. . .Kl1[K(αν3)]1 . . .]N−1

]
N
,

K+(αν3) = K−1
l1 . . .K−1

lN−1K
−1
lN ,

если в качестве λp выбрано λp−.
Аналогично предыдущему рассмотрим со-

отношение

K(αν3) =

[
. . .
[[

[[[K]1Kr1]2Kr2]3Kr3 . . .

. . .
]
L
KrL . . .

]
N−1

KrN−1

]
N

KrNK
−1
rNK

−1
rN−1 . . .

. . . ·K−1
rL . . . ·K

−1
r3 K

−1
r2 K

−1
r1 .

Теорема 3. Основанные на правой фак-
торизующей матрице-функции левосторон-
няя интегральная факторизация (правая
правосторонняя интегральная факторизация)
матрицы-функции K(αν3) дается соотношени-
ями

K+(αν3) =

[
. . .
[[

[[[K]1Kr1]2Kr2]3Kr3 . . .

. . .
]
L
KrL . . .

]
N−1

KrN−1

]
N

KrN ,

K−(αν3) = K−1
rNK

−1
rN−1 . . .·K

−1
rL . . .·K

−1
r3 K

−1
r2 K

−1
r1 ,

[K(αν3)]mKrm = K(αν3)Krm(αν3 ,−),

если в качестве λp выбрано λp+.
Правосторонняя интегральная фактори-

зация (правая левосторонняя интегральная
факторизация) матрицы-функции K(αν3) да-
ется соотношениями

K−(αν3) =

[
. . .
[[

[[[K]1Kr1]2Kr2]3Kr3 . . .

. . .
]
L
KrL . . .

]
N−1

KrN−1

]
N

KrN ,

K+(αν3) = K−1
rNK

−1
rN−1 . . .·K

−1
rL . . .·K

−1
r3 K

−1
r2 K

−1
r1 ,

если в качестве λp выбрано λp−.
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Очевидно, для факторизации матрицы-
функции M(αν3) необходимо произвести деле-
ние во всех предыдущих результатах факто-
ризации матрицы-функции K(αν3) на резуль-
тат факторизации функции K(αν3).

Построенные формулы факторизации со-
ставляют фундаментальную основу для прак-
тического применения абстрактных построе-
ний дифференциального и интегрального ме-
тодов факторизации [1–4].
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