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ON CLUSTER SETS OF CONTINUOUS FUNCTIONS IN CLASSES <θ
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The article considers cluster sets for a wide range of continuous functions defined within a unit circle.
The conditions have been obtained, which are necessary and sufficient for the existence of Plessner points
on the unit circumference.

Теория предельных множеств комплексно-
значных функций, в частности, мероморфных
функций, определённых в единичном круге,
широко освещена в монографиях [1, 2]. Гра-
ничному поведению голоморфных, мероморф-
ных, гармонических функций, определённых
в единичном круге, посвящены многие ста-
тьи [3–7]. Как известно [1, 2, 8], в этой теории
важную роль играют принадлежащие единич-
ной окружности точки, в которых предельные
множества по любому углу совпадают. Мно-
жество таких точек обозначают K(f). Кро-
ме того, в теории предельных множеств боль-
шое внимание уделяется точкам Плеснера, т. е.
точкам, в которых предельное множество по
любому углу совпадает с замыканием число-
вой прямой. Цель работы — охарактеризовать
вышеуказанные точки единичной окружности
для достаточно широкого класса действитель-
нозначных функций, определённых в единич-
ном круге.

В настоящей работе использованы обще-
принятые обозначения: через D, Γ и h(ξ, ϕ)
обозначены соответственно единичный круг
|z| < 1, единичная окружность |z| = 1 и хорда
единичного круга D, оканчивающаяся в точ-
ке ξ = eiθ ∈ Γ и образующая с радиусом
в этой точке угол ϕ; −π

2 < ϕ < π
2 . Пусть

∆(ξ, ϕ1, ϕ2) — подобласть круга D, ограни-
ченная хордами h(ξ, ϕ1) и h(ξ, ϕ2). Область
∆(ξ, ϕ1, ϕ2) называют обычно углом Штоль-

ца с вершиной в точке ξ = eiθ ∈ Γ и крат-
ко обозначают ∆(ξ). Интерпретируя круг D,
как модель плоскости в геометрии Лобачев-
ского, обозначим через σ(z1, z2) неевклидовое
расстояние между точками z1, z2 из круга D

σ(z1, z2) =
1

2
ln

1 + u

1− u
, где u =

∣∣∣∣ z1 − z21− z1z̄2

∣∣∣∣ .
Рассмотрим действительнозначную функ-

цию f(z). Для произвольного подмножества
S круга D, для которого точка ξ ∈ Γ —
предельная точка, обозначим через C(f, ξ, S)
предельное множество функции f(z) в
точке ξ относительно множества S, т. е.
C(f, ξ, S) = ∩f(S ∩ U(ξ)), где пересечение бе-
рётся по всем окрестностям U(ξ) точки ξ, а
черта означает замыкание множества отно-
сительно двухточечной компактификации R
множества R = (−∞,+∞) в виде отрезка по-
средством добавления к точкам множества R
символов −∞ и +∞. Точку ξ ∈ Γ отнесём к
множеству F (f), если C(f, ξ,∆(ξ)) состоит из
единственного значения α. В этом случае го-
ворят, что функция f(z) имеет в точке ξ ∈ Γ
угловой предел α. Множество F (f) называет-
ся множеством точек Фату для функции f(z).
Точку ξ ∈ Γ отнесём к множеству I(f), если
C(f, ξ,∆(ξ, ϕ1, ϕ2)) = C(f, ξ,∆(ξ, ϕ′1, ϕ

′
2)) = R

для любых двух углов ∆(ξ, ϕ1, ϕ2),
∆(ξ, ϕ′1, ϕ

′
2), где ϕi, ϕ

′
i ∈ (−π

2 ,
π
2 ), i = 1, 2.

Множество I(f) называется множеством
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точек Плеснера для функции f(z). Точ-
ку ξ ∈ Γ относят к множеству K(f) для
функции f(z), определённой в D, если
C(f, ξ,∆(ξ, ϕ1, ϕ2)) = C(f, ξ,∆(ξ, ϕ′1, ϕ

′
2)) для

любых углов ∆(ξ, ϕ1, ϕ2) и ∆(ξ, ϕ′1, ϕ
′
2) с вер-

шиной в точке ξ.
Понятие нормальной функции, введенное

для мероморфных функций и состоящее в
свойстве порождать нормальное семейство на
группе T всех конформных автоморфизмов
области определения, было затем перенесено
на гармонические и субгармонические функ-
ции. В случае единичного круга D груп-
па T состоит из элементов T = {S(z);

S(z) = eiα(z + a)(1 + āz)
−1 , a — произволь-

ная точка в D, α — произвольное действи-
тельное число }. Придерживаясь обозначе-
ний работы [9], положим, что действитель-
нозначная функция f(z) ∈ <, если на груп-
пе T всех конформных автоморфизмов еди-
ничного круга D порождаемое ею семейство
функций Φ : {f(S(z)); S(z) ∈ T} нормаль-
но в D в смысле Монтеля, т. е. из любой по-
следовательности {f(Sn(z))} семейства Φ, где
Sn(z) ∈ T можно извлечь подпоследователь-
ность {f(Snk(z))}, равномерно сходящуюся на
любом компактеK в D или равномерно расхо-
дящуюся к −∞ или к +∞ на K. В [9] сформу-
лирована общая задача об изучении гранич-
ных свойств мероморфных функций, порож-
дающих нормальные семейства на подгруп-
пах группы T. Была рассмотрена подгруппа
Tθ = {Sθa(z); Sθa(z) = (z + aeiθ)(1 + aze−iθ),
где a ∈ (−1, 1) и θ, 0 6 θ < π — фиксировано
}. Действительнозначную функцию f(z) отне-
сём к классу <θ, где 0 6 θ < π — фиксирова-
но, если порождаемое ею семейство функций
Φθ = {f(Sθa(z)); Sθa ∈ Tθ} нормально в D в
смысле Монтеля.

Теорема 1. Пусть непрерывная в D функ-
ция f(z) ∈ <θ, где 0 6 θ < π — фикси-
ровано. Для того, чтобы точка ξ = eiθ ∈ Γ
(или ξ = −eiθ) была точкой из множества
K(f), необходимо и достаточно совпадение
предельных множеств C(f, ξ, h(ξ, ϕ)) для мно-
жества значений ϕ, всюду плотных в интерва-
ле

(
−π

2 ,
π
2

)
.

Теорема 2. Для того, чтобы для непре-
рывной функции f(z) ∈ <θ, где 0 6 θ < π, точ-
ка ξ = eiθ (или ξ = −eiθ) была точкой Плес-
нера, необходимо и достаточно существование
такой последовательности {zn} → ξ, целиком
лежащей внутри некоторого угла ∆(ξ, ϕ1, ϕ2),
для которой предельное множество C(f, ξ, zn)
не ограничено ни сверху, ни снизу.

Теорема 3. Если ξ ∈ Γ — точка Плесне-
ра для непрерывной функции f(z) класса <θ,
0 6 θ < π фиксировано, то предельное множе-
ство C(f, ξ, {zn}) совпадает с R для любой по-
следовательности {zn}, lim

n→∞
zn = ξ, лежащей

внутри некоторого угла ∆(ξ, ϕ1, ϕ2) и удовле-
творяющей условию lim

n→∞
σ(zn, zn+1) = 0.

Предварительно докажем леммы.
Лемма 1. Пусть непрерывная в D функ-

ция f(z) ∈ <θ (0 6 θ < π фиксировано) и
существует предел lim

n→∞
f(zn) = c по некото-

рой последовательности {zn} ∈ ∆(ξ, ϕ1, ϕ2),
zn → ξ = eiθ (или −eiθ). Если {z′n} — про-
извольная последовательность точек в D, для
которой lim

n→∞
σ(zn, z

′
n) = 0, то и lim

n→∞
f(z′n) = c.

Доказательство леммы 1 приведено в ра-
боте [10].

Для доказательства теоремы 2 рассмотрим
следующее утверждение.

Лемма 2. Пусть f(z) — непрерывная в
D функция класса <θ, где 0 6 θ < π, и
имеет место совпадение предельных множеств
C(f, ξ, h(ξ, ϕ)) в точке ξ = eiθ или (ξ = −eiθ)
для множества значений ϕ, всюду плотных в
интервале

(
−π

2 ,
π
2

)
. Тогда совпадение предель-

ных множеств C(f, ξ, h(ξ, ϕ)) имеет место для
любых значений ϕ ∈

(
−π

2 ,
π
2

)
.

Доказательство. В силу непрерывности
функции f(z) и связности хорд предельные
множества C(f, ξ, h(ξ, ϕ)) для указанных в
лемме 2 хорд h(ξ, ϕ) совпадают с некоторым
замкнутым промежутком [α, β], причем воз-
можно, что α = −∞ или β = +∞. До-
кажем, что и для любого ϕ0 ∈

(
−π

2 ,
π
2

)
предельное множество C(f, ξ, h(ξ, ϕ0)) совпа-
дает с [α, β]. Рассмотрим такую последова-
тельность хорд {h(ξ, ϕ)}∞n=1, что ϕn = ϕ0 и
C(f, ξ, h(ξ, ϕn)) = [α, β].

Пусть γ — произвольное число, принадле-
жащее промежутку [α, β]. Тогда на каждой
хорде h(ξ, ϕn) найдется такая последователь-
ность

{
zkn
}
∈ h(ξ, ϕn),

{
zkn
}
→ ξ при k → ∞,

что lim f(zkn
k→∞

) = γ. Фиксируя n, через точ-

ки этой последовательности проведем неев-
клидовые перпендикуляры к h(ξ, ϕ0), пересе-
кающие эту хорду соответственно в точках{
pkn

}∞
k=1

. Изменяя n получим множество по-
следовательностей: z11 , z21 , . . . , zk1 ; z12 , z22 , . . . , zk2 ;
z1nz

2
n, . . . , z

k
n, . . ..

Из этого множества выберем диагона-
левую последовательность

{
zmnm

}∞
m=1

таким
образом, чтобы lim

m→∞
σ(zmnm , p

m
nm) = 0 и
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lim
m→∞

f(zmnm) = γ. Отсюда, в силу утвержде-
ния леммы 1, следует, что lim

m→∞
p(zmnm) = γ.

Поэтому, в силу произвольности числа γ, по-
лучим C(f, ξ, h(ξ, ϕ0)) ∈ [α, β] при любом
ϕ0 ∈

(
−π

2 ,
π
2

)
. Докажем справедливость сле-

дующего соотношения:

C(f, ξ, h(ξ, ϕ)) = [α, β] (1)

при любом ϕ ∈
(
−π

2 ,
π
2

)
. Без нарушения общ-

ности допустим, что α 6= −∞ и λ < α. Обо-
значим через δ = α − λ разность. Рассмот-
рим такую последовательность {qk}∞k=1, что
qk ∈ C(f, ξ, h(ξ, ϕ)) и lim

k→∞
f(qk) = λ. Прове-

дем через точки {qk} неевклидовые перпен-
дикуляры Ek к хорде h(ξ, ϕ), пересекающие
при любом фиксированном n хорду h(ξ, ϕn) в
точках lnk , где k = 1, 2, . . . и n = 1, 2, . . .. В
силу предположения, при любом фиксирован-
ном n из последовательности {lnk}

∞
k=1 можно

выбрать такую точку lnkn , где kn ∈ N , что

f(lnkn)− λ > δ

2
. (2)

Значения kn можно выбирать таким обра-
зом, чтобы k1 < k2 < . . . < kn < . . .. Так как
ϕn → ϕ, то lim

n→∞
σ(qnkn′

, lnkn) = 0. Принимая
во внимание утверждение леммы 1, получим
lim
n→∞

f(lnkn) = λ. А это противоречит неравен-
ству (2), тем самым утверждение леммы 2 до-
казано.

Для доказательства теоремы 2 докажем
следующее утверждение.

Лемма 3. Пусть непрерывная в D функ-
ция f(z) из класса <θ, где 0 6 θ < π.
Если существует такая последователь-
ность {zn} → ξ (или{zn} → −ξ), что
lim
n→∞

σ(zn, zn+1) 6M <∞, {zn} лежит внутри
некоторого угла ∆(ξ, ϕ1, ϕ2) и предельное мно-
жество C(f, ξ, {zn}) ограничено сверху (или
снизу), то функция f(z) ограничена сверху
(или снизу) в любом углу ∆(ξ).

Доказательство. Не нарушая общности,
допустим, что ξ = 1. Предположим, что
предельное множество C(f, ξ,∆(1, ϕ1, ϕ2)) не
ограничено сверху. Тогда существует такая по-
следовательность {an}, {an} ∈ ∆(1, ϕ1, ϕ2),
что lim

n→∞
f(an) = +∞. Соединим точки zn

неевклидовыми отрезками при любом n. По-
лучим кривую L, лежащую внутри области
H(1,−β0, β0) ⊃ ∆(1, ϕ1, ϕ2). Через точки an
проведем неевклидовые перпендикуляры En к

Λ0, пересекающие L и Λ0 соответственно в точ-
ках tn и rn. В силу свойств неевклидовой гео-
метрии круга D σ(tn, rn) 6 σ(0, tg β02 ) = N и
σ(an, rn) 6 N при n = 1, 2, . . ..

Так как точки tk при любом k
будут лежать между точками znk ,
k = 1, 2, . . . , где {znk} — подпоследо-
вательность последовательности {zn}, то
σ(tk, znk) 6 σ(znk , znk+1) 6 M + 1, начиная
с некоторого номера k. В силу неравенства
треугольника для метрики σ будем иметь, что
σ(rk, znk) 6 σ(rk, tk) + σ(tk, znk) 6 M +N + 1.
Рассмотрим при любом k отображения
Sk(z) = z+rk

1+rkz
, где k = 1, 2, . . .. Очевидно,

что Sk(0) = rk, Sk(z′k) = zk, Sk(a′k) = ak,
где z′k, a′k прообразы точек zk, ak при
отображениях Sk(z). Рассмотрим компакт
K = {z : |z| 6 th(M + N + 2)}, который
представляет из себя замкнутый неевклидо-
вый круг с центром в точке z = 0 и неев-
клидовым радиусом M + N + 2. В силу ин-
вариантности метрики σ отсюда следует, что
предельные точки последовательностей z′k и
a′k будут лежать внутри K. Обозначим пре-
дельные точки некоторых их подпоследова-
тельностей через z′0 и a′0. Так как функция
f(z) ∈ <θ, где 0 6 θ < π — фиксировано, то
существует подпоследовательность последова-
тельности {f(Sk(z))}, которую обозначим для
простоты через {f(Sk(z))}, равномерно сходя-
щаяся на K к непрерывной функции F (z) или
равномерно расходящаяся к +∞(или к −∞).
Так как lim

k→∞
f(Sk(a

′
k)) = lim

k→∞
f(ak) = +∞, то

предельная функция F (z) ≡ +∞, что невоз-
можно в силу соотношения

F (z′0) = lim
m→∞

F (z′km) =

= lim
m→∞

f(Skm(z′km)) = lim
m→∞

f(zkm) < +∞.

Полученное противоречие говорит о том,
что предельное множество C(f, ξ,∆(ξ, ϕ1, ϕ2))
ограничено сверху. Таким образом, мы дока-
зали ограниченность сверху функции f(z) в
любом углу, содержащем последовательность
{zn}. Пусть ∆(ξ) — произвольный угол с вер-
шиной в точке ξ. Можно выбрать такой угол
∆′(ξ) с вершиной в ξ, что все точки ∆(ξ) и
∆(ξ, ϕ1, ϕ2) в некоторой окрестности точки ξ
будут лежать в ∆′(ξ). Так как последователь-
ность zn, начиная с некоторого номера n, со-
держится в углу ∆′(ξ), то предельное множе-
ство C(f, ξ,∆′(ξ))ограничено сверху. С другой
стороны, так как ∆(ξ) ⊂ ∆′(ξ), то предель-
ное множество C(f, ξ,∆(ξ)) также ограничено
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сверху, что и требовалось доказать. Утвержде-
ние леммы 3 доказано в случае ограниченно-
сти сверху. Аналогично доказывается ограни-
ченность снизу.

Замечание 1. Отметим, что ограничен-
ность в углах для голоморфных функций
класса < рассматривалась Багемилом [11].

Доказательство теоремы 1. Необходи-
мость условий теоремы очевидна. Для дока-
зательства достаточности условий теоремы 1
рассмотрим произвольный угол ∆(ξ) и дока-
жем, что C(f, ξ,∆(ξ)) = C(f, ξ, h(ξ, ϕ)) для
любой хорды h(ξ, ϕ). Тем самым будет дока-
зано утверждение теоремы 1. Возьмем про-
извольное значение η ∈ C(f, ξ,∆(ξ)). Пусть
{tn}∞n=1 — такая последовательность точек,
что tn → ξ при n → ∞, tn ∈ ∆(ξ) и
lim
n→∞

f(tn) = η. Обозначим через ψn угол, обра-
зуемый хордой, проходящей через точки tn и ξ,
с радиусом в точке ξ. Так как последователь-
ность {ψn} ограниченная, то из нее можно из-
влечь подпоследовательность {ψnk}, которая
сходится к конечному пределу ψ0. Через точки
tnk , соответствующие углам ψnk , k = 1, 2, . . .,
проведем неевклидовые перпендикуляры Enk ,
пересекающие хорду h(ξ, ψ0) в точках t′nk . Так
как ψnk → ψ0, то limσ

x→∞
(tnk , t

′
nk

) = 0. Прини-
мая во внимание, что lim

k→∞
f(tnk) = η, в си-

лу леммы 1 lim
k→∞

f(t′nk) = η. Следовательно,

η ∈ C(f, ξ, h(ξ, ψ0)) и, значит, в силу утвер-
ждения леммы 2, η ∈ C(f, ξ, h(ξ, ϕ)) для лю-
бого угла ϕ ∈

(
−π

2 ,
π
2

)
. Учитывая произволь-

ность угла ∆(ξ), получим утверждение теоре-
мы 1.

Следствие 1. Пусть непрерывная функ-
ция f(z) ∈ <θ, где 0 6 θ < π — фикси-
ровано. Для того, чтобы функция f(z) име-
ла в точке ξ = eiθ (или ξ = −eiθ) уг-
ловой предел α, необходимо и достаточно
существование равных хордальных пределов

lim
z → ξ

z ∈h(ξ, ϕ)

f(z) = f(ξ, ϕ) = α для значений ϕ,

всюду плотных в интервале (−π
2 ,

π
2 ).

Доказательство теоремы 2. Достаточ-
ность. Заметим из условия теоремы 2, что для
всех углов ∆(ξ) с вершиной в точке ξ (или −ξ)
предельное множество функции f(z) должно
быть не ограничено и сверху и снизу. Это непо-
средственно следует из утверждения леммы.
Следовательно, ±∞ ∈ C(f, ξ,∆(ξ)) для любо-
го угла ∆(ξ). С другой стороны [1], если под-
множество S круга D — связное множество
и функция f(z) — непрерывная, то предель-

ное множество C(f, ξ, S) является связным за-
мкнутым множеством на R̄. Поэтому предель-
ное множество C(f, ξ,∆(ξ)) = R̄ для любого
угла ∆(ξ) с вершиной в точке ξ ∈ Γ. Следова-
тельно ξ ∈ I(f), что и требовалось доказать.

Необходимость. Так как ξ ∈ I(f), то для
любого угла ∆(ξ) C(f, ξ,∆(ξ)) = R. Отсю-
да следует, что в любом углу ∆(ξ) существу-
ет такая последовательность {z′n}, z′n → ξ,
для которой lim

n→∞
f(z′n) = −∞, и такая по-

следовательность {z′′n}, z′′n → ξ, для кото-
рой lim

n→∞
f(z′′n) = +∞. Рассматривая произ-

вольную последовательность {zn}, для кото-
рой lim

n→∞
zn = ξ, {zn} ∈ ∆(ξ) и членами кото-

рой являются последовательности {z′n} и {z′′n},
получим искомую последовательность {zn}.
Необходимость условий теоремы 2 доказана.

Доказательство теоремы 3. Соединим
неевклидовыми отрезками точки последова-
тельности {zn}. Получим кривую L, кото-
рая будет лежать внутри некоторого угла
∆(ξ, ϕ′1, ϕ

′
2) ⊃ ∆(ξ, ϕ1, ϕ2). В этом случае

справедливо соотношение

C(f, ξ, L) = C(f, ξ, {zn}). (3)

Действительно, пусть ω0 ∈ C(f, ξ, L) и
lim
k→∞

z′k = ξ, z′k ∈ L и lim
k→∞

f(z′k) = ω0. Обо-
значим через znk и znk+1, k = 1, 2, . . . те точки
из последовательности {zn}, которые являют-
ся ближайшими к z′k, k = 1, 2, . . .. По предпо-
ложению

lim
k→∞

σ(z′k, znk) = lim
k→∞

σ(z′k, znk+1) = 0. (4)

Из соотношения (4), в силу утверждения
леммы 1 следует, что lim

k→∞
f(znk) = ω0.

Поэтому ω0 ∈ C(f, ξ, {zn}) и значит,
C(f, ξ, L) ⊂ C(f, ξ, {zn}).

Обратное включение очевидно и, сле-
довательно, соотношение (3) доказано. Бу-
дем считать без нарушения общности, что
ξ = 1. Максимальное неевклидовое расстоя-
ние от точек гиперциклов L(1, ϕ′1) и L(1, ϕ′2)
до диаметра Λ0 не превосходит положитель-
ного числа M1 = max{σ(0, tg

ϕ′1
2 ), σ(0, tg

ϕ′2
2 )}.

Возьмём такую последовательность {rn} на
диаметре Λ0, что rn → 1 при n → ∞ и
lim
n→∞

f(rn) = +∞. Проведём через rn неев-

клидовые перпендикуляры En к Λ0, пересека-
ющие L в точках tn, n = 1, 2, . . .. Рассмотрим
отображения Sn(z) = (z + rn)/(1 + rnz), где
n = 1, 2, . . .. Очевидно, Sn(0) = rn, Sn(t′n) = tn,
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Sn(z′n) = zn, где z′n, t′n — прообразы точек zn,
tn при отображениях Sn(z). Так как при лю-
бом n σ(rn, tn) 6 M1 и σ(tn, zn) 6 M , где
M > 0 — некоторое постоянное число, то
σ(rn, zn) 6 σ(rn, tn) + σ(tn, zn) 6 M + M1.
В силу инвариантности метрики σ бу-
дем иметь, что σ(0, t′n) 6 M и
σ(0, z′n) 6 M + M1 при n ∈ N . Обозначим
через K = {z : |z| 6 th(M + M1 + 1)}.
Очевидно, что все предельные точки по-
следовательностей {z′n} и {t′n} лежат внут-
ри K. Так как непрерывная функция
f(z) ∈ <θ, то для последовательности
{f(Sn(z))} существует такая подпоследова-
тельность {f(Snk(z))}, которая на компакте
K либо равномерно сходится к непрерывной
функции F (z), либо к бесконечности. Так как
F (0) = lim

k→∞
f(Snk(0)) = +∞, то и предель-

ная функция F (z) ≡ ±∞, и следовательно,
lim
k→∞

f(Snk(z′nk)) = lim
k→∞

F (z′nk) = lim
k→∞

f(znk) =

= ±∞. Поэтому +∞ ∈ C(f, ξ, {zn}). Анало-
гично доказывается, что −∞ ∈ C(f, ξ, {zn}).
Так как L — связное множество и f(z) —
непрерывная функция, то согласно из-
вестному утверждению предельное мно-
жество C(f, ξ, L) — замкнутое связное
множество и в силу соотношения (2)
C(f, ξ, {zn}) = C(f, ξ, L) = R̄. Теорема 3 пол-
ностью доказана.

Следствие 2. Пусть f(z) непрерывная в
D функция класса <θ, 0 6 θ < π. Если в точке
ξ = eiθ существует такая последовательность
{zn} → ξ, lim

n→∞
σ(zn, zn+1) = 0, целиком лежа-

щая в некотором углу ∆(ξ, ϕ1, ϕ2) и для ко-
торой предельное множество C(f, ξ, {zn}) не
совпадает с R, тогда точка ξ = eiθ не является
точкой Плеснера.

В заключение отметим, что достаточность
условия в следствии 1 была доказана в лемме
2 работы [10]. Необходимость условия в утвер-
ждении следствия 1 очевидна. Утверждение
теоремы 3 в случае, когда последовательность
лежит на некоторой хорде и удовлетворяет

условию для мероморфных функций, доказа-
но в теореме 3 работы [8]. Таким образом, для
нормальных действительнозначных функций,
определённых в единичном круге, удаётся оха-
рактеризовать множество точек K(f) и мно-
жество точек Плеснера при менее жёстких
условиях, чем для мероморфных функций.
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