
ISSN 1729-5459. ЭКОЛОГИЧЕСКИЙ ВЕСТНИК НАУЧНЫХ ЦЕНТРОВ ЧЭС. 2007. №3

УДК 539.3

ЦИЛИНДРИЧЕСКИЙ ИЗГИБ ЛОКАЛЬНЫМИ НАГРУЗКАМИ
ПРЯМОУГОЛЬНОЙ ТРЕХСЛОЙНОЙ ПЛАСТИНЫ НА УПРУГОМ

ОСНОВАНИИ1

Старовойтов Э.И.2, Доровская Е.П.3, Старовойтов С.А.4

CYLINDRICAL BENDING BY LOCAL LOADS OF A RECTANGULAR THREE-LAYER PLATE
ON THE ELASTIC BASE

Starovoitov E. I., Dorovskaya E. P., Starovoitov S.A.

Cylindrical bending by local loads of an elastic rectangular three-layer plate with rigid filler resting
upon an elastic base is considered. To describe kinematics of a pack of the plate asymmetrical over
thickness, the hypotheses of the broken normal are accepted. The reaction of the base is described by the
Winkler model. A system of equilibrium equations has been derived and its accurate solution is given in
terms of displacements. The solution has been verified numerically.

Введение. В последнее время значитель-
ное распространение получили трехслойные
конструкции, которые состоят из двух несу-
щих слоев и заполнителя, обеспечивающего их
совместную работу. В условиях деформации
изгиба трехслойные конструкции оказывают-
ся наиболее рациональными, то есть близкими
к оптимальным с точки зрения обеспечения
минимума весовых показателей при заданных
ограничениях на прочность и жесткость.

Статическое и динамическое деформиро-
вание трехслойных элементов конструкций, не
связанных с упругим основанием, исследова-
но в работах [1–7]. Краевая задача для трех-
слойной кольцевой пластины, покоящейся на
упругом основании, решена в [8]. Вывод об-
щих уравнений равновесия для несимметрич-
ной по толщине упругой трехслойной прямо-
угольной пластины с жестким заполнителем,
покоящейся на упругом основании, приведен
в [9], в настоящей работе рассмотрен ее ци-
линдрический изгиб локальными нагрузками.

Постановка задачи дается в прямо-
угольной системе координат x, y, z, связан-
ной со срединной плоскостью заполнителя.
В дальнейшем считаем пластину вытянутой

вдоль оси y. Действующие на пластину внеш-
ние распределенные поверхностные нагрузки
q(x), p(x) и реакция основания qr(x) не за-
висят от координаты y (рис. 1, а, б). В этом
случае прогибы пластины w = w(x) обра-
зуют цилиндрическую поверхность. Через hk
(k = 1, 2, 3) обозначена толщина k-го слоя
(h3 = 2c), l — ширина пластины вдоль оси ox.

Для описания кинематики пакета приняты
гипотезы ломаной нормали: в несущих слоях
справедливы гипотезы Кирхгофа, в несжима-
емом по толщине заполнителе нормаль остает-
ся прямолинейной, не изменяет своей длины,
но поворачивается на некоторый дополнитель-
ный угол, составляющий с координатной осью
x величину ψ(x). Реакция основания qr соот-
ветствует модели Винклера

qr = −κw, (1)

где κ — коэффициент жесткости основания,
знак минус указывает на то, что реакция на-
правлена в сторону, противоположную проги-
бу w.

На контуре пластины располагается на-
личие жесткая диафрагма, препятствующая
относительному сдвигу слоев. Деформации
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а) б)

Рис. 1. Расчетная схема трехслойной прямоугольной пластины на упругом основании

предполагаются малыми. Используя введен-
ные геометрические гипотезы, продольные пе-
ремещения в слоях u(k) можно выразить через
три искомые функции u (относительное пере-
мещение срединной поверхности заполнителя
вдоль оси x), ψ, w:

u(1) = u+ cψ − zw,x , (c 6 z 6 c+ h1);

u(3) = uх + zψ − zw,x , (−c 6 z 6 c);

u(2) = u−cψ−zw,x , (−c−h2 6 z 6 −c), (2)
где z — координата рассматриваемого волок-
на, запятая в нижнем индексе обозначает опе-
рацию дифференцирования по следующей за
ней координате.

Компоненты тензора деформаций выража-
ются через искомые функции с помощью вы-
ражений для перемещений в слоях (2) и соот-
ношений Коши для малых деформаций.

Внутренние усилия и моменты в слоях вво-
дятся соотношениями

N (k)
xx =

∫
hk

σ(k)xх dz,

Qx =

∫
h3

σ(3)xz dz, M (k)
xx =

∫
hk

σ(k)xх z dz,

(3)

где σ(k)xx , σ
(3)
xz — компоненты тензора напряже-

ний; интегралы берутся по толщине k-го слоя.
Уравнения и силовые граничные условия

равновесия следуют из принципа возможных
перемещений Лагранжа

δA+ δW = 0, (4)

δA =

∫∫
S

(pxδuх + рyδиу + (q + qr)δw))dS,

δW =

∫∫
S

[
3∑

k=1

∫
hk

σ(k)хх δε
(k)
хх dz+

+

∫
h3

σ(3)хz δψdz

]
dxdy. (5)

Здесь δA — вариация работы внешней поверх-
ностной нагрузки и реакции основания, δW —
вариация работы внутренних напряжений.

Для связи напряжений и деформаций в
слоях используем соотношения закона Гука в
девиаторно-шаровой форме

s
(k)
ij = 2Gkэ

(k)
ij , σ (k) = 3Kkε

(k), (6)

k = 1, 2, 3; i, j = x, y, z,

где Gk,Kk — модули сдвиговой и объемной де-
формации, s(k)ij , σ(k) — девиаторная и шаровая

части тензора напряжений, э(k)ij , ε(k) — девиа-
торная и шаровая части тензора деформаций.

Выразив вариации деформаций в (5) через
три искомые функции u, ψ, w и проведя инте-
грирование по толщине слоев, получим из (4)
уравнения равновесия в усилиях при цилин-
дрическом изгибе прямоугольной трехслойной
пластины на упругом основании:

Nxx,x= −px, Hxx,x−Qx = 0,

Mxx,xx= −(q + qr),
(7)

где обобщенные внутренние усилия и моменты
выражаются через внутренние усилия (3)

Nxx =
3∑

k=1

N (k)
xx , Mxx =

3∑
k=1

M (k)
xx ,

Нхх = с(N (1)
xx −N (2)

xx ) +M (3)
xx .

(8)
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Конкретные краевые задачи для рассматри-
ваемой трехслойной пластины, связанной с
упругим основанием, предполагается решать
в перемещениях, поэтому преобразуем систе-
му (7), выразив все входящие в нее внутрен-
ние усилия (8) и реакцию основания (1) через
искомые перемещения u, ψ, w при помощи (6).
В результате

a1u,xx+a2ψ,xx−a3w,xxx= p,

a2u,xx+a4ψ,xx−a6w,xxx−a5ψ = 0,

a3u,
+
xxx a6ψ,xxx−a7w,xxxx+κbw = q, (9)

где
a1 = h1η1 + h2η2 + 2cη3,

a2 = c [h1η1 − h2η2] ;

a3 = h1
(
c+ 1

2h1
)
η1 − h2

(
c+

1

2
h2

)
η2,

a4 = c2
[
h1η1 + h2η2 +

2

3
cη3

]
, a5 = 2G3c;

a6 = c

(
h1

(
c+

1

2
h1

)
η1+

+ h2

(
c+

1

2
h2

)
η2 +

2

3
c2η3

)
,

a7 = η1h1

(
c2 + ch1 +

1

3
h21

)
+

+ η2h2

(
c2 + ch2 +

1

3
h22

)
+

2

3
c3η3;

η1 = K1 +
4

3
G1, η2 = K2 +

4

3
G2,

η3 = K3 +
4

3
G3.

Отметим, что система (9) следует из общей
системы уравнений равновесия для трехслой-
ной прямоугольной пластины на упругом ос-
новании, полученной в [6] при произвольной
нагрузке, если считать решение не зависящее
от координаты y. Она также описывает дефор-
мирование трехслойного стержня на упругом
основании [10].

После стандартных преобразований из си-
стемы (9) можно выделить неоднородное ли-
нейное дифференциальное уравнение шестого

порядка с постоянными коэффициентами от-
носительно прогиба пластины

w,xxxxxx+α1w,xxxx+

+ α2w,xx+α3w = f(x), (10)

где

f(x) = α4q + α5q,
+
xx α6p,x+α7p,xxx ,

α1 = a1a5χ3/χ4, α2 = −a1κχ1/χ4,

α3 = a21a5κ/χ4, α4 = α3/κ,

α5 = α2/κ, α6 = −a3α3/a1κ,

α7 = (a3χ1 − a2χ2)/χ4,

χ1 = a1a4 − a22, χ2 = (a1a6 − a2a3)2,

χ3 = a1a7 − a23, χ4 = χ2 − χ1χ3.

Решение уравнения (10) можно представить
в виде суммы общего решения соответствую-
щего однородного уравнения w0(x) и частного
решения wp(x) неоднородного уравнения. Для
нахождения w0(x) выпишем соответствующее
характеристическое уравнение

λ6 + α1λ
4 + α2λ

2 + α3 = 0. (11)

Положим λ2 = ξ. Тогда (11) примет вид

ξ3 + α1ξ
2 + α2ξ + α3 = 0. (12)

Дискриминантом уравнения (12) является

D = −4m3
1 − 27m2

2, (13)

где m1 = α2 − 1
3α

2
1; m2 =

2
27α

3
1 − 1

3α1α2 + α3.
Определить аналитически знак дискрими-

нанта в общем случае не представляется воз-
можным. Поэтому в рамках принятой моде-
ли проведем численный анализ (13) для ре-
альных геометрических и механических па-
раметров материалов слоев в зависимости от
жесткости упругого основания. Если принять
в качестве материала несущих слоев дюра-
люминий (сплав Д16Т), заполнитель — по-
литетрафторэтилен (ПТФЭ), положить от-
носительные толщины несущих слоев и за-
полнителя равными h1/l = h2/l = 0, 02;
h3/l = 2c/l = 0, 2, то при l = 1 получим, что
дискриминант (13) равен нулю при значени-
ях коэффициента постели κ1 = 31 и κ2 = 640
(МПа/м). Соответствующий график показан
на рис. 2.

Следовательно, в областях I и III дискри-
минант отрицателен и уравнение (11) имеет
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Рис. 2. Изменение дискриминанта D в зависимости от коэффициента постели κ

два комплексно сопряженных корня и один
действительный корень. Если значение дис-
криминанта находится в области II, то все три
корня будут действительны.

Необходимо отметить, что границы обла-
стей зависят от толщин и материалов слоев
пластины, однако наибольшее влияние на них
оказывает жесткость упругого основания.

Выделим три типа оснований в зависимо-
сти от значения их жесткости:

I — при 0 < κ < κ1 — легкие основания;
II — при κ1 < κ < κ2 — основания средней

жесткости;
III — при κ > κ2 — жесткие основания (ос-

нования большой жесткости).
Таким образом, аналитический вид реше-

ний задач о деформировании рассматривае-
мой трехслойной пластины в указанных обла-
стях будет различаться, поэтому рассмотрим
их в отдельности.

Решение краевой задачи. При основа-
нии малой или большой жесткости значения
дискриминанта (13) находятся в области I или
III (рис. 2). Корни кубического уравнения (12)
можно определить по формуле Кардано

ξ = m3 +m4 − 1
3α1, (14)

m3 =
3

√
−1

2
m2 +

√
m5,

m4 =
3

√
−1

2
m2 −

√
m5,

m5 =
1

27
m3

1 +
1
4m

2
2.

В выражениях дляm3,m4 каждый кубиче-
ский корень дает три значения, однако произ-
вольно комбинировать их нельзя: для задан-
ного значения m3, необходимо выбирать зна-
чение m4 так, чтобы удовлетворялось условие

m3m4 = −m1/3.

Под знаками квадратных радикалов, входя-
щих в m3, m4, находятся положительные
числа. Каждый кубический корень даст два

комплексно-сопряженных и одно действитель-
ное значение. С учетом указанного, искомые
корни (14) можно записать в виде

ξ1 = m3 +m4 −
1

3
α1,

ξ2 = −
1

2
(m3 +m4) +

i
√
3

2
(m3 −m4)−

1

3
α1,

ξ=3 −
1

2
(m3 +m4)−

i
√
3

2
(m3 −m4)−

1

3
α1.

Дальнейший численный анализ показал, что в
рамках принятой модели трехслойной пласти-
ны первый корень ξ1 > 0.

Для получения корней уравнения шестого
порядка (11) перейдем к тригонометрической
форме записи комплексных чисел и извлечем
квадратные корни из ξ1, ξ2, ξ3

λ1 = −λ2 =
√
ξ21,

λ3 = −λ4 = β1 + iβ2,

λ5 = −λ6 = β1 − iβ2,
(15)

где

r1 =

√(
1
2(m3 +m4) +

1
3α1

)2
+
(√

3
2 (m3 −m4)

)2
,

ϕ1 = arctg (β3) ,

β1 =
√
r1 cos (ϕ1/2) , β2 =

√
r1 sin (ϕ1/2) ,

β3 =
√
3m3 +m4 +

2
3α1/(3m4 − 3m3).

Тогда в случае основания малой или большой
жесткости, общее решение однородного урав-
нения, соответствующего уравнению для про-
гиба (10), с учетом (15) принимает вид

w0(x) =

6∑
k=1

Ckwk(x). (16)

Здесь wk(x) — система фундаментальных ре-
шений

w1(x) = eλ1x, w2(x) = e−λ1x,

w3(x) = eβ1x cos(β2x), w4(x) = eβ1x sin(β2x),

w5(x) = e−β1x cos(β2x),

w6(x) = −e−β1x sin(β2x). (17)
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Окончательно, общее решение (10) имеет
вид

w(x) = w0(x) + wp(x).

Используя уравнения (9), находим

ψ(x) = γ1C1w1 − γ1C2w2+

+ C3(γ2w3 + γ3w4) + C4(γ2w4 − γ3w3)+

+C5(−γ2w5−γ3w6)+C6(−γ2w6+γ3w5)+g1,

u(x) = γ4C1w1 − γ4C2w2+

+ C3 (γ5w3 + γ6w4) + C4 (γ5w4 − γ6w3)+

+ C5 (−γ5w5 − γ6w6) + C6 (−γ5w6 + γ6w5)+

+ b5g1 + g2, (18)

где Ck — константы интегрирования, опреде-
ляемые из граничных условий (k = 1, 2, . . . , 9);
wk = wk(x).

γ1 = b1λ1 + b2/λ2;

γ2 = b1
(
β31 − 3β1β

2
2

)
+ b2β1/χ6,

γ3 = b1
(
β32 − 3β21β2

)
+ b2β2/χ6;

γ4 = b5γ1 + b5λ1; γ5 = b5γ2 + b6β1;

γ6 = b5γ3 − b6β2;
b1 = −χ4/(a1a5χ5), b2 = κχ1/a5χ5,

b3 = −b2/κ, b4 = a3b2/a1κ− a2/a1a5,
b5 = −a2/a1; b6 = a3/a1; b7 = 1/a1;

χ5 = a1a6 − a2a3; χ6 = β21 + β22 ;

g1 = b1wp,xxx+b2

∫
wp dx+

+ b3

∫
q dx+ b4p+ C7;

g2 = b6wp,x+b7

∫∫
p dx dx+ C8x+ C9.

Краевая задача по определению перемещений
w(x), ψ(x) и u(x) замыкается присоединением
граничных условий на торцах пластины. При
шарнирном опирании обоих торцов пластины
x = 0, l имеем

w(x) = ψ(x) = u(x) =M(x) = 0. (19)

Для защемленной по двум кромкам пластины
граничными условиями являются

w(x) = ψ(x) = u(x) = H(x) = 0. (20)

Для определения девяти констант интегриро-
вания Ck во всех случаях имеем только во-
семь граничных условий (по четыре на каж-
дом торце пластины). Однако при решении
системы (9) дополнительно дифференцирова-
лось ее второе уравнение, что могло приве-
сти к появлению лишних решений, не удо-
влетворяющих исходным уравнениям равно-
весия. Поэтому проведем проверку решений
(18), подставив их в одну из исходных си-
стем уравнений равновесия и потребовав тож-
дественного удовлетворения полученных вы-
ражений. В результате имеем дополнительное
условие для константы C7

C7 = (b1wp,xxxxx+b2wp,x+b3q,x+b4p,xx)×
× χ1/(a1a5)− χ5wp,xxx/(a1a5)− b1wp,xxx−

− b2
∫
wp dx− b3

∫
q dx− b4p− a2p/(a1a5).

(21)

В дальнейшем ослабляем это требование и
предполагаем его интегральное выполнение.

Частное решение wp(x) строится при по-
мощи ядра Коши K(x, s)

wp(x) =

x∫
0

K(x, s)f(s)ds. (22)

K(x, s) =

6∑
k=1

Ck(s)wk(x), (23)

где wk(x) — система фундаментальных реше-
ний.

Функции Ck(s) не являются константами
интегрирования, а определяются из системы
линейных алгебраических уравнений:

6∑
k=1

Ck(s)w
(n)
k (s) = 0, n = 0, 1, . . . , 5, (24)

где w
(n)
k — n-я производная k-го фундамен-

тального решения (17) (k = 1, . . . , 6).
Подставляя производные фундаменталь-

ных решений в (24) и решая полученную си-
стему уравнений, найдем

С1(s) = e−λ1s/d11, С2(s) = −e−λ1s/d11,

С3(s) = [cos(βs2)d13 + sin(βs2)d14]f1,

С4(s) = −[cos(β2s)d15 + sin(β2s)d16]f1,

С5(s) = [cos(β2s)d16 + sin(β2s)d15]f2,

С6(s) = [cos(β2s)d14 + sin(β2s)d13]f2, (25)
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Здесь

d11 = 2((β21 + β22) + λ21(λ
2
1 + 2(β22 − β21)))λ1;

d12 = 4(β62 + β61 + β41(3β
2
2 − 2λ21)+

+ β21(3β
4
2 + λ41) + λ21(λ

2
1β

2
2 + 2β42))β1β2;

d13 = β2
(
λ21 − 3β21 + β22

)
;

d14 = β1
(
λ21 + 3β22 − β21

)
;

d15 = β1
(
3β22 − β21 − λ21

)
;

d16 = β2
(
3β21 − β22 − λ21

)
;

f1 = e−β1s/d12; f2 = eβ1s/d12.

Подставив (17) и (25) в (23), определим ядро
Коши для случая оснований малой или боль-
шой жесткости

K(x, s) = e−λ1seλ1x − eλ1se−λ1x)/d11+

+
(
[cos(β2s)d13 + sin(β2s)d14]f1e

β1x +

+ [cos(β2s)d16 + sin(β2s)d15]f2e
−β1x

)
×

× cos(β2x)− ([cos(β2s)d15+

+ sin(β2s)d16]f1e
β1x + [cos(β2s)d14+

+ sin(β2s)d13]f2e
−β1x

)
sin(β2x). (26)

Частное решение (22) и ядро Коши (26) удо-
влетворяют условиям

w(n)
p (0) = 0, k = 1, 2, . . . , 5,

K(n)(s, s) = 0, n = 0, 1, . . . , 4,

K(5)(s, s) = 1. (27)

Достоинством решения в виде (22) являет-
ся то, что оно содержит определенный инте-
грал и включает нагрузку в явном виде, ко-
торая при этом не входит в ядро Коши (26).
Следовательно, нагрузка может приниматься
как непрерывной, так и локальной.

Для основания средней жесткости значе-
ния дискриминанта (13) находятся в области
II (рис. 2). Корни уравнения (12) по-прежнему
определяются формулой (14). В этом случае
под знаками квадратных корней, входящих в
m3, m4, находятся отрицательные числа, сле-
довательно, выражения под кубическими кор-
нями являются комплексно-сопряженными ве-
личинами. Представив в тригонометрической
форме подкоренные выражения и используя

формулу Муавра для извлечения корней n-й
степени из комплексных чисел, получим три
возможные значения параметров m3 и m4

m31 = 3
√
r2 [cos (ϕ2/3) + i sin (ϕ2/3)] ,

m32 = 3
√
r2
[
cos
(
1
3(ϕ2 + 2π)

)
+

+ i sin
(
1
3(ϕ2 + 2π)

)]
,

m33 = 3
√
r2
[
cos
(
1
3(ϕ2 + 4π)

)
+

+ i sin
(
1
3(ϕ2 + 4π)

)]
,

m41 = 3
√
r2 [cos (ϕ2/3)− i sin (ϕ2/3)] ,

m42 = 3
√
r2
[
cos
(
1
3(2π − ϕ2)

)
+

+ i sin
(
1
3(2π − ϕ2)

)]
,

m43 = 3
√
r2
[
cos
(
1
3(4π − ϕ2)

)
+

+ i sin
(
1
3(4π − ϕ2)

)]
,

где

r2 =

√(
−1

2m2

)2
+

(√∣∣ 1
27m

3
1 +

1
4m

2
2

∣∣)2

,

ϕ2 = arctg

(
−1

2m2

/(√∣∣ 1
27m

3
1 +

1
4m

2
2

∣∣)) .
В этом случае корни уравнения (12) будут

вещественны:

ξ1 = 2 3
√
r2 cos (ϕ2/3)− α1/3;

ξ2 = − 3
√
r2

(
cos (ϕ2/3) +

√
3 sin (ϕ2/3)

)
−α1/3;

ξ3 = − 3
√
r2

(
cos (ϕ2/3)−

√
3 sin (ϕ2/3)

)
−α1/3.

Численный анализ показал, что ξ1 > 0, ξ2 > 0,
ξ3 > 0 для реальных параметров систе-
мы «трехслойная пластина — упругое основа-
ние». Следовательно, корни характеристиче-
ского уравнения (11) действительны и различ-
ны

λ1 = −λ2 =
√
ξ1, λ3 = −λ4 =

√
ξ2,

λ5 = −λ6 =
√
ξ3.

В результате цилиндрический изгиб трехслой-
ной пластины на упругом основании средней
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жесткости описывается следующими переме-
щениями:

w(x) =
6∑

k=1

Ckwk + wp(x),

ψ(x) = a11(C1w1−C2w2)+a12(C3w3−C4w4)+

+ a13(C5w5 − C6w6) + g1,

u(x) = a21(C1w1−C2w2)+a22(C3w3−C4w4)+

+ a23(C5w5 − C6w6) + b5g1 + g2. (28)

Фундаментальная система решений в этом
случае будет

w1(x) = eλ1x, w2(x) = e−λ1x,

w3(x) = eλ3x, w4(x) = e−λ3x,

w5(x) = eλ5x, w6(x) = e−λ5x.

Принятые обозначения

a11 = b1λ
3
1 + b2/λ1, a12 = b1λ

3
3 + b2/λ3,

a13 = b1λ
3
5 + b2/λ5,

a21 = b5a11 + b6λ1, a22 = b5a12 + b6λ3,

a23 = b5a13 + b6λ5.

Константы интегрирования Ck(s) опреде-
ляются из системы линейных алгебраических
уравнений типа (24)

Аналитический вид частного решения
уравнения (10) принимается в виде (22).

В результате, с учетом (27) ядро Коши
имеет вид

K(x, s) = e−λ1seλ1x/d17 − eλ1se−λ1x/d17−
− e−λ3seλ3x/d18 + eλ3se−λ3x/d18+

+ e−λ5seλ5x/d19 − eλ5se−λ5x/d19, (29)

d17 = 2(λ21 − λ23)(λ21 − λ25)λ1,

d18 = 2(λ21 − λ23)(λ23 − λ25)λ3,

d19 = 2(λ21 − λ25)(λ23 − λ25)λ5.

Таким образом, цилиндрический изгиб упру-
гой трехслойной прямоугольной пластины на
деформируемом основании малой или высо-
кой жесткости описывается выражениями
для перемещений (18) с частным решением

(22) и ядром Коши (26). При средней жест-
кости основания — выражениями (28) с част-
ным решением (22), (29). Константы интегри-
рования определяются из условий (19)–(21).

Численные результаты. Рассмотрим из-
гиб пластины под действием локально распре-
деленной поверхностной нагрузки

q(x) = q0H0(a− x), (30)

где q0 — интенсивность нагрузки;
H0(x) — функция Хевисайда нулевого поряд-
ка.

Тогда правая часть уравнения (10) в соот-
ветствии с (30) принимает вид

f(x) = α4q(x) + α5q,xx (x). (31)

Частное решение (22) представим в виде

wp(x) =

x∫
0

K(x, s)×

× (α4q(s) + α5q,xx (s)) ds. (32)

Если использовать ядро Коши (29) и выра-
жение для нагрузки (31), получим и частное
решение wII

p для пластины на основании сред-
ней жесткости

wII
p = −eλ1xd21

(
(e−λ1x − e−λ1a)H0(a− x)+

+e−λ1a−1
)
−e−λ1xd21

(
(eλ1x−eλ1a)H0(a−x)+

+eλ1a−1
)
+eλ3xd22

(
(e−λ3x−e−λ3a)H0(a−x)+

+e−λ3a−1
)
+e−λ3xd22

(
(eλ3x−eλ3a)H0(a−x)+

+eλ3a−1
)
−eλ5xd23

(
(e−λ5x−e−λ5a)H0(a−x)+

+e−λ5a−1
)
−e−λ5xd23

(
(eλ5x−eλ5a)H0(a−x)+

+ eλ5a − 1
)
, (33)

где

d21 = α4q0/d17λ1, d22 = α4q0/d18λ3,

d23 = α4q0/d19λ5.

Подставив в (32) ядро Коши (26) и функ-
цию внешней нагрузки, получим частное ре-
шение в случае оснований малой или большой
жесткости, которое здесь не приводится ввиду
громоздкости.

Если нагрузка равномерно распределена
внутри интервала [a; b] на внешней поверхно-
сти трехслойной пластины

q(x) = q0 (H0(b− x)−H0(a− x)) , (34)
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Рис. 3. Прогибы пластины в зависимости от
длины интервала нагрузки a (x = 0, 5)
(значения прогибов в последнем случае

увеличено в 100 раз)

Рис. 4. Изменение напряжений σx вдоль оси
ox на границах слоев (значения в несущих

слоях отнесены к q1 = 108 Па, в
заполнителе — к q2 = 107 Па)

то частные решения строятся как суперпози-
ция решений (33), соответствующих нагрузке
(30).

Численная реализация решений при на-
грузках (30), (34) проведена для трех-
слойной пластины с материалами слоев
дюралюминий–фторопласт–дюралюминий
(Д16Т–ПТФЭ–Д16Т), все перемещения и гео-
метрические параметры которой отнесены к
ее ширине l. Относительные толщины слоев
принимались h1 = h2 = 0, 02, h3 = 2c = 0, 09;
интенсивность нагрузки q0 = 2 МПа; ко-
эффициент жесткости упругого основания
κ = 100 МПа/м; характеристики материа-
лов (МПа) G1 = G2 = 0, 267 · 105, G3 = 90,
K1 = K2 = 0, 8 · 105, K3 = 4700; l = 1.

На рис. 3 приведены графики изменения
относительных прогибов пластины в сечении
x = 0, 5 в зависимости от ширины полосы
равномерно распределенной нагрузки (30) при
различных жесткостях упругого основания:
1 — κ = 1; 2 — κ = 100; 3 — κ = 105 МПа/м.
При a = 1 нагрузка распределена по всей
поверхности пластины. Линейное увеличение
ширины полосы нагрузки вызывает нелиней-
ный рост значений прогибов. При переходе
от основания малой жесткости к средней ко-
эффициент постели увеличивается в 100 раз,
а прогиб уменьшается на 30%. Если основа-
ние высокой жесткости (коэффициент посте-
ли увеличивается в 105 раз), то максимальный
прогиб пластины составляет 0,23% от перво-
начального прогиба (1).

Изменение продольных напряжений σx
вдоль оси ox на границах слоев иллюстриру-
ет рис. 4 в случае действия нагрузки, равно-

мерно распределенной внутри полосы [0; 0, 5]:
1 — z = −c − h2; 2 — z = −c (второй слой);
3 — z = −c (заполнитель); 4 — z = c (заполни-
тель); 5 — z = c (первый слой); 6 — z = c+h1.
Напряжения во всех слоях пластины сконцен-
трированы в области приложения внешней на-
грузки, на правом краю значения напряжений
близки к нулю. Максимумы напряжений на-
блюдаются на внешних поверхностях пласти-
ны, которые сжаты у первого слоя и растяну-
ты у второго. Здесь и далее рассматривается
основание средней жесткости.

Рис. 5 иллюстрирует прогиб пластины в
сечении с координатой x = 0, 5 в зависи-
мости от расположения a левого края по-
лосы нагрузки (34) длиной b — a = 0, 25
(q0 = 5 МПа): 1 — κ = 1; 2 — κ = 100; 3 —
κ = 105 МПа/м. По мере продвижения полосы
нагрузки с левого конца пластины к правому
прогибы растут, достигая максимальных зна-
чений при a = 0, 375 (нагрузка распределена
симметрично относительно торцов пластины),
а затем убывают. Описанные выше соотноше-
ния между прогибами и жесткостью основа-
ния остаются справедливыми и здесь.

Изменение нормальных напряжений σx по
толщине пластины (x = 0, 5) показано на
рис. 6 (значения в несущих слоях отнесены
к q1 = 109, в заполнителе — к q2 = 108).
Нагрузка, равномерно распределена на участ-
ке 0, 5 6 x 6 0, 75. Ее интенсивность
q0 = 5 МПа. Максимумы напряжений наблю-
даются на внешних поверхностях пластины: в
первом слое они отрицательны, во втором —
положительны. В склейках напряжения пре-
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Рис. 5. Прогибы пластины в сечении x = 0, 5
в зависимости от расположения левого края

полосы нагрузки b− a = 0, 25 (значение
прогибов в последнем случае увеличено в 100

раз)

Рис. 6. Распределение напряжений σx в
поперечном сечении пластины (x = 0, 5) при

действии нагрузки в интервале [0; 0, 5]

терпевают разрыв, в несущих слоях и на по-
верхностях заполнителя они одного знака.

Выводы. Приведенные в работе общие ре-
шения (18), (28) с частным решением (22) пол-
ностью описывают случай цилиндрического
изгиба локальными нагрузками упругой трех-
слойной прямоугольной пластины с жестким
заполнителем на деформируемых основаниях
различной жесткости, при разных граничных
условиях.
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