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ПРОСТРАНСТВЕННО-ПЕРИОДИЧЕСКОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ
ОПТИЧЕСКИХ ЦЕНТРОВ КАК СЛЕДСТВИЕ КОГЕРЕНТНОГО ПЕРЕНОСА

ЭНЕРГИИ ЭЛЕКТРОННОГО ВОЗБУЖДЕНИЯ
Аванесов А. Г.1, Тумаев Е.Н.2

SPATIAL-PERIODIC DISTRIBUTION OF OPTICAL CENTERS AS A CONSEQUENCE OF
COHERENT TRANSPORT OF THE ELECTRONIC EXCITATION ENERGY

Avanesov A.G., Tumaev E.N.

Processes of coherent interactions of optical centers are investigated. The research has made it possible
to specify the oscillating dependence of the energy transport probability on the distance, leading to stable
spatially periodic distribution of electronic excitations. Such structures are similar to photon crystals and
have an analogue of the forbidden zone — a photon gap, i. e. a band of the frequencies forbidden for
electromagnetic waves propagation.

1. Одним из наиболее необычных эффек-
тов, открытых в физике конденсированных
сред в последнее время и вызвавший зако-
номерно повышенный интерес исследовате-
лей, является эффект замедления света в па-
рах щелочных металлов [1]. В работах [2–
4] этот эффект объясняется явлением коге-
рентного пленения населенностей (КПН) в
ансамбле невзаимодействующих оптических
центров, которое было предсказано Агапье-
вым Б.Д., Кочаровской О.А и другими за
10 лет до открытия замедления света [5, 6].
В обзоре [7] результаты эксперимента [1] и
его интерпретация были подвергнуты крити-
ке. В настоящей статье будет указано, что аль-
тернативным по отношению к КПН механиз-
мом, приводящим к замедлению света, может
являться возникновение оптически наведен-
ных пространственно-периодических струк-
тур. Среды с такими структурами по своим
оптическим свойствам аналогичны фотонным
кристаллам и обладают аналогом запрещен-
ной зоны — фотонной щелью, т. е. полосой ча-
стот, запрещенных для распространения элек-
тромагнитных волн. Как и всякая периодиче-
ская структура, такая среда обладает зоной

Бриллюэна. Закон дисперсии фотонов в среде
ω(k) (зависимость частоты фотона от волно-
вого вектора) будет таким, что, в силу инвари-
антности относительно пространственных от-
ражений, производная ∇kω, имеющая смысл
групповой скорости, обращается в нуль на гра-
нице зоны Бриллюэна.

Возникновение индуцированных структур
под действием когерентного пучка света изу-
чено как экспериментально, так и теоре-
тически [8]. Так, в работах [9, 10] бы-
ло изучено возникновение пространственно-
периодического распределения атомов щелоч-
ных металлов, сопровождающее явление их
бозе-конденсации при низких температурах.
Гораздо менее изучено спонтанное появление
периодических структур при взаимодействии
оптических центров. Одной из работ в этом
направлении является [11], где отмечается,
что в модельной системе — бозе-газе со слабым
взаимодействием между частицами возника-
ет пространственно-периодическое распреде-
ление плотности газа. В настоящей работе бу-
дет показано, что такие же пространственные
структуры возникают при взаимодействии оп-
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тических центров, обусловленных обменом ко-
герентным фотоном.

2. Рассмотрим взаимодействие двух опти-
ческих центров (ОЦ), которое осуществляется
за счет обмена квантами поперечного электро-
магнитного поля. Гамильтониан системы вы-
берем в виде

H = H0 +W,

гдеH0 — гамильтониан невзаимодействующих
ОЦ, W — гамильтониан взаимодействия

H0 =
2∑

k=1

p2
k

2m
+ eU(rk), (1)

W (r1, r2) = − e

2m

2∑
k=1

(pkA(rk) + A(rk)pk) +

+
2∑

k=1

eϕ(rk).

В формуле (1) k обозначает номер ОЦ, rk,
pk — радиус-вектор и импульс оптического
электрона, принадлежащего k-му ОЦ, e, m —
заряд и масса электрона, eU(rk) — потенци-
альная энергия взаимодействия электрона с
атомным остовом k-го ОЦ, ϕ(rk), A(rk) — ска-
лярный и векторный потенциал электромаг-
нитного поля k-го электрона.

Потенциалы электромагнитного поля мо-
гут быть разделены на продольную и попе-
речную части. Для продольной части калиб-
ровочное условие для потенциалов выбирает-
ся согласно [12] и в первом порядке по мало-
му параметру a/λ, сводится к условию A = 0
(a — размер атомной системы, λ — длина вол-
ны, соответствующая частоте перехода между
возбужденным и основным состояниями цен-
тра). Тогда продольная составляющая гамиль-
тониана взаимодействия описывается слагае-

мыми Wlong (r1, r2) =
2∑

k=1

eϕ(rk), которые для

взаимодействующих примесных центров мо-
гут быть сведены к гамильтониану взаимодей-
ствия −d1E2, описывающему перенос энергии
электронного возбуждения в теории Ферсте-
ра, который в настоящей статье не исследует-
ся.

Потенциал поперечной составляющей, на-
против, фиксируется радиационной калибров-
кой, т. е. условиями ϕ (rk) = 0, divA (rk) = 0.
Взаимодействие ОЦ, обусловленное обменом

поперечными фотонами, описывается в ради-
ационной калибровке следующим гамильтони-
аном взаимодействия (выбираем физическую
систему единиц, в которой постоянная Планка
} и скорость света приняты равными единице)

W (r1, r2) = − e

m
(p1A(r1) + p2A(r2)) . (2)

Волновые функции основного и возбуж-
денного одноэлектронных состояний оптиче-
ских центров 1 и 2 выберем в виде разложе-
ния Ψ-операторов по операторам рождения и
уничтожения a+

i , ai в состояниях |i〉, волновые
функции которых обозначим через φi (rk)

Ψ(rk) =
∑
i

aiφi(rk), Ψ+(ri) =
∑
i

a+
i φ
∗
i (rk),

i = 1, 2.

Здесь индекс i нумерует состояния элек-
тронов. Оптические центры предполагаем
двухуровневыми: i = 1, 2, что соответству-
ет исключению из рассмотрения тех уровней
энергии, которые не участвуют в процессе пе-
реноса электронного возбуждения. Операто-
ры a+

i , ai подчиняются каноническим анти-
коммутационным соотношениям

{ai, aj} =
{
a+
i , a

+
j

}
= 0,

{
ai, a

+
j

}
= δij ,

где
{
ai, a

+
j

}
= aia

+
j + a+

j ai — антикоммутатор
операторов рождения и уничтожения, а также
соотношению ∑

i

a+
i ai = 1,

следующему из условия нормировки∫
V

Ψ+ (rk) Ψ (rk) dvk = 1, k = 1, 2.

Знаком «+» здесь и далее обозначена опе-
рация эрмитового сопряжения, интегрирова-
ние идет по координатам вектора rk по всему
объему системы V .

Оператор Ψ(r1, r2), соответствующий вол-
новой функции двухэлектронного состояния
выберем в виде

Ψ(r1, r2) =
2∑

i,j=1

aiajφi(r1)φj(r2),

Ψ+(r1, r2) =
2∑

i,j=1

a+
i a

+
j φ
∗
i (r1)φ∗j (r2). (3)



Пространственно-периодическое распределение оптических центров как следствие когерентного. . .71

а) б)

Рис. 1. Фейнмановские диаграммы второго порядка, соответствующие взаимодействию двух атомных
электронов. Сплошные линии отвечают электронам первого и второго оптических центров,

волнистая линия — фотону

В этом случае гамильтониан системы двух
невзаимодействующих примесных центров

H0 =

∫
V

∫
V

Ψ+(r1, r2)
2∑

k=1

(
p2
k

2m
+ U(rk)

)
×

×Ψ(r1, r2)dv1dv2

запишется в виде

H0 = 2
2∑
i=1

Eia
+
i ai,

где Ei — энергия электрона в состоянии |i〉.
Потенциал A(r) электромагнитного поля

разложим на положительно- и отрицательно-
частотные составляющие

A(r) = A(−)(r) + A(+)(r), (4)

где

A(−)(r) =
1√

16π3

∑
k,λ=1,2

bλ(k)eλ(k)e−i(ωt−kr),

A(+)(r) =
1√

16π3

∑
k,λ=1,2

b+λ (k)e∗λ(k)ei(ωt−kr),

b+λ (k), bλ(k) — операторы рождения и уничто-
жения фотонов с волновым вектором k, ча-
стотой ω и поляризацией λ, направление ко-
торой задается комплексным вектором поля-
ризации eλ(k). Операторы b+λ (k), bλ(k) подчи-
няются каноническим коммутационным соот-
ношениям

[bλ(k1), bσ(k2)] = 0,
[
b+λ (k1), b+σ (k2)

]
= 0,[

b+λ (k1), bσ(k2)
]

= δ(k1 − k2).

Здесь δ(k1 − k2) — дельта-функция Дира-
ка.

Подставляя (3) и (4) в (2), получаем выра-
жение для гамильтониана взаимодействия W
в виде W = W1 +W+

1 +W2 +W+
2 , где

Wk = − e

m

1√
16π3

∑
i,j

∑
kk,λ

a+
i ajbλ(kk)e

−iωt×

×
∫
Vk

φ∗i (rk)(p1eλ(kk))φj(rk)e
ikkrkdvk,

В нерелятивистском приближении им-
пульс pk равен mdrk/dt = −im [H0, rk], где
[H0, rk] = H0rk − rkH0 — коммутатор опера-
торов H0 и rk. Так как H0φi (rk) = Eiφi (rk),
где Ei — энергия электрона в состоянии φi, то
имеем

Wk =
ie√
16π3

∑
i,j

∑
kk,λ

ωija
+
i ajbλ(kk)e

−iωt×

×
∫
V

φ∗i (rk) (eλ(kk) · rk)φj(rk)eikkrkdvk,

где ωij = Ei − Ej — частота перехода.
Обозначим

gijλ (kk, rk) =

=
iωij√
16π3

φ∗i (rk) (dk · eλ(kk))φj(rk)e
ikkrk ,

где dk = erk — дипольный момент k-го элек-
трона для перехода между состояниями, опи-
сываемыми волновыми функциями φi (rk) и
φj (rk).

В результате получим

Wk =

∫
V

∑
i,j

∑
kk,λ

gijλ (kk, rk)×

× a+
i ajbλ(kk)e

−iωtdvk. (5)
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3. Рассмотрим процесс взаимодействия
двух ОЦ за счет обмена поперечным фото-
ном. Начальное и конечное состояния системы
выберем в виде, соответствующем одному воз-
бужденному и одному невозбужденному цен-
трам.

Перенос энергии электронного возбужде-
ния, соответствующий фейнмановской диа-
грамме рис. 1б, описывается матричным эле-
ментом S

(2)
fi матрицы рассеяния S во втором

приближении теории возмущений

S
(2)
fi = −

〈
f

∣∣∣∣∣∣
∞∫
−∞

W (t1)

t1∫
−∞

W (t2)dt2dt1

∣∣∣∣∣∣ i
〉

=

= −

〈
f

∣∣∣∣∣∣
∞∫

0

t1∫
0

∫
V

∫
V

ξ(v1, v2, t1, t2)dv1dv2dt2dt1

∣∣∣∣∣∣ i
〉
,

где

ξ(v1, v2, t1, t2) =∑
i,j,m,n

∑
k1,λ,k2,σ

∑
r′,r′′

(
vijλ(k1, r

′, t1)+

+ v+
ijλ(k1, r

′, t1)
)
×

×
(
vmnσ

(
k2, r

′′, t2
)

+ v+
mnσ

(
k2, r

′′, t2
))
,

vijλ (kk, rk, t) = gijλ (rk) a
+
i ajbλ (kk) e

−iωt,

радиус-векторы r′, r′′, по которым идет сум-
мирование, принимают независимо значения
r1 и r2, и, согласно адиабатической гипоте-
зе [12],W (t) = We−iωijt−ε|t|, где ε > 0 — беско-
нечно малый параметр, назначение которого
заключается в придании смысла расходящим-
ся интегралам по временам t1 и t2. Физиче-
ский смысл адиабатической гипотезы заклю-
чается в том, что взаимодействие W (t) бес-
конечно медленно «включается» на интерва-
ле −∞ < t 6 0, и затем бесконечно медленно
исчезает на интервале 0 6 t < ∞. В оконча-
тельных выражениях для матричных элемен-
тов матрицы рассеяния выполняется предель-
ный переход ε→ 0.

Усреднение по состояниям электромагнит-
ного поля с помощью соотношений

〈0| bλ(k1)b+σ (k2) |0〉 = δλσδ (k1 − k2) ,

〈0| bλ (k1) bσ (k2) |0〉 = 〈0| b+λ (k1) b+σ (k2) |0〉 = 0,

(δλσ — символ Кронекера) приводит к следу-
ющему выражению для матричного элемен-
та S(2)

fi :

S
(2)
fi =

= −
∞∫
−∞

t1∫
−∞

∫
V

∫
V

〈
f

∣∣∣∣∣ ∑
i,j,m,
n,k,λ

∑
r′=r1,r2
r′′=r1,r2

gmnσijλ (k, r′,k, r′′)×

×a+
i aja

+
mane

iωijt2eiωmnt1eiω(t2−t1)

∣∣∣∣∣i
〉
dv1dv2dt2dt1.

(6)

Здесь

gmnσijλ

(
k1, r

′,k2, r
′′) = gijλ

(
k1, r

′) g∗mnλ (k2, r
′′)

и частота ω содержит бесконечно малую
мнимую часть ±iε. Усредняя по электрон-
ным состояниям с помощью тождества
[A,BC] = {A,B}C − B {A,C}, приходим к
соотношению

〈f | a+
i aja

+
man |i〉 =

= δjmδi2δn2 + δjmδi1δn1 − δi2δn2δ1mδj1+

+ δi1δn2δ1mδj2 + δi2δn1δ1mδj2−
− δi1δn1δ2mδj2. (7)

Слагаемые в (6) при r′ = r′′ соответству-
ют диаграмме, представленной на рис. 1а, и
описывают поправки к уровням энергии оп-
тических центров, вследствие чего они опуще-
ны при дальнейших вычислениях. Модифици-
рованные константы связи gijλ (k, r) пропор-
циональны разности Ei − Ej , следовательно,
вклады первого и третьего, а также второ-
го и шестого слагаемых в (7) взаимно ком-
пенсируются. Пятое слагаемое дает нулевой
вклад, т. к. для него m = n = 1, i = j = 2.
Следовательно, когерентный перенос энергии
электронного возбуждения описывается чет-
вертым слагаемым матричного элемента S(2)

fi
матрицы рассеяния

S
(2)
fi = −

∞∫
0

t1∫
0

∫
V

∫
V

∑
i,j,m,
n,k,λ

gijλ (k, r1) g∗mnλ (k, r2)×

×δi1δn2δj2δm1e
iωijt2eiωmnt1e−iω(t1−t2)dv1dv2dt2dt1 =

= −
∞∫

0

t1∫
0

∫
V

∫
V

∑
k,λ

g12λ (k, r1) g∗12λ (k, r2)×

× eiωijt2eiωmnt1e−iω(t1−t2)dv1dv2dt2dt1.



Пространственно-периодическое распределение оптических центров как следствие когерентного. . .73

Суммирование по поляризациям выполня-
ется с помощью равенства∑

λ

eλα (k) e∗λβ (k) = δαβ − nαnβ,

где n = k/|k| — единичный вектор, направ-
ленный вдоль k, α, β — векторные индексы в
декартовой системе координат. Тогда

S(2) =
iω2

12

16π3∆ω

∑
k

∞∫
−∞

∫
V

∫
V

e−i∆ωt×

× φ∗2(r2)φ1(r1) [(d1d2)− (d1n) (d2n)] dv1dv2×
× φ∗2(r1)φ1(r2)eik(r1−r2)dt, (8)

где ∆ω = ω−ω12±iε. Конкретизируем началь-
ные и конечные состояния. Будем считать, что
состояния оптических электронов — ридбер-
говские, т. е. описываются водородоподобны-
ми волновыми функциями, причем основное
и возбужденное состояния принадлежат одно-
му терму (одному главному квантовому числу
n). Тогда

φ1(rk) = Rnl1(rk)Yl1m1(θk, ϕk),

φ2(rk) = Rnl2(rk)Yl2m2(θk, ϕk).

Здесь Rnl (r) — радиальная часть волно-
вой функции, явный вид которой приведен
ниже, Ylm (θ, ϕ) — сферическая функция [12],
n, l,m = lz — главное, орбитальное и магнит-
ное квантовые числа ридберговских состоя-
ний, rk, θk, ϕk — координаты вектора rk в сфе-
рической системе координат.

Плоскую волну eik(r1−r2) разложим по сфе-
рическим волнам [12]

eik(r1−r2) = 4π

∞∑
j=0

j∑
jz=−j

ijgj(k|r1 − r2|)×

× Y ∗jjz(n)Yjjz(n12),

где gj (kr) =
√
π/2krJj+1/2(kr) — сфериче-

ская функция Бесселя, n12 = (r1−r2)/|r1−r2|.
Обозначив зависящий от частоты множи-

тель iω2
12

16π3∆ω

∞∫
−∞

e−i∆ωtdt в (8), описывающий

нормированный спектр излучения, выражен-
ный в числе квантов на единичный интервал
частот, черезG(ω), перепишем выражение для

элементов S-матрицы в виде

S
(2)
fi = −G(ω)·

∑
k

∫
V

∫
V

Rnl2(r2)Y ∗l2m2
(θ2, ϕ2)×

×Rnl1(r1)Yl1m1 (θ1, ϕ1) [(d1d2)− (d1n) (d2n)]×
×Rnl2(r2)Y ∗l2m2

(θ2, ϕ2)Rnl1(r1)Yl1m1 (θ1, ϕ1)×

× 4π
∞∑
j=0

j∑
jz=−j

ijgj(k|r1 − r2|)×

× Y ∗jjz(n)Yjjz(n12)dv1dv2, (9)

Для дальнейшего преобразования (9) заме-
тим, что разность r2−r1 в аргументе сфериче-
ской функции Бесселя gj(k|r1−r2|) вследствие
r1, r

′
2 � R можно заменить на R, где вектор

R показан на рис. 2. Аналогичная замена для
функции Yjjz(n12) приводит к появлению мно-
жителя, определяющего зависимость элемен-
та S(2)

fi от взаимной ориентации диполей d1 и
d2.

Для вычисления N = (d1d2)− (d1n) (d2n)
выберем ось Oz сферической системы коорди-
нат вдоль радиус-вектора R. Векторы d1, d2

в этой системе координат имеют следующие
компоненты:

d1 = (sin θ1 cosϕ1, sin θ1 sinϕ1, cos θ1) ,

d2 = (sin θ2 cosϕ2, sin θ2 sinϕ2, cos θ2) .

В таком случае

N =
d1d2

2
sin θ1 sin θ2 cos (ϕ1 − ϕ2) =

=
4π

3
d1d2

[
Y11 (θ1, ϕ1)Y11 (θ2, ϕ2) +

+ Y1,−1 (θ1, ϕ1)Y1,−1 (θ2, ϕ2)
]
.

Перепишем выражение для элемента S(2)
fi

в виде

S
(2)
fi = −4π2e2

3
G(ω)

∑
k

∞∑
j=0

jz=j∑
jz=−j

∑
m=±1

ijgj (kR)×

×Yjjz (n)

∫
V

r1Rnk1 (r1)Rnk2 (r1)Yk1κ1 (θ1, φ1)×

× Y1m (θ1, φ1)Yk2κ2 (θ1, φ1) dv1×

×
∫
r2Rnl1(r2)Rnl2(r2)×

× Yl1λ1(θ2, φ2)Y1m(θ2, φ2)Yl2λ2(θ2, φ2)dv2.
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Рис. 2. Выбор координат, описывающих положения оптических электронов при когерентном
взаимодействии оптических центров

Здесь учтено, что d = er. Используя фор-
мулу

∫
Y ∗l1m1

(θ, ϕ)Yl2m2(θ, ϕ)Yl3m3(θ, ϕ) sin θdθdϕ =

= (−1)m1
√

(2l1 + 1)(2l2 + 1)(2l3 + 1)/4π×
×W l1l2l3

000 W l1l2l3
−m1m2m3

,

где через W l1l2l3
m1m2m3

обозначен 3j-символ Виг-
нера [13], и вводя следующее обозначение для
радиальных интегралов

Kn
l1l2 =

∞∫
0

r3Rnl1 (r)Rnl2(r)dr,

получаем

S
(2)
fi = −4π2e2

3
G(ω)×

×
∑
k

∞∑
j=0

jz=j∑
jz=−j

∑
m=±1

ij (−1)κ1+λ1×

× gj (kR)Yjjz (n)Kn
k1k2K

n
l1l2×

× [3 (2k1 + 1) (2k2 + 1) /4π]1/2×

× [3 (2l1 + 1) (2l2 + 1)/4π]1/2×
×W k11k2

000 W k11k2
−κ1mκ2W

l11l2
000 W l11l2

−λ1mλ2 . (10)

Для дальнейших вычислений ограничимся
в (10) первым слагаемым, отвечающим значе-
нию j = 0. Тогда jz = 0, g0(kR) = sin(kR)/kR,
откуда следует выражение для вероятно-
сти перехода wk1k2,l1l2fi в одну секунду, полу-

чающееся из
∣∣∣S(2)
fi

∣∣∣2 с учетом соотношения

|G(ω)|2 = 2πTG(ω), где T — время наблюде-

ния над системой

wk1k2,l1l2fi = 2π3e4G(ω)
sin2 kR

(kR)2

(
Kn
k1k2K

n
l1l2

)2×
× (2k1 + 1) (2k2 + 1) (2l1 + 1) (2l2 + 1)×

×
∑
k

|Y00 (n)|2×

×

∣∣∣∣∣ ∑
m=±1

W k11k2
000 W k11k2

−κ1mκ2W
l11l2
000 W l11l2

−λ1mλ2

∣∣∣∣∣
2

.

(11)

Учитывая, что
∑
k

|Y00 (n)|2 = 1, усред-

няя вероятность (11) по квантовым чис-
лам начального состояния κ1, λ1, и сум-
мируя по квантовым числам конечного со-
стояния κ2, λ2 с помощью соотношения∑
κ1,κ2

W k11k2
−κ1mκ2W

k11k2
−κ1nκ2 = δmn, получаем

wk1k2,l1l2fi = 2π3e4G(ω)
sin2 kR

(kR)2

(
Kn
k1k2K

n
l1l2

)2×
× (2k1 + 1) (2k2 + 1) (2l1 + 1) (2l2 + 1)×

×
(
W k11k2

000

)2 (
W l11l2

000

)2
. (12)

Оценим далее величины Kn
l1l2

. Радиальная
часть Rnl(r) волновой функции водородопо-
добного состояния выражается через присо-
единенные полиномы Лагерра Lkn(r)

Rnl(r) = α3/2

[
(n− l − 1)!

2n (n+ l)!

]
×

× exp (−αr/2) (αr)l L2l+1
n−l−1 (αr) ,

где α =
2Z

na0
, Z — заряд атомного остова, и

a0 =
~2

me2
= 0, 529 Å — Боровский радиус. Для
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рассматриваемых здесь электродипольных пе-
реходов k2 = k1± 1, l2 = l1± 1, значения инте-
гралов Kn

l,l±1 согласно [13] равны

Kn
l,l+1 =

3

2
a0n
√
n2 − (l + 1)2,

Kn
l,l−1 =

3

2
a0n
√
n2 − l2.

Учитывая также значения 3j-символов
при k2 = k1 ± 1, l2 = l1 ± 1 [13]

W l1,l+1
000 = (−1)l+1

√
(l + 1)

(2l + 3) (2l + 1)
,

W l1,l−1
000 = (−1)l

√
l

(2l + 1) (2l − 1)
,

получаем из (12) следующее выражение для
вероятности перехода wl,l+1

fi при k1 = l1 = l,
k2 = l2 = l + 1:

wl,l+1
fi =

9π3

2
e4a4

0G(ω)×

× sin2 kR

(kR)2 n
4
[
n2 − (l + 1)2

]2
(l + 1)2 . (13)

Аналогично вероятность перехода wl,l−1
fi

при k1 = l1 = l и k2 = l2 = l − 1 равна

wl,l−1
fi =

9π3

2
e4a4

0G(ω)×

× sin2 kR

(kR)2 n
4
[
n2 − l2

]2
l2. (14)

Наибольший интерес представляют в ка-
честве ОЦ ионы переходных и редкоземель-
ных металлов, у которых не заполнены 3d- и
4f-электронные оболочки. Полная вероятность
P l1l2fi переноса энергии электронного возбуж-
дения, получаемая суммированием вероятно-
сти перехода wl,l−1

fi по всем частотам в пре-
делах полосы частот G(ω), в случае l1 = l,
l2 = l − 1 равна

P l,l−1
fi =

∫
wl,l−1
fi dω =

=
9π3

2
e4a4

0

sin2 kR

(kR)2 n
4 (2n− 1)2 (n− 1)2 .

При l2 = l+ 1 вероятность P l,l+1
fi равна ну-

лю в соответствии с правилами отбора.

Выражения (13) и (14) показывают, что
вероятность когерентного переноса энергии
электронного возбуждения является периоди-
ческой функцией расстояния, что может при-
вести к пространственно-периодическому рас-
пределению возбуждений в конденсированной
среде. Образование периодических одномер-
ных, двумерных и трехмерных структур в
кристаллах при воздействии на них когерент-
ного излучения наблюдалось в эксперименте.

4. Докажем устойчивость пространственно-
периодического распределения электронного
возбуждения по отношению к малым воз-
мущениям. Полный гамильтониан системы,
включающий как систему ОЦ, так и электро-
магнитное поле, имеет вид (ωkλ — энергия фо-
тонов с волновым вектором k и поляризацией
λ)

H = 2
∑
m

Ema
+
mam+

+
∑
kλ

ωkλb
+
λ (k)bλ(k) +W. (15)

Руководствуясь аналогией с преобразова-
нием Фрелиха [14], подберем такое унитарное
преобразование U = eS гамильтониана H, при
котором гамильтониан H ′ = U+HU не содер-
жит слагаемое W , описывающее взаимодей-
ствие ОЦ с электромагнитным полем. Антиэр-
митов оператор S (S+ = −S) выберем в виде

S =
∑
kλ

Skλ, Skλ = γ+
kλb

+
λ (k)− γkλbλ (k) ,

γkλ =
∑
i,j

∫
V

∫
V

fijkλ (r1, r2) a+
i ajdv1dv2, (16)

γ+
kλ =

∑
m,n

∫
V

∫
V

f∗mnkλ (r1, r2) a+
mandv1dv2.

Функции fijkλ подбираются так, чтобы ис-
ключить W в (14). Используя операторное
тождество [AB,CD] = A [B,CD] + [A,CD]B,
находим[

a+
i aj , a

+
man

]
= δjma

+
i an − δina

+
maj .

Если выбрать коэффициенты разложения
fijkλ симметричными по индексам i и j,
то коммутатор

[
γkλ, γ

+
qσ

]
= 0. В этом слу-

чае оператор
[
γkλbλ (k) , γ+

kλb
+
λ (k)

]
коммути-

рует с оператором Skλ, вследствие чего мож-
но применить тождество Бейкера-Хаусдорфа
eβ+β+

= eβeβ
+
e−[β,β+]/2, где β =

∑
k,λ

γkλbλ (k),
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β+ =
∑
k,λ

γ∗kλb
+
λ (k), и оператор U можно запи-

сать в следующих двух формах:

U = eβ
+
e−βeχ/2, или U = e−βeβ

+
e−χ/2.

Здесь χ =
∑
k,λ

γ+
kλγkλ.

Разложим eχ/2 в ряд. Произвольный член
этого разложения, содержащий n операторов
рождения и столько же операторов уничто-
жения путем использования канонических ан-
тикоммутационных соотношений, приводится
к члену, пропорциональному a+

1 a
+
2 a1a2. Дей-

ствительно, индексы i, j,m, n принимают зна-
чения 1 и 2: 1 — для основного состояния
первого или второго атома, 2 — для возбуж-
денного. Следовательно, если какой-то член
разложения eχ/2 в ряд будет содержать бо-
лее двух операторов уничтожения, среди них
будут два совпадающих, но тогда, используя
канонические антикоммутационные соотноше-
ния, их можно поставить рядом и учесть, что
aiai = 0. Отмеченный факт является след-
ствием общей теоремы, доказанной в [15]. В
результате унитарный оператор U равен

U = (1 + χ/2) eβ
+
e−β, или

U = (1− χ/2) e−βeβ
+
.

Вычислим гамильтониан H ′. Поскольку U
коммутирует с операторами a+

i aj , входящими
в гамильтониан взаимодействия W , то можно
использовать операторное тождество

e−Sbλ (k) eS = bλ (k)−

− 1

1!
[S, bλ(k)] +

1

2!
[S, [S, bλ (k)]]− . . . .

Тогда
U+bλ (k)U = bλ (k) + γ+

kλ,

U+b+λ (k)U = b+λ (k) + γkλ.

Следовательно

H ′ = 2
∑
m

E′ma
+
mam +

∑
kλ

ωkλb
+
λ (k) bλ (k) +

+
∑
kλ

ωkλγkλbλ (k) +
∑
kλ

ωkλγ
+
kλb

+
λ (k) +

+W ′1 +W ′2 +W ′+1 +W ′+2 ,

где

W ′k =

∫
V

∑
i,j

∑
k,λ

gijλ (rk) a
+
i ajbλ (k) e−iωkλtdvk+

+

∫
V

∑
i,j

∑
k,λ

gijλ (rk) a
+
i ajγ

+
kλe
−iωkλtdvk + э.с.,

k = 1, 2.

Символом «э.с.» обозначено выражение,
эрмитово сопряженное сумме первых двух
слагаемых.

Для исключения гамильтониана взаимо-
действия необходимо положить∑

kλ

ωkλγkλ +
∑
k=1,2

∑
i,j,

k,λ

×

×
∫
V

gijλ (rk) a
+
i aje

−iωkλtdvk = 0,

∑
kλ

ωkλγ
+
kλ+

∑
k=1,2

∑
i,j,

k,λ

×

×
∫
V

g∗ijλ (rk) a
+
i aje

iωkλtdvk = 0. (17)

Тогда гамильтониан H ′ с учетом (17) приоб-
ретает вид

H ′ = 2
∑
m

E′ma
+
mam+

∑
kλ

ωkλb
+
λ (k) bλ (k) +W ′,

где

W ′ = − 2

ωkλ

∫
V

∫
V

∑
i,j,

m,n

∑
k,λ,

q,σ

gijλ (r1)×

× g∗mnσ (r2) a+
i aja

+
mandv1dv2 − э.с.. (18)

В гамильтониане (18) опущены все слагае-
мые, содержащие интегрирование только по
координатам одного атома; эти слагаемые со-
ответствуют поправкам к уровням энергии
изолированного атома (диаграмма рис. 1а) и
не имеют отношения к взаимодействию ато-
мов. Оставшиеся слагаемые описывают взаи-
модействие атомов, соответствующий потен-
циал взаимодействия равен

Π (R) =
∑
ijmn

∑
λσ

gijλ (r1) g∗mnσ (r2), (19)
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Здесь, как и выше, расстояние между электро-
нами ОЦ |r1 − r2| заменено на расстояние R
между атомными остовами.

Гамильтониан (18) формально совпадает
с гамильтонианом Фрелиха в теории сверх-
проводимости, описывающим взаимодействие
между электронами проводимости путем об-
мена виртуальным фононом. Таким образом,
взаимодействие между атомами, которое осу-
ществляется путем обмена фотоном, приводит
к образованию связанного состояния двух ато-
мов. Энергия возбужденного состояния такой
квазимолекулы Eeffm отличается от удвоенно-
го значения энергии одного атома E′m на ве-
личину потенциала взаимодействия Π (R)

Eeffm = 2E′m −Π(R). (20)

То, что взаимодействие оптических центров
приводит к образованию именно связанного
состояния, видно из формул (19) и (20). Со-
гласно формуле (19) Π > 0, а из (20) следу-
ет, что энергия связанной обменом виртуаль-
ным фотоном пары оптических центров мень-
ше суммарной энергии невзаимодействующих
центров.

Выражение (20) дает критерий темпера-
турной устойчивости периодических струк-
тур — энергия теплового движения должна
быть достаточно мала по сравнению с энер-
гией взаимодействия оптических центров

kT � Π(R).

В настоящее время остается открытым во-
прос, является ли переход от упорядоченной
структуры оптических центров к структуре,
не содержащей порядка, фазовым переходом.
Этот вопрос связан с более точным вычис-
лением собственных значений и собственных
функций гамильтониана (18). Тем не менее,
как отмечено в начале статьи, именно образо-
вание периодических структур позволяет объ-
яснить отмеченные выше характерные особен-
ности распространения света в конденсиро-
ванных средах при низких температурах.
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