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ABOUT ONE METHOD OF CALCULATING RELEASED INTERNAL ENERGY IN
THE PROCESS OF AN ISOLATED DEFECT FORMATION

Dunaev V. I.

In this work the integrals for the internal energy released in the process of an isolated defect formation
were calculated through coefficients of only one complex potential. This complex potential is a segment
of a power series, since conformal mapping (exact or approximate) of the unit circle to the plane with a
defect is also set with the segment of a power series.

Введение

В работе [1] предложено энергетическое
условие разрушения хрупких тел при обра-
зовании изолированного дефекта в услови-
ях однократного статического нагружения.
При плоском напряженно-деформированном
состоянии получено комплексное представле-
ние интегралов высвобождающейся внутрен-
ней энергии (потенциальной и энтропийной
составляющей), входящих в это условие. В ра-
ботах [1,2], для пластин, находящихся в одно-
родном напряженно-деформированном состо-
янии при образовании в них дефекта в ви-
де эллипса или астроиды, интегралы внут-
ренней энергии вычисляются с помощью вы-
четов. В настоящей работе предложенный
метод вычисления интегралов высвобождаю-
щейся внутренней энергии обобщен для плос-
кости с дефектом произвольной формы, явля-
ющейся конформным отображением внешно-
сти единичного круга, если конформное отоб-
ражение задается отрезком степенного ряда.

1. Постановка и метод решения задачи

Пусть односвязное тело, до образования в
нем изолированного дефекта, находится в од-
нородном напряженно-деформированном со-

стоянии под действием главных напряжений
P1 и P2. Будем считать, что при образова-
нии дефекта тело деформируется теми же на-
пряжениями, приложенными вдали от дефек-
та (теоретически на бесконечности).

Рассмотрим бесконечную пластинку D,
ослабленную криволинейным отверстием с
контуром L, когда на бесконечности приложе-
ны напряжения P1 и P2, действующие во вза-
имно перпендикулярных направлениях, и на-
пряжение P1 составляет с осью 0x угол α. При
этом контур L свободен от внешних напряже-
ний.

Задача об определении напряженно-
деформированного состояния плоской пла-
стинки сводится [3] к нахождению двух функ-
ций ϕ(z) и ψ(z) комплексного переменного
(комплексных потенциалов) z = x + iy, удо-
влетворяющих граничному условию

ϕ(z) + zϕ′(z) + ψ(z) = 0, z ∈ L (1.1)

или в сопряженной форме

ϕ(z) + zϕ′(z) + ψ(z) = 0, z ∈ L, (1.2)

где функции ϕ(z) и ψ(z) имеют вид

ϕ(z) = Γz + ϕ0(z)
ψ(z) = Γ′z + ψ0(z)

(1.3)
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Здесь Γ = 1
4(P1 + P2), Γ′ = −1

2(P1 − P2)e−2iα,
ϕ0(z), ψ0(z) — голоморфные в области D
функции, включая и бесконечно удаленную
точку.

Тогда напряжения и перемещения
вычисляют по формулам Колосова-
Мусхелишвили [3]

σ11 + σ22 = 2
[
ϕ′(z) + ϕ′(z)

]
,

σ22 − σ11 + 2iσ12 = 2
[
zϕ′′(z) + ϕ′(z)

]
,

2µ(u1 + iu2) = χϕ(z)− zϕ′(z)− ψ(z),

(1.4)

где 2µ = E/(1 + ν), E — модуль упругости,
ν — коэффициент Пуассона, χ = 3 − 4ν для
плоской деформации и χ = (3− ν)/(1 + ν) для
плоского напряженного состояния.

Пусть функция z = ω(ξ), осуществляющая
конформное отображение внешности единич-
ного круга в плоскости ξ на внешность кри-
волинейного контура L в плоскости z, имеет
вид

ω(ξ) = R

[
ξ +

N∑
l=1

сlξ1−l

]
. (1.5)

Тогда, переходя к переменным ξ в выражении
(1.2), получим граничное условие

ϕ(σ) +
ω(σ)

ω′(σ)
· ϕ′(σ) + ψ(σ) = 0, (1.6)

где σ = eiθ — произвольная точка единичной
окружности.

Согласно соотношениям (1.3), функции
ϕ(ξ) и ψ(ξ) представимы в виде

ϕ(ξ) = RΓξ + ϕ0(ξ),

ψ(ξ) = RΓ′ξ + ψ0(ξ).
(1.7)

Здесь ϕ0(ξ), ψ0(ξ) — голоморфные в области
|ξ| > 1 функции, включая и бесконечно уда-
ленную точку.

Поскольку отображение ω(ξ) задается от-
резком степенного ряда (1.5), то, следуя [3],
функции ϕ(ξ) и ψ(ξ) можно представить в ви-
де

ϕ(ξ) = RΓξ +
N∑
l=1

alξ
1−l,

ψ(ξ) = RΓ′ξ +
∞∑
l=1

blξ
1−l.

(1.8)

Из граничного условия (1.6) следует равенство

ψ(σ)ω(′σ) = −ϕ(σ)ω(′σ)− ω(σ)ϕ′(σ). (1.9)

Подставляя в равенство (1.9) выражения (1.5)
и (1.8) и приравнивая коэффициенты при оди-
наковых положительных степенях σ в обеих
частях равенства, с учетом условия ψ0(∞) = 0
(b1 = 0) [3] получаем систему линейных алгеб-
раических уравнений для нахождения коэф-
фициентов al, определяющих функцию ϕ(ξ)

ap +

N−p∑
l=1

(1− l)clal+p +

N−p∑
l=1

(1− l)cl+pal+

+RΓcp = Dp. (1.10)

Здесь Dp =

{
0, p 6= 2,

RΓ′, p = 2, р = 1, . . . , N.

Функцию ψ(ξ) можно найти и не прибегая
к сравнению коэффициентов перед одинако-
выми степенями σ [4].

Умножая обе части равенства (1.9) на
1

2πi(σ−ξ) , где ξ — точка вне единичной окруж-
ности ω и интегрируя это соотношение по ω,
получаем

ω(′ξ)ψ(ξ) = −ϕ
(

1

ξ

)
ω(′ξ)− ω

(
1

ξ

)
ϕ′(ξ),

откуда

ψ(ξ) = −ϕ
(

1

ξ

)
− ω(ξ)

ω(′ξ)
ϕ′(ξ).

2. Вычисление интегралов внутренней
энергии

Покажем, что полученное решение может
быть использовано для эффективного вычис-
ления интегралов внутренней энергии

W = U − γΣ =
1

2

∮
Σ

σ
(0)
ij u

(1)
i njds+

+ α0T0k1

∮
Σ

u
(1)
i δijnjds− γΣ, (2.1)

i, j,= 1, 2,

входящих в энергетическое условие хрупкого
разрушения [1]

dW

da
= 0, (2.2)
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где W — полная энергия, U — внутренняя
энергия, γ — внутренняя энергия, необходи-
мая для образования единицы площади но-
вой поверхности, σ(0)

ij — компоненты тензо-
ра напряжения в пластине без дефекта, на-
ходящейся в однородном напряженном состо-
янии под действием главных напряжений P1

и P2, u
(1)
i — компоненты вектора перемеще-

ния в пластине с дефектом, ni — компонен-
ты вектора внешней нормали к области, огра-
ниченной контуром Σ, δij — символ Кроне-
кера, α0 – линейный коэффициент теплово-
го расширения, T0 — абсолютная температура,
k1 = E/(1 − ν) — для плоского напряженно-
го состояния, k1 = E/(1 − 2ν) — для плоской
деформации, a — представительный параметр
контура дефекта.

Используя выражения (1.4), комплексное
представление интегралов внутренней энер-
гии (2.1) приводится к виду [1]

U =
1

4µ
Re

{
1

i

∮
Σ

([χϕ1(z)− zϕ1(′z)− ψ1(z)]×

× [zϕ′′0(z)+ϕ0(′z)]− [χϕ1(z)−zϕ1(′z)−ψ1(z)]×

× [ϕ0(z) + ϕ0(′z)])dz

}
+

+
α0T0k1

2µ
Re

{
i

∮
Σ

[χϕ1(z)− zϕ1(′z)− ψ1(z)]dz

}
.

Для рассматриваемого случая с учетом функ-
ций

ϕ0(z) = Γz, ψ0(z) = Γ′z,

определяющих однородное напряженно-
деформированное состояние пластинки без
дефекта и граничных условий (1.1), (1.2) по-
лучим

U =
χ+ 1

4µ
Re

i
∮
Σ

[2Γϕ1(z)− Γ′ϕ1(z)]dz

+

+
α0T0k1(χ+ 1)

2µ
Re

i
∮
Σ

ϕ1(z)dz

 . (2.3)

Заметим, что для вычисления внутренней
энергии U по формуле (2.3) достаточно опре-
делить функцию ϕ1(z) из решения задачи
о бесконечной плоскости, ослабленной отвер-
стием, когда на бесконечности заданы напря-
жения P1 и P2.

Пусть z = ω(ξ) — регулярная на единич-
ной окружности ω функция, отображающая
ее внешность на внешность контура Σ. Пере-
ходя в интегралах (2.3) к новой переменной,
получаем

U =
χ+ 1

4µ
Re

{
i

∮
ω

[2Γϕ1(σ)−

− Γ′ϕ1(σ)]ω′(σ)dσ

}
+
α0T0k1(χ+ 1)

2µ
×

× Re

i
∮
ω

ϕ1(z)ω′(σ)dσ

 . (2.4)

Если отображение z = ω(ξ) задается отрезком
степенного ряда (1.5), то с учетом выражения
(1.8) имеем

ϕ1(σ) = RΓσ +

N∑
l=1

alσ
1−l,

ϕ1(σ) = RΓ
1

σ
+

N∑
l=1

alσ
l−1,

ω′(σ) = R

[
1−

N∑
l=1

lcl+1σ
−(l+1)

]
.

(2.5)

Из выражений (2.5) следует, что подынте-
гральные функции в интегралах (2.4) регуляр-
ны в области |σ| 6 1, как функции комплекс-
ной переменной σ, за исключением полюса в
точке σ = 0. Поэтому интегралы (2.4) могут
быть вычислены при помощи вычетов. Под-
ставляя равенства (2.5) в выражение (2.4) и
вычисляя интегралы внутренней энергии, по-
лучаем

U =
(χ+ 1)π

2µ
Re

{
Γ′R(a2 −RΓc2)−

− 2ΓR

(
RΓ−

N−1∑
l=1

lal+1cl+1

)}
+

+
α0T0k1(χ+ 1)π

µ
×

× Re

{
R

(
N−1∑
l=1

la
l+1
cl+1 −RΓ

)}
. (2.6)

Коэффициенты al, определяющие функцию
ϕ1(σ), входящие в выражение для внутренней
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энергии (2.6), находятся из решения системы
линейных алгебраических уравнений (1.10).

В частности, при образовании дефектов в
виде эллипса и астроиды выражения внутрен-
ней энергии (2.6) совпадают с выражениями,
полученными в работах [1, 2].

Заключение

В работе вычислены интегралы внутрен-
ней энергии, высвобождающейся при образо-
вании изолированного дефекта, через коэф-
фициенты только одного комплексного потен-
циала, являющегося отрезком степенного ря-
да. Это следует из того, что конформное отоб-
ражение (точное или приближенное) внешно-

сти единичного круга на плоскость с дефектом
представлено в виде отрезка степенного ряда.
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