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A WAVE FIELD GENERATED IN POROUS TWO-LAYERED HALF-SPACE BY THE ACTION OF
AN OSCILLATING MOVING LOAD

Suvorova T.V., Belyak O.A., Usoshin S.A.

The work considers a 3D dynamic problem about stress-strain state generated in the layered porous
half-space under the action of a moving oscillating load. The foundation is a viscous-elastic layer coupled
with the underlying heterogeneous half-space saturated with aerated fluid. The analytical formulas
describing wave fields under critical and super-critical moving velocity are constructed, the numerical
analysis of the results is given.

Введение

Многие актуальные проблемы, возникаю-
щие при проектировании зданий и сооруже-
ний, расположенных вблизи скоростных ма-
гистралей, связаны с необходимостью анали-
за полей напряжений и смещений в грунте,
возбуждаемых движущимися объектами. За-
дачи о движущихся нагрузках на поверхности
упругого полупространства, слоя рассматри-
вались в работах [1–3], для упругого слоисто-
го полупространства — [4, 5]. В работах [6, 7]
рассматривалось воздействие движущейся ос-
циллирующей нагрузки на гетерогенное по-
лупространство. Использование в задачах ме-
ханики в качестве модели грунта двухфаз-
ной пористо-упругой среды позволяет более
полно учитывать динамическую реакцию ос-
нования, эффекты затухания волновых по-
лей. Кроме этого, изучение волновых полей
в пористых двухкомпонентных средах [8, 9]
представляет большой интерес ввиду много-
численных приложений при исследовании гео-
логических образований, измерении проница-
емости грунтов, повышении продуктивности
нефтяных скважин, в биомеханической инже-
нерии. В настоящей работе рассматривается

движение осциллирующей нагрузки по сло-
истому пористо-упругому полупространству,
насыщенному аэрированной жидкостью.

1. Постановка задачи

Рассматривается пространственная
динамическая задача о напряженно-
деформированном состоянии, возникающем
в слоистом полупространстве под действи-
ем движущейся на его поверхности нагруз-
ки, изменяющейся по гармоническому закону.
Основание представляет собой вязко-упругий
слой толщины h, занимающий в декартовой
системе координат область −∞ < x, y < ∞,
−h 6 z 6 0, сцепленный с подстилающим ге-
терогенным полупространством, расположен-
ным в области −∞ < x, y <∞, −∞ 6 z 6 −h.
Гетерогенное полупространство состоит из
упругого скелета, поры которого заполнены
аэрированной жидкостью.

К поверхности среды приложена распре-
деленная по прямоугольной области нагрузка,
движущаяся с постоянной скоростью V в на-
правлении оси Ox и осциллирующая по закону
P̄ (x, у, 0)e−iωt, −a 6 х 6 a, −b 6 y 6 b. Вне об-
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ласти приложения нагрузки поверхность сре-
ды свободна от напряжений.

Перемещения упругой среды описываются
уравнениями Ламе [10]. Напряжения σ(1)

ij и пе-

ремещения u(1)
i связаны соотношениями обоб-

щенного закона Гука [10]. Задание частотно-
независимого внутреннего трения, т. е. вязко-
сти в слое приводит к возникновению малой
комплексной части в параметрах Ламе.

Для учета пористости и водонасыщенно-
сти среды используются уравнения Био [11,
12], описывающие колебания гетерогенной
двухкомпонентной среды

ρ11
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Здесь u
(2)
i (x, y, z, t), vi(x, y, z, t), i = 1, 2, 3 —

компоненты векторов перемещений твердой и
жидкой фаз.

Связь между тензором полных напряже-
ний Γij и деформациями твердой eij и жидкой
εij фаз выражается в виде

σsij = Aeδij + 2Neij +Qεδij , (1.2)

σf = Qϑ+Rε,

ϑ = u
(2)
i,i , ε = vi,i,

Γij = σsij + δijσ
f ,

где δij — символ Кронекера, σsij — тензор на-
пряжений, действующих в упругом скелете,
σf — давление, действующее на жидкость в
порах. A, N , Q, R — механические постоян-
ные гетерогенной среды, которые могут быть
выражены через модули объемной сжимаемо-
сти твердой фазы Ks, жидкой фазы Kmix и
пористость [8, 13]. При этом модуль объемно-
го сжатия жидкой фазы зависит от степени ее
насыщения газом mg в объемном отношении и
модулей объемного сжатия газа Kg и жидко-
сти Kf

1

Kmix
=

1−mg

Kf
+
mg

Kg
,

ρ12 < 0 — коэффициент динамической связи
упругого скелета и жидкости. Коэффициенты
динамической плотности выражаются форму-
лами

ρ11 = (1−m)ρs − ρ12,

ρ22 = (1−m)ρf − ρ12,

где ρs, ρf — плотности сред упругого скелета
и жидкости, m — пористость среды, b = ηm2

ko
,

η — коэффициент вязкости жидкости, ko — ко-
эффициент проницаемости.

На границе раздела сред задаются условия
жесткого сцепления и непроницаемости грани-
цы
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,

i = 1, 2, 3.

Замыкают постановку краевой задачи условия
излучения энергии упругих волн на бесконеч-
ность [14].

2. Построение решения и анализ
результатов

Введем подвижную систему координат,
связанную с движущейся нагрузкой, и рас-
смотрим установившийся режим колебаний.
Для перемещений и напряжений имеет место
представление вида

u(n)(x, y, z, t) = u(n)◦(x∗ − V t, y, z)e−iωt, (2.1)

n = 1, 2.

Ниже будем оперировать с амплитудными
значениями функций в подвижной системе ко-
ординат, знак «◦» опустим. Матрица Грина
для уравнений (1.1)–(1.3) строится с помощью
двумерного преобразования Фурье. Вектор пе-
ремещений в гетерогенной среде представля-
ются в виде комбинации потенциальных и вих-
ревой частей. Аналитическое построение мат-
рицы Грина для многослойной гетерогенной
среды при V = 0 подробно описано в [15].
В случае движущейся нагрузки дифференци-
альные операторы по времени, входящие в
уравнения состояния (1.1), изменятся, что сле-
дует из (2.1). Для построения матрицы Гри-
на в подвижной системе координат, связанной
с приложенной нагрузкой, в матрице, постро-
енной для гармонической задачи, необходимо
сделать замену

ω ⇒ ω − αV, (2.2)
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где α — параметр преобразования Фурье
по координате, совпадающей с направлением
движения. Симметрия относительно парамет-
ров преобразования Фурье α, β исчезает, что
обусловлено наличием движения системы ко-
ординат по оси абсцисс.

Удовлетворяя граничным условиям зада-
чи, приходим к системе алгебраических урав-
нений относительно неизвестных функций, ко-
торые являются двумерными преобразования-
ми Фурье от контактных напряжений на сты-
ке слоев. Эти функции определяются через
преобразование Фурье от поверхностной на-
грузки. В среде Maple реализована програм-
ма, позволяющая провести возникающие при
этом громоздкие преобразования.

Перемещения слоя и подстилающего гете-
рогенного полупространства среды в подвиж-
ной системе координат x∗, y, z имеют следую-
щую структуру:

u
(n)
k (x∗, y, z) =

∫∫
Г

n+1∑
j=1

R
(n)
kj (α, β, z, V )

∆(α, β, V )
×

× exp(Sj(α, β))dαdβ, (2.3)

Sj(α, β) = σ
(n)
j (α, β)z + i(αx∗ + βy),

k = 1, 2, 3.

При n = 1, что соответствует верхнему
слою,

σ
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,
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s

, ω̃ = ω − αV.

Здесь Vp, Vs — скорости распространения про-
дольных и поперечных волн. Для подстила-
ющего полупространства при n = 2 имеет-
ся три различные фазовые функции, соответ-
ствующие трем типам волн, распространяю-
щихся в гетерогенной среде со скоростями Vj ,
j = 1, 2, 3

σ
(2)
j =

√
u2 − ϑ2

j , ϑj = ω̃/Vj ,

Vj =

√
H

ρςj
, j = 1, 2, 3.

Величины ςj являются корнями уравнения:

∆qζ2 − (q11γ22 + q22γ11 − 2q12γ12)ζ + ∆γ = 0;

∆γ = γ11γ22 − γ2
12, ∆q = q11q22 − q2

12,

mj =
γ12 − ςjq12

ςjq22 − γ22
=
γ11 − ςjq11

ςjq12 − γ12
, j = 1, 2;

q11 = (A+ 2N)/H,

q12 = Q/H, q22 = R/H,

γ11 = (ρ11 + ib/ω̃)/ρ, γ12 = (ρ12 − ib/ω̃)/ρ,

H = A+ 2N +Q+R,

γ22 = (ρ22 + ib/ω̃)/ρ,

ρ = ρ11 + 2ρ12 + ρ22.

Перейдем в (2.3) к полярным координа-
там α, β ⇒ u, γ. Ввиду громоздкости вы-
ражений, приведем только подынтегральные
функции, необходимые для вычисления вер-
тикальной компоненты волнового поля, возни-
кающего на поверхности слоя R

(1)
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Здесь P (u, γ) — двойное преобразование Фу-
рье от поверхностной равнораспределенной
нагрузки в движущейся системе координат.

Контур интегрирования Γ в выражении
(2.3) выбирается с учетом принципов излуче-
ния волн на бесконечность [14], для чего необ-
ходимо изучить особенности подынтеграль-
ных функций. Знаменатель подынтегральных
выражений в (2.3) определяет дисперсионные
множества среды

∆(u, γ, V ) = 0. (2.5)

В случае идеальной жидкости, заполняющей
поры, и в отсутствии вязкости в упругом слое
дисперсионное уравнение (2.5) при V = 0
имеет действительные дисперсионные кривые
u0
k = ξk(ω), не зависящие от γ. При докри-

тических скоростях движения действитель-
ные части нулей образуют несимметричную
поверхность в пространстве, это же показа-
но для упругого полупространства в [8]. Ско-
рости движения нагрузки, удовлетворяющие
условиям: V < VR, V < Vi, i = 1, 2, 3, где
VR — скорость распространения поверхност-
ных волн Рэлея в верхнем слое, Vi, i = 1, 2, 3 —

скорости распространения быстрой, медлен-
ной продольных и сдвиговых волн в гетеро-
генной среде, будем называть докритически-
ми. Наличие вязкой жидкости в порах сре-
ды, внутреннего трения в упругом слое при-
водят к смещению нулей в комплексную плос-
кость, что обуславливает диссипацию энергии.
Наибольший интерес представляют нули, име-
ющие малую комплексную часть, как гене-
рирующие слабо затухающие поверхностные
волны. Первый ноль u0

1 = u0
1(γ) уравнения

(2.5), имеющий комплексную составляющую,
порядка 10−4 порождает наиболее энергети-
ческую и слабо затухающую поверхностную
волну. Наличие движущейся нагрузки приво-
дит к зависимости скоростей распространения
волн относительно их направления к движу-
щемуся источнику. Чем больше скорость дви-
жения, тем сильнее асимметрия нейтральной
поверхности, тем более разнятся скорости рас-
пространения волн перед и после движущейся
нагрузки, которые обратно пропорциональны
величине нуля.

Фазовая скорость распространения волн
минимальна перед движущейся нагрузкой и
максимальна за ней. Кроме этого, скорость
распространения поверхностных волн зависит
от пористости, насыщенности подстилающего
основания газом и жидкостью [15]. При уве-
личении жесткости обводненного основания и
при уменьшении пористости значение полюса
уменьшается, следовательно, скорость распро-
странения поверхностной волны увеличивает-
ся.

На основании формулы (2.3) для расчета
перемещений в ближней от нагрузки зоне ре-
ализован численный алгоритм, причем фор-
мулы (2.4) обеспечивают ограниченный рост
подынтегральной функции при u → ∞ и
отсутствие неопределенностей, приводящих к
потери точности счета.

По мере удаления от области приложения
нагрузки осцилляция подынтегральной функ-
ции усиливается, что требует использования
асимптотических методов.

Напряженно-деформированное состояние
в дальней от источника возмущений зоне опи-
сывается асимптотическим представлением,
полученным из (2.3) применением двумерного
метода стационарной фазы [16]. Для построе-
ния асимптотических формул, описывающих
поверхностные волны, генерируемые движу-
щейся нагрузкой, перейдем в формулах (2.3)
к цилиндрическим координатам x∗, y, z ⇒ ρ,
ϕ, z. Внутренний несобственный интеграл по
переменной u вычисляется по теории выче-
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тов [17]. При этом используется легко обраща-
емая аппроксимация дисперсионной кривой,
соответствующей V = 0, что позволяет с за-
данной степенью точности построить анали-
тическое выражение для зависимости нулей
дисперсионного уравнения (2.4) от полярно-
го угла γ и скорости движения V в соответ-
ствии с формулой (2.2). В случае невысоких
частот колебаний ω < 200 Гц достаточно ис-
пользовать линейное представление дисперси-
онной кривой u0

k = ξkω, Re ξk > 0. Причем,
в случае движущейся нагрузки соответствую-
щая дисперсионная поверхность имеет следу-
ющую зависимость:

u0
k(γ) =

ξkω

1 + ξkV/Vs cos γ
. (2.6)

При докритических скоростях движения ха-
рактер поведения дисперсионной поверхности
и количество ветвей при фиксированной ча-
стоте остается неизменным.

Вычет подынтегральной функции, завися-
щей от параметра, находится численно, при
cos(γ − ϕ) < 0

u
(1)
3 (r, ϕ, 0) =

i

2π

∑
k

ϕ+1,5π∫
ϕ+0,5π

R̃k(u
0
k(γ), γ)×

× exp(irS̃k(γ, ϕ))dγ, (2.7)

S̃k(γ, ϕ) = u0
k(γ) cos(γ − ϕ),

R̃k(u
0
k(γ), γ) =

3∑
k=1

R
(1)
33 (u0

k(γ), γ, 0, V )

∂∆(u,γ,V )
∂u

∣∣∣
u=u0k(γ)

.

Внешний конечный интеграл по переменной
γ в (2.7) вычисляется методом стационар-
ной фазы, причем стационарные точки, фа-
зовые функции и их производные вычисля-
ются теперь аналитически. Для двухслой-
ного пористо-упругого полупространства для
каждой фазовой функции существует един-
ственная стационарная точка γ0k, характери-
зующая скорость генерируемой поверхностной
волны и обеспечивающая выполнение условий
излучения волн. Стационарная точка зависит
от скорости движения V и полярного угла на-
блюдения ϕ следующим образом:

γ0k = π + arccos ξkV sinϕ. (2.8)

Асимптотические формулы, описывающие
возмущения поверхности среды имеют вид

u1
3(r, ϕ, 0) =

∑
k

exp(irS̃(γ0k, ϕ)− iπ/4)√
2πr

∣∣∣S̃′′γ (γ0k, ϕ)
∣∣∣ ×

× R̃k(u0
k(γ0k), γ0k). (2.9)

3. Результаты численного анализа и
выводы

В случае идеальной жидкости, заполняю-
щей поры двухкомпонентной среды, поле пе-
ремещений на поверхности убывает как

√
r,

диссипация в среде, наличие вязкой жидкости
в порах приводит к затуханию распространя-
ющихся поверхностной и внутренних волн не
по степенному, а по экспоненциальному зако-
ну. Следует отметить, что показатель экспо-
ненты для реальных грунтовых сред [13] яв-
ляется весьма малой величиной.

Результаты анализа гетерогенных сред в
большой мере зависят от исходных данных,
определяющих поведение среды. В статье [13]
обобщены экспериментальные данные, полу-
ченные для одиннадцати различных грунто-
вых сред, позволяющие полностью описать си-
стему уравнений Био через модули объемной
сжимаемости. Приняты следующие значения
механических характеристик, отвечающие на-
сыщенному водой и воздухом песчанику:

Ks = 3, 5 · 1010 Па, Kb = 0, 43 · 109 Па,
Kf = 2, 25 · 109 Па, Kg = 0, 145 · 106 Па,

ρs = 2, 6 · 103 кг/м3, ρf = 1 · 103 кг/м3,
ρg = 1, 1 кг/м3, m = 0, 4; mg = 0, 01.

Этим данным соответствуют следующие ско-
рости распространения волн: V1 = 571, 6 м/с,
V2 = 69, 4 м/с, V3 = 234, 4 м/с. Скорости рас-
пространения продольной и сдвиговой волн в
упругом слое Vp = 207 м/с, Vs = 120 м/с,
ρ = 1700 кг/м3.

Анализ волнового поля в составной среде
и на ее поверхности проведен на основе асимп-
тотических представлений (2.9), а также инте-
гральных представлений решений (2.4) вблизи
траектории движения возмущений, для чего
составлен пакет программ.

Движущаяся нагрузка создает «нагонную
волну» перед источником. При докритических
скоростях движения впереди движущейся на-
грузки ϕ = 0 амплитуда перемещений, как
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Рис. 1. Действительные части перемещений поверхности среды при ω = 100 Гц

Рис. 2. Мнимые части перемещений поверхности среды при ω = 100 Гц
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Рис. 3. Действительные части перемещений поверхности среды при ω = 200 Гц

Рис. 4. Мнимые части перемещений поверхности среды при ω = 200 Гц
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правило, существенно больше, чем в симмет-
ричной точке поверхности ϕ = π, располо-
женной за источником возмущений. Чем боль-
ше скорость движения, тем больше эта раз-
ность. Этот факт иллюстрируют рис. 1–4, на
которых приведены действительные (рис. 1
и рис. 3) и мнимые (рис. 2 и рис. 4) части
перемещений поверхности среды в зависимо-
сти от расстояния. Скорость движения равна
V = 30 м/с. Сплошная линия соответствует
ϕ = 0, прерывистая — ϕ = π/4, пунктирная —
ϕ = π/2

При различных углах распространения
волн амплитуда перемещений изменяется в
значительной степени. Максимальное значе-
ние перемещения достигают не в единствен-
ном направлении ϕ = 0, а в двух симметрич-
ных при ϕ = ±ϕ0, причем ϕ0 зависит от ско-
рости движения и свойств среды. Увеличение
частоты осцилляции изменяет характер воз-
мущенной поверхности. Рис. 1 и рис. 2 отве-
чают частоте осцилляции 100 Гц, по поверх-
ности распространяется одна волна. На рис. 3
и рис. 4 частота осцилляции 200 Гц соответ-
ствует трем распространяющимся с разными
скоростями поверхностным волнам, при этом
возрастает и амплитуда перемещений, и сте-
пень деформации поверхности.

Увеличение пористости подстилающего ге-
терогенного полупространства, обводненности
и газонасыщенности приводят к понижению
скоростей распространяющихся волн, что в
значительной степени изменяет волновое по-
ле, генерируемое движущейся поверхностной
нагрузкой.

При возрастании скорости движения V и
приближении к одной из характерных скоро-
стей распространения волн в слоистой среде,
амплитуда перемещений возрастает, при сов-
падении — перемещения, определяемые соот-
ношениями (2.3), (2.9), терпят разрыв.

Заключение

Неоднородность строения слоистого гете-
рогенного основания, степень его обводненно-
сти и газонасыщенности вызывает существен-
ное увеличение амплитуд волновых полей, ге-
нерируемых движущимися осциллирующими
нагрузками и изменяют характер распреде-
ления напряженно-деформированного состоя-
ния.

С увеличением скорости движения возрас-
тает амплитуда перемещений, генерируемых
движущимся объектом. Распределение воз-
мущений имеет сложное строение, вызывает

повышенную деформацию боковых областей
среды, прилегающих к области воздействия
нагрузки.

Вид и механические свойства основания
существенно определяют критическую ско-
рость распространения волн в среде, при при-
ближении к которой следует ожидать резкое
возрастание колебаний. Это особенно опасно
для слабых, заболоченных почв, где скорость
около 180 км/ч может оказаться критической.

Результаты работы позволяют прогнозиро-
вать напряженно-деформированное состояние
грунтового основания при изменении уровня
грунтовых вод, полной или частичной насы-
щенности жидкостью, наличия подкрепляю-
щих слоев. На основании решения модель-
ной задачи выявляются наиболее неблагопри-
ятные факторы, которые необходимо учиты-
вать при выборе конструкции автомагистра-
лей, участков железных дорог, предназначен-
ных для скоростного движения.
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