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VIBRATIONS OF A LAYERED INHOMOGENEOUS MEDIUM UNDER THE ACTION OF
OSCILLATING LOAD MOVING ON ITS SURFACE

Schmid G., Kalinchuk V.V., Belyankova T. I., Tosecky A.
Vibrations of a layered inhomogeneous medium caused by the oscillating load moving on its surface

are investigated. The problem is considered in the mobile coordinate system coupled with the load
moving with constant velocity. The displacement of an arbitrary point on the structurally inhomogeneous
medium under the action of the moving oscillating load has been represented in terms of integrals.
The Green’s function properties for the medium and one of the surface wave field structures (vertical
displacements of the medium surface) have been analyzed numerically depending on the velocities of
the oscillation source motion, medium properties and medium structure.

Введение

Одно из центральных мест при иссле-
довании динамических процессов, сопровож-
дающих высокоскоростной режим движения
наземного транспорта, занимает моделиро-
вание неоднородности структуры «дорожное
полотно – подстилающий грунт». Исследова-
ние первой составляющей этой структуры —
дорожного полотна — достаточно эффектив-
но производится численными (МКЭ, МГЭ)
[1–3] и численно-аналитическими методами,
основанными на использовании упрощенных
конечномерных моделей [4]. Применение ана-
логичных подходов при моделировании ди-
намических процессов, инициированных дви-
жущимися объектами в неоднородном грун-
те, не столь эффективно. При использова-
нии численных методов, наряду с пробле-
мой ограниченности вычислительных ресур-
сов, насущной является проблема верифика-
ции получаемых результатов, что определя-
ет необходимость разработки альтернативных
аналитических и полуаналитических методов.
В этом плане эффективны методы, базирую-

щиеся на использовании интегральных преоб-
разований [5]. Ранее такой подход использо-
вался в [6,7] при построении асимптотических
представлений поверхностных, каналовых и
объемных волновых полей в неоднородном по-
лупространстве. В настоящей работе в рам-
ках этого подхода исследуется волновое поле
в ближней зоне на поверхности неоднородного
полупространства. Вопросы распространения
волн, инициированных осциллирующей, дви-
жущейся с постоянной скоростью нагрузкой в
неоднородном слое, исследовались в [8].

1. Колебания неоднородного
полупространства

В рассмотрение вводится система коор-
динат x1, x2, x3. Рассматривается задача о
колебаниях неоднородного полупространства,
представляющего собой слой 0 6 x3 6 h, ле-
жащий на поверхности однородного полупро-
странства x3 6 0. Предполагается, что коле-
бания среды осуществляются под действием
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распределенной в области Ω на поверхности
среды нагрузки q(x1, x2, t).

Краевая задача описывается уравнениями
движения

∇ ·Θ(n) = ρ(n)ü(n), (1.1)

граничными условиями на поверхности среды

x3 = h: n ·Θ(1) = q(x1, x2, t), (x1, x2) ∈ Ω,

n ·Θ(1) = 0, (x1, x2) /∈ Ω,
(1.2)

условиями на границе раздела слоя и полу-
пространства

x3 = 0 : u(1) = u(2), Θ(1) = Θ(2), (1.3)

где Θ(n) — тензор напряжений; u(n) — век-
тор перемещения; ρ(n), λ(n), µ(n) — механиче-
ские параметры (плотность и упругие моду-
ли) слоя (n = 1) и полупространства (n = 2)
соответственно.

Замыкают задачу условия излучения на
бесконечность [9].

В случае упругой изотропной среды тен-
зор Θ(n) представляется в виде

Θ(n) = λ(n)trε
(
u(n)

)
· I + 2µ(n)ε

(
u(n)

)
,

где I — единичный тензор; ε(u(n)) — линей-
ный тензор деформации.

2. Колебания упругой среды
под действием движущейся нагрузки

Рассмотрим колебания среды под дей-
ствием нагрузки q(x1−V t, x2, t), движущейся
по ее поверхности с постоянной скоростью V
и осциллирующей с частотой ω. В общем слу-
чае задача является нестационарной и для ее
решения необходимо использовать преобразо-
вание Лапласа по времени. Однако, допустив,
что движение источника колебаний, как и са-
ми колебания, происходит длительное время,
можно перейти к рассмотрению задачи в по-
движной, движущейся с постоянной скоро-
стью V системе координат, в которой процесс
колебаний можно считать установившимся.

Для дальнейшего исследования введем
подвижную систему координат x′1, x′2, x′3, ко-
торая связана с исходной (неподвижной) си-
стемой координат соотношениями

x′1 = x1 − V t, x′2 = x2, x′3 = x3. (2.1)

В новых координатах (2.1) запись всех
слагаемых в системе уравнений (1.1) остается
без изменения, за исключением производной
по времени. Для нее имеем

u̇ =
∂u

∂t
− V ∂u

∂x′1
,

ü =
∂2u

∂t2
− 2V

∂2u

∂x′1∂t
+ V 2 ∂

2u

∂x′21
.

(2.2)

Решение задачи об установившихся коле-
баниях двухслойной среды ищем в виде

u(n) = u
(n)
0 (x′1, x

′
2, x
′
3)e−iωt. (2.3)

Подставив представление (2.3) в (1.1),
учитывая при этом выражения (1.3) и (2.2),
применяя преобразование Фурье по коорди-
натам x′1, x′2 (α1, α2 — параметры преобра-
зования Фурье, далее штрих при xk опуска-
ем) и произведя формальную замену пара-
метра ω на ω∗ = α1V − ω, получим систему
уравнений, ничем не отличающуюся от тради-
ционной (записанной в неподвижной системе
координат). Однако тип полученной системы
уравнений будет зависеть от скорости движе-
ния нагрузки.

Обозначим c
(1)
1 , c

(1)
2 и c

(2)
1 , c

(2)
2 соответ-

ственно скорости продольных и поперечных
волн в слое и в полупространстве. В зависимо-
сти от соотношения упругих параметров слоя
и полупространства будем различать следую-
щие типы сред:

– нормальную: слой «мягче» полупро-
странства (обозначается индексом n);

– аномальную: слой «жестче» полупро-
странства (обозначается индексом a).

Предположим, что среда является нор-
мальной, т.е. c(1)

n < c
(2)
n , n = 1, 2. В зависи-

мости от скорости движения нагрузки будем
иметь:

– докритический режим движения 0 (n)
при V < c

(1)
2 ;

– сверхзвуковой режим I (n) при
c

(2)
1 > V > c

(1)
2 ;

– сверхзвуковой режим II (n) при V > c
(2)
1 .

Допустим, что среда является аномаль-
ной, т.е. c(1)

n > c
(2)
n , n = 1, 2. В этом случае

в зависимости от скорости движения нагруз-
ки будем иметь:

– докритический режим движения 0 (а)
при V < c

(2)
2 ;

– сверхзвуковой режим I (а) при
c

(1)
1 > V > c

(2)
2 ;
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– сверхзвуковой режим II (а) при V > c
(1)
1 .

Различные режимы движения нагрузки
определяют соответствующие им типы диф-
ференциальных уравнений движения рас-
сматриваемой среды. Случаи 0 (n) и 0 (а) опи-
сываются уравнениями эллиптического типа,
случаи II (n) и II (а) — уравнениями гипер-
болического типа. Случаи I (n) и I (а) при-
водят к смешанному типу, когда часть урав-
нений относится к эллиптическим, часть — к
гиперболическим. Это обусловливает трудно-
сти построения решения при сверхзвуковых
режимах движения нагрузки и исследования
решения на различных частотах колебания.

3. Решение краевой задачи

Решение краевой задачи (1.1)–(1.3) пред-
ставляется в виде [10]

u(n) =
1

4π2

∫∫
Ω

k(n)(x1 − ξ, x2 − η, x3)×

× q(1)(ξ, η) dξ dη, (3.1)

k(n)(s, t, x3) =

∫
Γ1

∫
Γ2

K(n)(α1, α2, x3)×

× ei(α1s+α2t) dα1 dα2.

Элементы матрицы-функции K(n)(α1,
α2, x3, ω

∗) определяются выражениями

K
(1)
lp =

3∑
k=1

f
(1)
lk

[
∆kp shσ

(1)
k x3+

+ ∆k+3,p chσ
(1)
k x3

]
, l = 1, 2,

K
(1)
3p =

3∑
k=1

[
∆kp chσ

(1)
k x3+

+ ∆k+3,p shσ
(1)
k x3

]
,

(3.2)

K
(2)
lp =

3∑
k=1

f
(2)
lk ∆k+6,pe

σ
(2)
k x3 , l = 1, 2,

K
(2)
3p =

3∑
k=1

∆k+6,pe
σ
(2)
k x3 .

(3.3)

Здесь

f
(n)
m1 = −iαmσ(n)−1

1 ,

f
(n)
m2 = −iαmσ(n)

2 u−2, m, n = 1, 2,

f
(n)
31 = f

(n)
32 = 1,

f
(n)
33 = 0, f

(n)
13 = −α2, f

(n)
23 = α1,

(3.4)

∆kp =
∆0
kp

∆0
, k, p = 1, 2, . . . , 9,

∆0 = det ‖Tkp‖k,p=1,2,...,9.

(3.5)

Участвующие в (3.5) величины ∆0
kp пред-

ставляют собой алгебраические дополнения
элементов матрицы ‖Tkp‖9k,p=1, которые име-
ют вид

Tmk = l
(1)
mk chσ

(1)
k h, Tm,k+3 = l

(1)
m k shσ

(1)
k h,

Tm,k+6 = 0 (m = 1, 2),

T3k = l
(1)
3k shσ

(1)
k h, T3,k+3 = l

(1)
3k chσ

(1)
k h,

T3,k+6 = 0,

Tmk = 0, Tm,k+3 = f
(1)
m−3,k,

Tm,k+6 = −f (2)
m−3,k (m = 4, 5),

(3.6)

T6k = chσ
(1)
k h, T6,k+3 = 0, T6,k+6 = −1,

Tmk = l
(1)
m−6,k, Tm,k+3 = 0,

Tm,k+6 = −l(2)
m−6,k (m = 7, 8).

T9 k = 0, T9,k+3 = l
(1)
3k , T9,k+6 = −l(2)

3 k .

Здесь

l
(n)
11 = −2µ(n)iα1, l

(n)
12 = 2µ(n)iα1

θ(n)

u2
,

l
(n)
13 = 2µ(n)iα1

θ(n)

u2
,

l
(n)
21 = 2µ(n)iα2, l

(n)
22 = 2µ(n)iα2

θ(n)

u2
,

l
(n)
23 = 2µ(n)iα2

θ(n)

u2
,

l
(n)
31 = 2µ(n) θ

(n)

σ
(n)
1

, l
(n)
32 = 2µ(n)σ

(n)
2 ,

l
(n)
33 = 2µ(n)σ

(n)
2 ,
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σ
(n)
k удовлетворяют характеристическим

уравнениям(
σ

(n)
1 − ρ(n)ω ∗2

[
λ(n) + 2µ(n)

]−1
)
×

×
(
σ

(n)
k − ρ(n)ω2

∗µ
(n)−1

)2
= 0,

n = 1, 2, k = 2, 3. (3.7)

Представление (3.1) с выражениями (3.2)–
(3.7) определяет вектор перемещения произ-
вольной точки слоя (n = 1) или полупро-
странства (n = 2). Контуры Γ1 и Γ2 выби-
раются в соответствии с принципом предель-
ного поглощения [9] и поведением элементов
матрицы-функции K(n)(α1, α2, x3, ω

∗) на ве-
щественной оси [7, 9, 10]. Они, как правило,
обходят отрицательные особенности (полюса
и точки ветвления) функции K(n) сверху, а по-
ложительные — снизу.

В отличие от случая неподвижного ис-
точника колебаний, когда распределение осо-
бых точек символа ядра характеризуется
центральной симметрией относительно нача-
ла координат и определяется лишь значени-
ем частоты, в рассматриваемом случае сим-
метрия отсутствует. Расположение особенно-
стей функции K(n)(α1, α2, x3, ω

∗) существен-
ным образом зависит от скорости движения
нагрузки, претерпевая как количественные
изменения (значения полюсов и точек ветвле-
ния зависят от направления распространения
поверхностной волны), так и качественные из-
менения (исчезновение распространяющихся
мод поверхностных волн на сверхзвуковых ре-
жимах движения). Это обстоятельство опре-
деляет необходимость детального исследова-
ния дисперсионных свойств функции K(n) с
тем, чтобы осуществить правильный, соот-
ветствующий данному режиму движения вы-
бор расположения контуров интегрирования
в представлении (3.1).

4. Влияние скорости движения
на поверхностное волновое поле

В качестве примера рассмотрим колеба-
ния неоднородной среды, которая модели-
руется слоем толщины h, лежащим на по-
верхности полупространства. При проведении
анализа используется безразмерная частота
κ2 = ωh

√
ρ(2)
/
µ(2). Линейные параметры за-

дачи отнесены к толщине слоя h, напряжения
и усилия — к модулю сдвига полупростран-

ства µ(2), плотность — к плотности полупро-
странства ρ(2).

Расчеты проводились для двух типов
сред:

– нормальной среды при c
(1)
2 = 125 м/с,

c
(2)
2 = 200 м/с;

– аномальной среды при c
(1)
2 = 300 м/с,

c
(2)
2 = 200 м/с.

Значения плотности и коэффициента
Пуассона во всех случаях принимались рав-
ными соответственно 1 700 кг/м3 и 0,25, тол-
щина слоя — 2,0 м.

Движение осциллирующей нагрузки при-
водит к изменению дисперсионных свойств
среды. Дисперсионные поверхности, имеющие
в случае неподвижной нагрузки вид тел вра-
щения, существенно видоизменяются.

На рис. 1–4 показаны кривые, представля-
ющие собой сечения дисперсионных поверх-
ностей плоскостью α2 = 0 для нормальной
(рис. 1–3) и аномальной (рис. 4) среды. По
вертикали отложены значения частоты κ2, по
горизонтали — значения волнового числа α1.

На рис. 1 приведены дисперсионные кри-
вые (симметричные семейства сплошных кри-
вых 1 и 2), рассчитанные при V = 0. Штрихо-
выми линиями представлены прямые, опреде-
ляющие скорости сдвиговых волн слоя c(1)

2 и
данного полупространства c(2)

2 , а также ско-
рость волны Релея cR однородного полупро-
странства с параметрами слоя. Дисперсион-
ные кривые, за исключением первой, пред-
ставляют собой счетное множество линий, за-
ключенных в растворе угла, образованного
лучами, соответствующими сдвиговым вол-
нам слоя и полупространства. Они опреде-
ляют счетное множество мод поверхностных
волн, каждая из которых характеризуется на-
личием частоты «отсечки» (частота появле-
ния данной моды). Характерно, что в мо-
мент появления каждой моды ее скорость рав-
на c

(2)
2 . С увеличением частоты скорость ее

уменьшается, асимптотически приближаясь к
c

(1)
2 . Самой медленной является первая мода,
скорость которой мало отличается от cR.

На рис. 2 приведены дисперсионные кри-
вые, рассчитанные при V = 80 м/с. Из графи-
ков следует, что при движении нагрузки оба
представленных на рис. 1 семейства диспер-
сионных кривых существенно трансформиру-
ются. Отметим, что область значений волно-
вых чисел α1 > 0 (семейство 1) определяет
волны, распространяющиеся в направлении
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Рис. 1 Рис. 2

Рис. 3 Рис. 4

x1 < 0 (обратное направление по отношению к
направлению движения источника). Область
α1 < 0 (семейство 2) определяет волны, рас-
пространяющиеся в направлении x1 > 0 (пря-
мое направление).

Семейство кривых 1 приблизилось к вер-
тикальной оси, при этом значения частоты
«отсечки» каждой моды возросли. Однако
раствор угла, в котором расположены кри-
вые, существенно уменьшился. Таким обра-
зом, скорость распространяющихся в обрат-
ном направлении волн резко возросла, но диа-
пазон изменения скорости каждой моды при
увеличении частоты уменьшился. В наиболь-
шей степени возросла скорость первой моды.

Семейство кривых 2 отклонилось от вер-
тикальной оси, причем значения частоты «от-
сечки» каждой моды уменьшились, но рас-
твор угла, в котором расположены кривые,
существенно раздвинулся. Таким образом,
скорость волн, распространяющихся в пря-
мом направлении (x1 > 0), уменьшилась, а

диапазон изменения скорости каждой моды
при увеличении частоты значительно возрос.
Наибольшему изменению подверглась первая
мода, скорость которой резко упала. Сравни-
вая графики на рис. 1 и 2, нетрудно заметить,
что значения волновых чисел, соответствую-
щие частотам «отсечки» какой-либо моды, от
скорости движения источника колебаний не
зависят.

На рис. 3 приведены дисперсионные кри-
вые, рассчитанные при V = 160 м/с, что
соответствует сверхзвуковому режиму I (n).
Семейство кривых 2 (распространяющиеся в
прямом направлении волны) исчезло. Семей-
ство кривых 1 еще в большей мере приблизи-
лось к вертикальной оси, раствор угла еще бо-
лее уменьшился. Тем самым скорость распро-
страняющихся в обратном направлении волн
возросла, но диапазон изменения скорости
каждой моды при увеличении частоты умень-
шился. В наибольшей степени возросла ско-
рость первой моды.
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Рис. 5 Рис. 6

Наряду с семейством 1 на рис. 3 присут-
ствуют семейства 3 и 4, определяющие счет-
ные множества медленных волн, существова-
ние которых обусловлено сверхзвуковым ре-
жимом движения. Они играют незначитель-
ную роль в формировании поверхностного
волнового поля, участвуя лишь в формирова-
нии передней и задней части волнового фрон-
та.

Приведенные на рис. 4 кривые рассчита-
ны для случая аномальной среды. Сплошные,
расположенные симметричным образом кри-
вые 1 соответствуют случаю неподвижной на-
грузки. Кривые 2 и 3 соответствуют нагрузке,
движущейся со скоростью 80 м/с. Штрихо-
вые прямые c(1)

2 , c(2)
2 и cR определяют соответ-

ственно скорости сдвиговых волн слоя, данно-
го полупространства и скорость волны Релея
однородного полупространства с параметра-
ми слоя. Случай аномальной среды характе-
ризуется наличием у дисперсионных кривых
частоты «отсечки» — значения частоты, выше
которой поверхностная волна исчезает. Рас-
пространяющиеся поверхностные волны су-
ществуют лишь в области низких частот. Как
и ранее, движение нагрузки приводит к ро-
сту скорости поверхностной волны с положи-
тельным волновым числом (назад от источни-
ка) и уменьшению скорости распространения
волны с отрицательным волновым числом (в
прямом направлении). Аналогично изменяют-
ся частоты отсечки, уменьшаясь для отрица-
тельных и возрастая для положительных вол-
новых чисел. Здесь также значения волновых

чисел, соответствующие частотам «отсечки»
поверхностной волны, от скорости движения
источника колебаний не зависят.

Влияние структуры среды и скорости дви-
жения нагрузки на волновое поле в ближней
зоне иллюстрируют приведенные на рис. 5–7
трехмерные графики (вид сверху) вертикаль-
ных перемещений поверхности среды (реаль-
ная часть).

График на рис. 5 построен для неоднород-
ной среды нормального типа (c(1)

2 = 125 м/с)
при V = 80 м/с, ω = 40 Гц. Волновое по-
ле в данном случае характеризуется значи-
тельной амплитудой колебаний и ярко вы-
раженной анизотропией. Расчеты показали,
что волновое поле для однородного полупро-
странства (c2 = 200 м/с) для данной скоро-
сти имеет значительно меньшую амплитуду и
менее выраженную анизотропию. Еще более
слабая анизотропия волнового поля наблюда-
ется при данной скорости у аномальной среды
(c(1)

2 = 300 м/с).
На рис. 6 приведен график перемещений

поверхности среды аномального типа, рассчи-
танных при V = 160 м/с, ω = 40 Гц. Сравни-
вая рис. 5 и 6, нетрудно заметить, что ани-
зотропия волнового поля на поверхности ано-
мальной среды даже при 160 м/с выражена
значительно слабее, а амплитуда меньше, чем
на поверхности среды нормального типа.

На рис. 7 представлено волновое поле на
поверхности неоднородной среды нормально-
го типа при V = 160 м/с (сверхзвуковой ре-
жим I(n)). Структура волнового поля пре-
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Рис. 7

терпела качественные изменения: образовал-
ся «конус Маха», амплитуда колебаний рез-
ко возросла. Создаваемые нагрузкой волны с
большой скоростью распространяются лишь
назад от нагрузки. Впереди источника рас-
пространяющихся волн нет.

Заключение

Как следует из изложенного, скорость
движения нагрузки существенно влияет на
структуру поверхностного волнового поля,
причем изменению в большей степени подвер-
гается волновое поле среды нормального ти-
па.

Необходимо отметить, что низкоскорост-
ной слой в структуре неоднородной среды
нормального типа является ярко выражен-
ным волноводом, локализуя в себе волновой
процесс. В реальности поверхностный слой
грунтов относится в основном к низкоскорост-
ному классу, скорость сдвиговых волн во мно-
гих из них меньше 150 м/с [11] (глины — 100–
400 м/с, суглинки — 100–300, супеси — 120–
280 м/с). Скорость движения поездов на уже
действующих высокоскоростных магистралях
достигает 400–450 км/час (110–125 м/с), т.е.
переход наземного транспорта через звуко-
вой барьер — вполне реальное явление. При-
чем такой переход сопровождается не только
локализацией колебаний в приповерхностном
слое, но и локализацией колебаний по направ-
лению.

В связи с этим проблему высокоскорост-
ного транспорта надо рассматривать ком-

плексно, в совокупности с объектами, кото-
рые нуждаются в защите. Если необходи-
мо защитить заглубленные объекты, то есть
смысл поступиться уровнем шума на поверх-
ности в пользу снижения вибровоздействия
на заглубленный объект. В этом случае на по-
верхности надо располагать низкоскоростной
слой, обеспечивающий локализацию энергии
в приповерхностной области. Если же речь
идет о снижении уровня воздействия на по-
верхностные объекты, то предпочтителен на
поверхности жесткий слой, обусловливающий
отток энергии в подстилающее полупростран-
ство, при этом имеет место достаточно рав-
номерное рассеяние энергии по направлени-
ям. Проблемы преодоления звукового барьера
нет.
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