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ПЛОСКИЕ УСТАНОВИВШИЕСЯ КОЛЕБАНИЯ УПРУГОЙ
КЛИНОВИДНОЙ СРЕДЫ

Беркович В.Н.1

PLANE STEADY VIBRATIONS OF THE WEDGE-SHAPED ELASTIC MEDIUM
Berkovich V.N.

A method is offered to solve a mixed problem of plane steady vibrations of the wedge-shaped elastic
medium under the effect of plane deformation. The vibrations are excited by harmonic vibrations
sources on a section of the medium boundary. The mixed boundary conditions are assumed to be
the most common ones. In generalized statement, the problem in question is reduced to a system of
boundary-value integral equations, which were described in the author’s works. Formation of the wave
displacement field on the free surface is studied. The conditions of the generation of surface waves are
examined analytically. Some numerical results are given in the table.

Keywords: wedge-shaped medium, generalized homogeneous solution, function-invariant solution,
surface wave, critical angle.

Предлагается метод исследования плос-
кой смешанной задачи об установившихся ко-
лебаниях упругой клиновидной среды, воз-
буждаемых на участке её границы. Смешан-
ные задачи динамики упругого клина в усло-
виях плоской деформации рассматривались
ранее в ряде частных случаев [1, 2] и др.
Общий случай задания смешанных гранич-
ных условий при плоских колебаниях упру-
гого клина рассмотрен в данной работе, по-
видимому, впервые. Автором не обнаруже-
ны работы в отечественной и зарубежной ли-
тературе, в которых бы исследовался ука-
занный случай. На основе перехода к обоб-
щенной постановке исследуемая смешанная
задача сведена к системе граничных инте-
гральных уравнений, рассмотренных ранее
в работах автора, например, [3]. Изучен ха-
рактер формирования волнового поля сме-
щений свободной поверхности упругого кли-
на. Частичному рассмотрению этого вопроса
посвящены [4, 5], а также более ранние ра-
боты этих и других авторов. В данной рабо-
те дается аналитическое исследование усло-
вий возникновения поверхностных волн при
плоских установившихся колебаниях клино-
видной среды. Приведены некоторые резуль-
таты численного анализа.

1. Постановка задачи

Будем рассматривать упругую клиновид-
ную среду Ω угла раствора α, нижняя грань
θ = 0 которой свободна (или жестко за-
креплена), а на верхней грани θ = α за-
дан плоский вектор смещений f(r) exp(−iωt),
a 6 r 6 b в полосе Π = (0,∞) × (0, α), па-
раллельной ребру клина. Оставшаяся часть
верхней грани предполагается свободной от
напряжений. При установившихся колеба-
ниях клиновидной среды в условиях плос-
кой деформации ставятся задачи определе-
ния неизвестной амплитуды вектора напря-
жений q = {σθ, σrθ} в полосе Π ∈ ∂Ω и иссле-
дования характера волнового поля смещений
свободной поверхности ∂Ω.

Поставленная выше задача сводится к
решению динамических уравнений линей-
ной теории упругости относительно неиз-
вестной амплитуды u(r, θ) вектора смещений
u(r, θ) exp(−iωt) в клиновидной среде со сме-
шанными граничными условиями

σ(r, 0) = 0 [u(r, 0) = 0] , 0 < r <∞,

σ(r, α) = 0, r /∈ [a, b], (1.1)

u(r, α) = f(r), r ∈ [a, b].
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В угловой точке предполагается ограничен-
ность вектора смещений, а на бесконечно-
сти — выполнение условий принципа излу-
чения.

Для исследования указанной задачи
воспользуемся представлением амплитуды
u(r, θ) плоского вектора смещений на основе
общего решения уравнений установившихся
упругих колебаний в виде [6]

2µu = −∇F + 4(1− ν)Φ,

F (r, θ) = Φ0(r, θ) + rΦr(r, θ),

∇2Φ0 + k2
1Φ0 = (k2

2 − k2
1)rΦr, (1.2)

∇2Φ + k2
2Φ = 0, Φ = {Φr(r, θ),Φθ(r, θ)} .

Здесь µ — модуль сдвига, k1,2 — волновые
числа для продольных и поперечных волн
соответственно, ν — коэффициент Пуассона.
Координаты вектора Φ могут быть представ-
лены в форме

Φr = Φ1(r, θ) cos θ + Φ2(r, θ) sin θ,

Φθ = −Φ1(r, θ) sin θ + Φ2(r, θ) cos θ,

∇2Φ1,2 + k2
1,2Φ1,2 = 0.

(1.3)

Тогда выражения компонент вектора напря-
жений q = {σθ, σrθ} будут иметь вид

σθ =
∂2Φ00

∂r2
+
∂2Φчаст

∂r2
+
k2

2
(Φ00 + 2Φчаст) +

+
1

g

∂

∂r

(
∂Φ2

∂θ
cos θ − ∂Φ1

∂θ
sin θ

)
+

+ λ−
∂

∂r
(Φ1 cos θ + Φ2 sin θ) , (1.4)

σrθ = − ∂

∂r

{
1

r

∂Φ00

∂θ
+

1

r

∂Φчаст

∂θ
+
∂Φ1

∂θ
cos θ+

+
∂Φ2

∂θ
sin θ + λ+ (Φ1 sin θ + Φ2 cos θ)

}
,

λ± = 2(1− ν)g−1 ± (1− 2ν), g = 1− ik2a.

Функции Φ00, Φчаст, Φ1,2 могут быть опре-
делены с помощью интегрального преобразо-
вания Канторовича–Лебедева [7] при реше-
нии однородного и неоднородного уравнений
Гельмгольца (1.2) в виде

Φ00(r, θ) =

=
1

iπ

∫
γ1

[
A0(τ) ch(θτ) +B0(τ) sh(θτ)

]
×

× I−iτ (æ1a)K−iτ (æ1r)τdτ, (1.5)

Φчаст(r, θ) =
1

iπ

∫
γ1

[
C(τ) ch(θτ)+

+D(τ) sh(θτ)
]
I−iτ (æ2a)K−iτ (æ2r)τdτ,

Φ1,2(r, θ) =
1

iπ

∫
γ2

[
A1,2(τ) ch(θτ)+

+B1,2(τ) sh(θτ)
]
I−iτ (æ2a)K−iτ (æ2r)τdτ,

γ2 � γ1, æ1,2 = −ik1,2.

Запись γ2 � γ1 означает, что контур γ2 сле-
дует за контуром γ1 в направлении верти-
кальной оси. В последующих рассуждени-
ях первоначально можно считать æ1,2 > 0.
При этом неизвестные функции A0,1,2(τ),
B0,1,2(τ), C(τ), D(τ) в подынтегральных вы-
ражениях (1.5) регулярны и убывают на бес-
конечности в полосе |Im z| 6 1 комплексной
плоскости z, на границах которой z = τ ± i
должны удовлетворять соотношениям

æ2C(τ ± i) = ±iτ [A1(τ)∓ iB2(τ)] ,

æ2D(τ ± i) = ±iτ [B1(τ)∓ iA2(τ)] .
(1.6)

Контуры интегрирования γ1,2 расположены
в полосе |Im z| 6 1 и удовлетворяют услови-
ям излучения. При таком выборе неизвест-
ных функций, а также с учетом асимптоти-
ческих свойств модифицированных функций
Бесселя I−iτ (æ1a), K−iτ (æ1r) условия в нуле
и на бесконечности уже удовлетворены.

Так как при решении плоской задачи с по-
мощью представлений (1.2), (1.3) две из неиз-
вестных функций A0,1,2(τ), B0,1,2(τ), C(τ),
D(τ) оказываются произвольными, то мож-
но потребовать выполнение следующих до-
полнительных условий связи:(

1

r

∂Φ2

∂θ
− 1

g

∂Φ1

∂r

)
θ=α

= 0,(
1

r

∂Φ1

∂θ
+

1

g

∂Φ2

∂r

)
θ=α

= 0,

g = 1 + æ2a.

(1.7)

Замечание 1. Отметим, что при æ1,2 → 0
(случай статического нагружения) функции
Φ1,2(r, θ) превращаются в гармонические,
а соотношения (1.7) — в условия Коши–
Римана для этих функций [7].

Удовлетворение условиям связи (1.7) при-
водит к соотношениям

Φ̃2(τ ± i) = ∓igΨ̃1(τ ± i),
Ψ̃2(τ ± i) = ∓ig−1Φ̃1(τ ± i),

(1.8)
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Φ̃k(z) = Ak(z) ch(αz) +Bk(z) sh(αz),

Ψ̃k(z) = Ak(z) sh(αz) +Bk(z) ch(αz),

k = 1, 2.

2. Сведение задачи к граничному
интегральному уравнению

Из анализа соотношений (1.2)–(1.8) сле-
дует невозможность удовлетворения смешан-
ным граничным условиям (1.1) в классиче-
ском смысле. В данной работе развивается
подход, основанный на переходе от классиче-
ской постановки исходной задачи к обобщен-
ной, предполагающей удовлетворение усло-
виям (1.1) с точки зрения теории обобщен-
ных функций. При этом уравнения удовле-
творяются в классическом смысле, а гранич-
ные условия — только в обобщенном. Тогда
все соотношения, получаемые ниже, также
следует понимать в обобщенном смысле.

При удовлетворении граничным услови-
ям u(r, 0) = 0, σ(r, α) = q(r), 0 < r < ∞
вспомогательной смешанной задачи произво-
дится подстановка выражений (1.5) в соотно-
шения (1.1), (1.4) и их последующее преобра-
зование с учетом условий (1.6)–(1.8), а так-
же формул для модифицированных функций
Бесселя

∂

∂r
K−iτ (ær) =

= −æ

2

[
K−i(τ−i)(ær) +K−i(τ+i)(ær)

]
,

τ

r
K−iτ (ær) =

= −iæ
2

[
K−i(τ−i)(ær)−K−i(τ+i)(ær)

]
.

В получающихся интегральных соотношени-
ях осуществляется преобразование контуров
интегрирования в полосе |Im z| 6 1 регуляр-
ности и убывания подынтегральных функ-
ций, и используются результаты [3], осно-
ванные на теории интегральных преобразо-
ваний обобщенных функций. После ряда до-
статочно громоздких преобразований прихо-
дим к соотношениям связи между трансфор-
мантами Канторовича-Лебедева [7] от векто-
ров амплитуд смещений U(α, τ) и напряже-
ний Q(α, τ) на границе θ = α

1

µ
Q(α, τ) = 2æ1 Re

{
[A(τ + i)+

+ B(τ + i)]A−1(τ + i)U(α, τ + i)
}
, (2.1)

−∞ < τ <∞.
Соотношение (2.1) является частным слу-
чаем векторной краевой задачи Карлема-
на со сдвигом в комплексной плоскости для
функции U(α, z), аналитической в полосе
|Im z| 6 1. Однако, учитывая соотношение

τ

ρ
K−iτ (æ1r) = æ1 Re

[
−iK−i(τ+i)(æ1r)

]
,

равенству (2.1) можно удовлетворить, выби-
рая

− i 1

2µ
Q∗(α, τ) =

= [A(τ) + B(τ)]A−1(τ)U(α, τ), (2.2)

Q∗(α, τ) =

∞∫
0

q(ρ)K−iτ (æ1ρ)dρ.

Матрицы-функции A(τ), B(τ) определяют-
ся граничными условиями (1.1), соотношени-
ями (2.1) и имеют одинаковую структуру, а
их элементы являются суммами произведе-
ний гиперболических, тригонометрических и
степенных функций. В частности, матрица
A(τ) имеет следующее представление:

A(τ) =
(
aij(τ)

)
=

= C(τ) ch(2ατ) + S(τ) sh(2ατ) + D(τ),

C(τ) =
2∑

k=1

[
c(1)(τ |α,æ1,æ2) cos(λkτ)+

+ c(2)(τ |α,æ1,æ2) sin(λkτ)
]
,

c(k)(τ |α,æ1,æ2) =
3∑
j=0

c
(k)
j (α,æ1,æ2)τ j ,

λk = ln æk, k = 1, 2.

Матрицы S(τ), D(τ) имеют вид, аналогич-
ный матрице C(τ), матрица B(τ) аналогична
матрице A(τ). Постоянные матриц c

(k)
j зави-

сят от угла и механических параметров сре-
ды. Удовлетворяя исходным условиям (1.1),
получаем из (2.2) систему граничных инте-
гральных уравнений относительно неизвест-
ных амплитуд контактных напряжений q(r)

Kq =

b∫
a

k(r, ρ)q(ρ)dρ = f(r), (2.3)
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a 6 r 6 b,

k(r, ρ) =

=
1

iπ

∞∫
−∞

(
K−iτ (æ1r)I−iτ (æ1r), ρ < r
I−iτ (æ1r)K−iτ (æ1ρ), ρ > r

)
×

× Im {H(−iτ)} dτ,

H(τ) = A(τ)[A(τ) + B(τ)]−1.

Матрица-функция H(τ) имеет своими эле-
ментами функции, мероморфные в ком-
плексной плоскости τ , действительные на
действительной оси. При наличии нулей и по-
люсов det {Im [H(−iτ)]} на действительной
оси R1 для построения решения (2.3) мож-
но применить методы, детально разработан-
ные в [8]. Функция det {Im [H(−iτ)]} имеет
весьма громоздкий вид и исследование ха-
рактера распределения её нулей и полюсов в
комплексной плоскости τ в общем случае воз-
можно лишь численно. Тем не менее, важный
факт наличия у неё полюсов на действитель-
ной оси R1 может быть установлен косвенно
на основе исследования вопроса о существо-
вании критических углов раствора α∗, для
которых существуют ненулевые обобщенные
решения соответствующей однородной крае-
вой задачи в рассматриваемой клиновидной
среде. Такое исследование приведено ниже и
дает возможность описать явление поверх-
ностных волн в клине.

На основе исследования системы инте-
гральных уравнений (2.3) можно получить
представление K = K0 + K1, где опера-
тор K0 однозначно обратим, как оператор,
действующий в пространствах Соболева–
Слободецкого W

1/2
2 (∂Ω), оператор K1, дей-

ствующий в этих же пространствах, вполне
непрерывен. Для отыскания решения (2.3)
может быть использовано его представление,
приведенное в [3], в котором условие æ1,2 > 0
удается ослабить до условия Re æ1,2 > 0,
применяя методы аналитического продолже-
ния. Построенное решение системы (2.3) мо-
жет быть использовано далее для восстанов-
ления поля смещений свободной поверхно-
сти. Непосредственное применение для этой
цели методов факторизации [8] оказывает-
ся затруднительным ввиду наличия счетного
множества действительных нулей у функции
K−iτ (æ1r) как функции τ .

3. Существование обобщенных
однородных решений

Будем рассматривать решение однород-
ной краевой задачи о стационарных коле-
баниях, как предел решения соответствую-
щей нестационарной задачи при t→∞, сле-
дуя известному в теории колебаний принци-
пу предельной амплитуды [9]. Для реализа-
ции сформулированного подхода воспользу-
емся вариационным принципом Гамильтона-
Остроградского и введем функционал дей-
ствия H(u)

H(u) =

t2∫
t1

a(u)dt−

−
t2∫
t1

b(u)dt,u = u(r, θ, t), (3.1)

∀ t2 > t1 > 0,

a(u) =

∫∫
Ω

W (u)dΩ,

b(u) =
1

2
ρ

∫∫
Ω

(
∂u

∂t

)2

dΩ,

где W (u) — упругий потенциал, ρ —
плотность однородной клиновидной среды.
Известно, что из условия стационарности
δH(u) = 0 функционала (3.1) вытекают
все соотношения, определяющие начально-
краевую задачу для системы уравнений тео-
рии упругости:

µ∆∗u− ρ∂
2u

∂t2
= 0,

∆∗u = ∆u +
1

1− 2ν
∇(∇u),

(3.2)

σ|∂Ω = 0, u|t=0 = u0,
∂u

∂t

∣∣∣∣
t=0

= 0.

Теорема 1. Пусть u(r, φ, t) есть обоб-
щенное решение начально-краевой задачи
(3.2) в некоторой области Ω, а функция
w(r, φ, t) = w̃(r, φ) exp(−iωt) — решение со-
ответствующей краевой задачи об установив-
шихся колебаниях в той же области. Тогда
справедлива следующая оценка:

‖u(r, φ, t) exp(iωt)− w̃(r, φ)‖H1(Ω) <

< C exp(−εωt),

t→∞,
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где H1(Ω) — пространство Соболева, C,
ε > 0 — некоторые постоянные.

Доказательство. Воспользуемся мето-
дом вариационных неравенств [10]. Выпишем
вариационное неравенство, которому удовле-
творяет функция u(r, φ, t) с указанными вы-
ше начальными условиями (для упрощения
записи далее зависимость функций от коор-
динат r, φ будем опускать)

ρ
(
u′′(t),v − u′′(t)

)
+ a

(
u′(t),v − u′(t)

)
>

>
(
f(t),v − u′(t)

)
, (3.3)

∀ν(t) ∈ H1(Ω),

где выражение (a, b), как обычно, означает
скалярное произведение в L2(Ω) , f(t) — век-
тор массовых сил, которые в дальнейшем бу-
дем полагать отсутствующими, а функцио-
нал a(x,y) порождается вариацией δA(u) в
условии стационарности δD(u) = 0. Тогда,
если u(t) — решение вариационного неравен-
ства (3.3) с начальными условиями задачи

(3.2), то функция U(t) =
t∫

0

u(τ)dτ есть так-

же решение динамических уравнений (3.2) с
начальными условиями U(0) = 0, U′(0) = u0

и, следовательно, удовлетворяет неравенству
(3.3). Аналогично рассуждая, запишем вари-
ационное неравенство, которому удовлетво-
ряет w(r, φ, t) = w̃(r, φ) sin(ωt)

− ρω2
(
w(t),v −w(t)

)
+

+ a
(
w(t),v −w(t)

)
> 0, (3.4)

∀v ∈ H1(Ω).

Заменим в неравенстве (3.3) u(t) на U(t),
в качестве функции сравнения v(t) выбе-
рем w(t), а в неравенстве (3.4) выберем
v(t) = u(t). Тогда неравенства (3.3) и (3.4)
принимают соответственно вид

ρ
(
u′(t),w(t)− u(t)

)
+

+ a
(
u(t),w(t)− u(t)

)
> 0, (3.5)

− ρω2
(
w(t),u(t)−w(t)

)
+

+ a
(
w(t),u(t)−w(t)

)
> 0.

Переобозначим u(t)−w(t) = m(t) и сложим
почленно неравенства (3.5). В результате по-
лучим

− ρ
(
m′(t),m(t)

)
− ρ
(
w′
′
(t),m(t)

)
−

− a(m(t),m(t))− ρω2
(
w(t),m(t)

)
> 0.
(3.6)

С помощью очевидных неравенств(
w(t),m(t)

)
6

6 1/2
(
‖w̃‖2H1(Ω) + ‖m(t)‖2H1(Ω)

)
,

(
w′(t),m(t)

)
6

6 1/2
(
‖w̃‖2H1(Ω) + ω2 ‖m(t)‖2H1(Ω)

)
и неравенства коэрцитивности

a(m(t),m(t)) > c ‖m(t)‖2H1(Ω) ,

исходное неравенство (3.3) преобразуем к ви-
ду

d

dt

(
‖m(t)‖2L2(Ω)

)
+

(
2c

ρ
+ ω2

)
‖m(t)‖2H1(Ω) +

+ (1 + ω2) ‖w‖2H1(Ω) 6 0. (3.7)

Из (3.7) вытекает

‖m(t)‖2L2(Ω) − ‖m(0)‖2L2(Ω) +

+ 2εω

t∫
0

‖m(s)‖2H1(Ω) ds 6 0,

ε =

√
2с
ρ
.

Этому неравенству можно удовлетворить,
рассматривая его на решениях неравенства

‖m(t)‖2H1(Ω) + 2εω

t∫
0

‖m(s)‖2H1(Ω) ds 6

6 ‖m(0)‖2L2(Ω) .

Указанное неравенство рассмотрено в [11],
и его решение для рассматриваемого случая
имеет вид

‖m(t)‖2H1(Ω) 6 ‖m(0)‖2L2(Ω) exp(−2εωt).

Дальнейшие рассуждения приводят к ре-
зультату теоремы 1.

Применим полученный результат для ре-
шения вопроса о существовании поверхност-
ных волн в однородной клиновидной среде со
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свободными границами при отсутствии мас-
совых сил. Тогда указанная проблема, стро-
го говоря, сводится к доказательству суще-
ствования обобщенных однородных решений
задачи для уравнений динамической теории
упругости (3.2). При отыскании периодиче-
ского режима колебаний с помощью принци-
па предельной амплитуды все рассуждения
следует проводить ∀ T = [t1, t2], t1 � 1. В
этом случае начальные условия задачи (3.2)
из рассмотрения можно исключить.

Выясним, существуют ли такие углы рас-
твора α∗ упругой клиновидной среды Ω, для
которых задача (3.2) имеет ненулевые обоб-
щенные решения ∀ T = [t1, t2], t1 � 1.

Введем функциональное пространство
L2,T

{
H1(Ω)

}
с нормой

‖u‖2L2,T {H1(Ω)} =

∫
T

‖u(t)‖2H1(Ω) dt, (3.8)

T = (t1, t2).

Теорема 2. Система функций{
exp

[
− iωn(t− c−1r cosφ)−

− ωc−1nMr sinφ
]}
,

n = 1, 2, . . .

полна в пространстве L2,T

{
H1(Ω)

}
,

Ω = {(r, φ) : 0 < r <∞, 0 < φ 6 β},

∀T = [t1, t2] .

Доказательство использует свойство пол-
ноты системы

{
zk
}

в единичном кру-
ге K = {z : |z| 6 1}. Затем применя-
ется теорема Маркушевича–Фаррела [12]
об аппроксимации в круге аналитической
по z функции f(z), поскольку множе-
ство {z : z = exp[−iω(t − c−1r cosφ)−
−ωc−1Mr sinφ)]} также представляет еди-
ничный круг K .

Лемма. Пусть операторы B = µ∆∗,
A = ρ ∂

2

∂t2
определены ∀T и конечной области

Ω в пространстве L2,T

{
H1(Ω)

}
со скалярным

произведением (u,v), порождающим в этом
пространстве норму (3.8). Тогда для спек-
тральной задачи Au−λBu = 0 в обобщенной
постановке всегда существует хотя бы одно λ,
0 < λ 6 1.

Доказательство. Рассуждая от против-
ного, предположим, что любое λ > 1. Опе-
раторы A, B — самосопряженные и положи-
тельно определены, причем область опреде-
ления B шире области определения A соглас-
но теореме Куранта–Фишера [13] выберем

λ = λ1 = inf
(A u,u)

(B u,u)
> 1.

Отсюда вытекает

(Bu,u) < (A u,u) .

Тогда ∀ω/N на множестве функций сравне-

ния u =
N∑
n=1

cnun в силу теоремы 2, где

un = exp[−iωn(t− c−1r cosφ)−
− nc−1ωMr sinφ)] ∈ L2,T

{
H1(Ω)

}
будем иметь

(B u,u) < ω2ρ (u,u) ,

причем ω может быть сколь угодно мало.
Но тогда оператор B не будет положитель-
но определенным, что неверно.

Теорема 3. Пусть дифференциальные
операторы B = µ∆∗, A = ρ ∂

2

∂t2
определены

∀T в пространстве L2,T

{
H1(ΩR,β)

}
со ска-

лярным произведением (u,v)R,β , порождаю-
щим в этом пространстве норму (3.8), где
ΩR,β конечный сектор круга с радиусом R и
углом раствора β ∈ (0, π). Тогда ∀R > 0 для
обобщенной краевой задачи

(A u,v)R,β − λ(β,R) (Bu,v)R,β = 0,

∀v ∈ C∞,
([u]L ,v)R,β = ([σ̄]L ,v)R,β =

=
(
σ̄(u)|∂ΩR,β

,v
)

= 0,

(3.9)
всегда найдется такое β∗ ∈ (0, π), что
λ(β∗, R) = 1, для которого существует обоб-
щенное однородное решение.

Для доказательства используется само-
сопряженность и положительная определен-
ность операторов A, −B и применяется ми-
нимаксная теорема Куранта–Фишера [13] о
существовании дискретного положительно-
го спектра λ задачи (3.9) для произволь-
ного β0 ∈ (0, π). Согласно лемме, най-
дется такое N > 1 и такие, ближай-
шие к 1 значения λN (β0), λN+1(β0), что
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λN (β0) < 1 < λN+1(β0) (зависимость
отRопущена для упрощения записи). Затем
∀R > 0 устанавливается существование угла
β1 такого, что λN (β0) 6 λN+1(β0) 6 λN (β1).
В силу голоморфности λN (β) как функции
β [14] существует β между β0 и β1 такое,
что λN (β∗) = 1 для заданного R > 0. Ес-
ли окажется λN (β1) < 1, то, поскольку спек-
тральное множество может иметь точку сгу-
щения только на бесконечность, описанный
выше процесс будет продолжен до тех пор,
пока на некотором n-ом этапе не окажется
λN (βn) > 1. Тогда можно вновь применить
приведенное выше последнее рассуждение.
Теорема доказана.

Теорема 4. В условиях теоремы 3 выбе-
рем вместо сектора Ωβ,R бесконечную угло-
вую область Ωβ с углом раствора β. Тогда
существует β = α∗, λ1(α∗) = 1, для которого
существует решение соответствующей спек-
тральной задачи (3.9).

Для доказательства рассматривается ми-
нимум функционала

H(u) =

t2∫
t1

a(u)dt−
t2∫
t1

b(u)dt =

= (Au,u)β − (Bu,u)β > −1

2
,

(B(u),u)β = 1

на вектор-функциях

ûR =

{
u1(r, φ, t), r 6 R,

0, r > R,

таких, что ∀ε > 0 найдется R > 0 и
‖ûR − u1‖L2,T {H1(Ω)} <

ε
2 , где

λ = λ1 = inf (A u,u)β = (A u1,u1)β ,

(Bu1,u1)β = 1.

Пусть u∗R — функция, на которой достигает-
ся

inf (Aû, û)R,β = (A u∗R,u
∗
R)R,β = λR1 .

Существование предела

lim
R→∞

λR1 = λ∞1 = λ1(β) =

= inf (Au,u)β = (Au1,u1)β

устанавливается из неравенства∣∣∣λR1 − λR+p
1

∣∣∣ <
<
∣∣∣(Au∗R,u

∗
R)β −

(
Au∗R+p,u

∗
R+p

)
β

∣∣∣ < ε.

Используя результат теоремы 3 и переходя
в равенстве λR1 = 1 к пределу при R → ∞,
получим λ∞1 = 1. Отсюда, в силу голоморф-
ности λ(

1β) [13] вытекает для Ωβ существова-
ние критического угла β = α∗, такого, что
λ1(α∗) = 1.

4. Отыскание скоростей
поверхностных волн и критических
углов раствора клиновидной среды

Для нахождения скоростей исследу-
емых поверхностных волн, связанных
с действительными полюсами функции
det {Im [H(−iτ)]}, будем отыскивать реше-
ние однородной краевой задачи для клино-
видной среды с помощью функционально-
инвариантных решений волнового уравне-
ния, называемых плоскими «комплексными»
волнами Смирнова–Соболева [2]. Представ-
ления общего решения динамических урав-
нений для вектора смещений V(r, θ, t) в рас-
сматриваемом случае выберем в видоизме-
нённой форме [6]

2µV = −∇F + 4(1− ν)Ψ, F (r, θ) =

= Ψ0(r, θ) + rΨr(r, θ),
Ψr = Ψ1(r, θ, t) cos(α− θ)+

+ Ψ2(r, θ, t) sin(α− θ),
Ψθ = −Ψ1(r, θ, t) sin(α− θ)+

+ Ψ2(r, θ, t) cos(α− θ),
Ψ = {Ψr(r, θ, t),Ψθ(r, θ, t)} ,

∇2Ψk −
1

s2

∂2Ψk

∂t2
= 0, k = 1, 2,

∇2Ψ0 −
1

p2

∂2Ψ0

∂t2
=

(
1

p2
− 1

s2

)
r
∂2Ψr

∂t2
,

где функции Ψ0, Ψ1, Ψ2 после ряда преобра-
зований представляются в виде

Ψ1(r, θ, t) =
√

1− c2/s2×

× Im f

[
t− c−1r cos(α− θ)−

− ic−1r sin(α− θ)
√

1− c2/s2

]
, (4.1)



Плоские установившиеся колебания упругой клиновидной среды 33

Ψ2(r, θ, t) = Re f

[
t− c−1r cos(α− θ)−

− ic−1r sin(α− θ)
√

1− c2/s2

]
,

Ψ0(r, θ, t) = Re f0

[
t− c−1r cos(α− θ)−

− ic−1r sin(α− θ)
√

1− c2/p2

]
−

−r [Ψ1(r, θ, t) cos(α− θ) + Ψ2(r, θ, t) sin(α− θ)] ,

0 < θ < α < π.

В соотношениях (4.1) f(z), f0(z) — произ-
вольные аналитические функции комплекс-
ного аргумента z, а величины s, p — скорости
распространения продольных и поперечных
волн соответственно, с — произвольный па-
раметр, имеющий размерность фазовой ско-
рости. При задании режима установившихся
гармонических колебаний среды указанные
функции выберем в виде

f(z) = B exp(−iωz), f0(z) = D exp(−iωz),

где B, D — произвольные постоянные. То-
гда, как следует из (4.1), амплитуда искомых
волн будет экспоненциально затухать при
удалении по нормали от линии θ = α, что,
как известно, может соответствовать случаю
возникновения поверхностных волн. Удовле-
творяя условию свободной границы θ = α,
приходим к следующему уравнению, имею-
щему действительный корень 1 < x < 2
(c∗ — скорость распространения поверхност-
ной волны)

R(x) =
[
(1 + γ2)x− 1

]
(x− 0, 5)−

− 2x
√
x− γ2

√
x− 1 = 0, (4.2)

x = s2/c2
∗, γ2 =

1− 2ν

2(1− ν)
, 0 < ν < 1/2.

Последнее устанавливается непосред-
ственной проверкой наличия перемены знака
функции R(x) на положительной части дей-
ствительной оси, а именно: R(0), R(1) > 0,
R(x) < 0 при x > 2. При этом, как следует
из (4.2), эта волна не обладает дисперсией и
является волной релеевского типа.

Для отыскания критических значений α∗
углов раствора, при которых в клиновидной

среде Ω возникают описанные выше поверх-
ностные волны на свободной границе ∂Ω, бу-
дем отыскивать точки стационарности (обоб-
щенные однородные решения) функционала
действия (3.1) на множестве решений (4.1).

Произвольные аналитические функции в
соотношениях (4.1) выберем в виде

f(z) =
∞∑
k=1

dkz
k, f0(z) =

∞∑
k=1

bkζ
k,

z = exp
[
−iω(t− c−1r cosφ)−

− ωc−1rM sinφ)
]
,

ζ = exp
[
−iω(t− c−1r cosφ)−

− ωc−1mr sinφ)
]
, (4.3)

M =
√

1− c2/s2, m =
√

1− c2/p2,

φ = α− θ.
В выражениях (4.3) повтор скорости поверх-
ностных волн c = с∗ определяются уравнени-
ем (4.2).

Для нахождения точек стационар-
ности функционала H(u) полагаем
δH(u) = H(u,v) = 0. Следуя методу Трефт-
ца [13], применим теорему 2 для аппрокси-
мации функций f(z), f0(z) и их производных
в круге |z| 6 1 конечными линейными ком-
бинациями

{
zk
}
,
{
ζk
}
, k = 1, 2, . . . , N . Тогда

аппроксимация вектора смещений u ≈ uN с
учетом (4.3) будет иметь вид

uN (r, φ, t) =
N∑
k=1

B
(N)
k uk(r, φ, t) =

=
N∑
k=1

B
(N)
k

[
∆M(zk) + m̃(ζk)

]
, (4.4)

∆ = −(1− ν)s
√
x

2m

1 +m2
, (r, φ) ∈ Ω.

В формулах (4.4) вектор-функции M(z),
m(ζ) выбраны так, что uk ∀k > 1 удовлетво-
ряет однородным условиям на границе θ = α
клиновидной среды Ω. Тогда H(u− uN ) < ε,
N > N0 при условии (B(uN ),uN ) = 1.
Коэффициенты B

(N)
k подлежат определению

из условия отыскания minH(u − uN ), т. е.
δH(u − uN ) = 0. Применяя метод Лагран-
жа нахождения условного минимума функ-
ционала H(u) и учитывая, что для отыс-
кания критических углов раствора α∗ пара-
метр Лагранжа λ(α) следует выбрать в ви-
де λ(α∗) = 1 (это оказывается возможным
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в силу результата теоремы 4), приходим к
соотношениям относительно неизвестных ко-
эффициентов B(N)

k

H(uk,u− uN ) = 0, k = 1, 2, 3, . . . , N.

Согласно формуле Грина имеем

H(v,w) = −
t2∫
t1

∫∫
Ω

µ∆∗vwdΩdt+

+

t2∫
t1

∫∫
Ω

ρ
∂2v

∂t2
wdΩdt+

t2∫
t1

∫
∂Ω

q(v)wdldt−

−
∫∫
Ω

w
∂u

∂t

∣∣∣∣t2
t1

dΩ = 0, (4.5)

q = {σθ, τrφ} .

Выбирая в формуле (4.5) w = um,
v = u−uN , и, учитывая, что функции u−uN
должны удовлетворять динамическим урав-
нениям (3.2), получаем из (4.5) систему

N∑
n=1

B(N)
n

[ t2∫
t1

∫
∂Ω

σ(un)umdldt−

−
∫∫
Ω

un
∂um
∂t

∣∣∣∣t2
t1

dΩ

]
= 0, (4.6)

m = 1, 2, . . . , N.

В (4.6) учтены условия сопряжения и гра-
ничные условия σ(u)|∂Ω = 0, dl — эле-
мент границы. Соотношение (4.6) справедли-
во ∀t1,2 ∈ R1

+ . Пользуясь тем, что отыски-
ваемые решения периодические с периодом
2π
ω , согласно (4.3), выберем произвольно на-
туральное P � 1, а в качестве интервала
[t1, t2] выберем интервал

[
2πP
ω , 2π(P+1)

ω

]
дли-

ны 2π
ω . При этом единственными ненулевы-

ми коэффициентами в сумме (4.6) оказыва-
ются лишь диагональные элементы в первых
слагаемых при n = m, имеющих один и тот
же общий множитель. Тогда обращение его в
нуль является условием разрешимости одно-
родной системы (4.6), порождающим следу-
ющие уравнения для отыскания критических
углов раствора 0 < α∗ < π клиновидной сре-
ды в случае возникновения в ней каналовых

волн:

tg2 α∗ =

=
∆2 (2− 0, 5/x) +G

m(m− γ2) + F −∆2 (2− 0, 5/x)
, (4.7)

ctgα∗ = 0,

G = ∆(M +m)−1×
×
(
1−m2 − 2Mm− γ2 − 0, 5/x

)
− 1 +m2,

F = ∆(M +m)−1×
×
[
M(1 + γ2) +m2(1− γ2) + (1−M)2 − 0, 5/x

]
,

m =
√

1− x−1, M =
√

1− γ2x−1.

Величины x, γ2 определяются соотношения-
ми (4.2). Решения первого из уравнений (4.7)
существуют при условии положительности
правой части и находятся численно для раз-
личных значений входящих в него парамет-
ров. С помощью формул (4.2), (4.7) числен-
ный анализ скоростей c∗ и соответствующих
им критических углов раствора 0 < α∗ < π
клиновидных сред проводился для наибо-
лее характерных геологических пород припо-
верхностного слоя земной коры. Результаты
расчетов приведены в таблице.

Как следует из таблицы, скорость по-
верхностной волны в клиновидной среде
для представленных материалов оказывает-
ся меньше скорости волны сдвига, но боль-
ше скорости волны Релея в полупростран-
стве для тех же материалов [15]. Из второго
уравнения (4.7) вытекает, что при колебани-
ях линейно-упругой клиновидной среды с уг-
лом раствора α∗ = 90◦, на её свободной гра-
нице возникают поверхностные волны, что, в
частности, согласуется с [5].
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Скорости волн и критические углы раствора клиновидной среды
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