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О НАЧАЛЬНО-КРАЕВОЙ ЗАДАЧЕ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ РОССБИ
В ОГРАНИЧЕННОЙ ОБЛАСТИ

Свидлов А.А.1

ON THE INITIAL BOUNDARY-VALUE PROBLEM FOR THE ROSSBY EQUATION IN
A BOUNDED DOMAIN

Svidlov A.A.

An initial boundary-value problem for the Rossby equation in a bounded domain is considered.
The existence and uniqueness of the generalized solution is proved. An algorithm for constructing an
approximate solution is given.
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1. Постановка задачи

В работе используются следующие обо-
значения: R2 — евклидово пространство век-
торов x = (x1, x2); Q — ограниченная об-
ласть в R2 с кусочно-гладкой границей ∂Q;
Q̄ — замыкание области Q. ∆ = ∂2

∂x1
2 + ∂2

∂x2
2 ;

∇ =
(

∂
∂x1

, ∂
∂x2

)
— градиент по простран-

ственным переменным; Ck(Q) и Сk(Q̄) —
банаховы пространства k раз непрерывно
дифференцируемых функций, определенных
в области Q и ее замыкании Q̄ соответ-
ственно, H1(Q) и H̊1(Q) — соболевские про-
странства [8]; Ck([0,+∞), V ) — множество k
раз непрерывно дифференцируемых функ-
ций, определенных на [0,+∞) со значениями
в банаховом пространстве V .

В геофизической гидродинамике изуча-
ются волны в океане, возникновение которых
обуславливается вращением Земли. Эти вол-
ны носят название планетарных. Планетар-
ные волны распространяются параллельнно
поверхности океана, что позволяет ограни-
читься изучением плоских движений жидко-
сти. Движение планетарных волн описыва-
ется уравнением Россби в приближении β-
плоскости [1]

∆Ψt(x, τ) + βΨx1(x, τ) = g(x, τ).

Здесь Ψ — функция тока, связанная с векто-
ром скорости v = (v1, v2) следующим обра-
зом: v1 = Ψx2 , v2 = −Ψx1 , β = 2Ω

R cos θ, где

Ω — угловая скорость вращения Земли, R —
её радиус, θ — северная широта, τ — вре-
мя, g(x, τ) — внешнее силовое воздействие.
Величину β можно считать постоянной, то-
гда после замены t = βτ , u(x, t) = Ψ(x, tβ ),
f(x, t) = 1

β g(x, tβ ) приходим к уравнению

∆ut(x, t) + ux1(x, t) = f(x, t). (1.1)

Уравнение Россби в форме (1.1) приводится
в работах [2–5].

2. Первая начально-краевая задача
для уравнения Россби

Рассмотрим следующую начально-
краевую задачу для уравнения Россби:

∆ut(x, t) + ux1(x, t) = f(x, t), (2.1)

x ∈ Q, t > 0,

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Q, (2.2)
u(x, t)|∂Q = 0. (2.3)

Классическим решением задачи (2.1)–
(2.3) будем называть функцию

u(x, t) ∈ C1
(
[0,+∞), C2(Q̄)

)
,

удовлетворяющую уравнению (2.1) и услови-
ям (2.2), (2.3).

Обобщеным решением задачи (2.1), (2.3)
будем называть функцию

u(x, t) ∈ C1
(
[0,+∞), H̊1(Q)

)
,
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для которой выполняются условия:
1) для любой функции h(x) ∈ H̊1(Q)

справедливо∫
Q

[
∇ut(x, t)∇h(x)− ux1(x, t)h(x)

]
dx =

= −
∫
Q
f(x, t)h(x)dx, (2.4)

2) u(x, 0) = u0.
Установим связь между классическим и

обобщенным решением задачи (2.1)–(2.3).
Лемма 1. Классическое решение являет-

ся обобщенным.
Доказательство. Пусть u(x, t) — клас-

сическое решение. Тогда u(x, t) удо-
влетворяет условию 2 для обобщенно-
го решения. Так как для классическо-
го решения выполнено условие (2.3), то
u(x, t) ∈ C1

(
[0,+∞), H̊1(Q)

)
. Производная

ut(x, t) в C1
(
[0,+∞), C2(Q̄)

)
является произ-

водной и в C1
(
[0,+∞),

◦
H1(Q)

)
.

Для любой функции h(x) ∈ H̊1(Q) спра-
ведливо равенство∫

Q

[
∆ut(x, t) + ux1(x, t)

]
h(x)dx =

=

∫
Q
f(x, t)h(x)dx.

Так как∫
Q

∆ut(x, t)h(x)dx =

=

∫
Q

[
div(∇ut(x, t)h(x))−∇ut(x, t)∇h(x)

]
dx,

то∫
Q

[
−div(∇ut(x, t)h(x))+

+∇ut(x, t)∇h(x)− ux1(x, t)h
]
dx =

= −
∫
Q
f(x, t)h(x)dx.

Отсюда с учетом равенства∫
Q

div(h(x)∇ut(x, t))dx = 0

следует, что∫
Q

[
∇ut(x, t)∇h(x)− ux1(x, t)h(x)

]
dx =

= −
∫
Q
f(x, t)h(x)dx.

Таким образом, функция u удовлетворяет со-
отношению (2.4). Лемма доказана. �

Лемма 2. Если обобщенное решение
u(x, t) ∈ C1

(
[0,+∞), C2(Q̄)

)
, то оно является

классическим.
Доказательство. Очевидно, что началь-

ное и краевое условие выполняются, остает-
ся лишь доказать, что во внутренней точке x
выполняется равенство

∆ut(x, t) + ux1(x, t) = f(x, t).

Преобразуя интегральное тождество
(2.4), аналогично тому, как это было прове-
дено при доказательстве леммы 1, получим∫
Q

(
∆ut(x, t) + ux1(x, t)− f(x, t)

)
h(x)dx = 0,

для любого h(x) ∈ H̊1(Q). Из полноты
H̊1(Q) в L2(Q) и непрерывности функции
∆ut(x, t) + ux1(x, t)− f(x, t) следует, что

∆ut(x, t) + ux1(x, t) = f(x, t)

в области Q для t > 0. Лемма доказана. �
Введем понятие обобщенного решения

задачи Дирихле для уравнения Пуассона.
Пусть функция ψ(x) ∈ L2(Q). Обобщенным
решением задачи Дирихле для уравнения
Пуассона {

∆φ(x) = ψ(x), x ∈ Q,
φ(x)|∂Q = 0

(2.5)

называется функция φ(x) ∈ H̊1(Q), удовле-
творяющая условию∫

Q
∇φ(x)∇h(x)dx = −

∫
Q
h(x)ψ(x)dx

для всех h(x) ∈ H̊1(Q).
Определим оператор ∆−1 : L2(Q)→ H̊1(Q)

следующим образом: ∆−1ψ(x) = φ(x), ес-
ли φ(x) — обобщенное решение задачи
(2.5). Справеливо следующее неравенство∥∥∆−1ψ(x)

∥∥
H̊1(Q)

6 C ‖ψ(x)‖L2(Q), C зависит
только от размера области Q [6].

Рассмотрим операторA : H1(Q)→ H̊1(Q),
который определяется равенством

Au(x) = −∆−1∂u(x)

∂x1
.
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Имеет место неравенство

‖Au(x)‖H̊1(Q) 6

6 C ‖ux1(x)‖L2(Q) 6 C ‖u(x)‖H1(Q) ,

следовательно, оператор A является непре-
рывным.

Теорема. Обобщенное решение u(x, t) за-
дачи (2.1) существует и единственно, если
u0(x) ∈ H̊1(Q) и f(x) ∈ C([0,+∞), L2(Q)).
При этом оно имеет вид

u = exp(tA)

(
u0+

∫ t

0
exp(−τA)∆−1f(x, τ)dτ

)
.

Доказательство. Пусть обобщенное ре-
шение u задачи (2.1) существует, тогда для
него выполняется равенство (2.4), которое
перепишем в виде∫

Q
∇ut(x, t)∇h(x)dx =

= −
∫
Q

(f(x, t)− ux1(x, t))h(x)dx.

Отсюда видно, что ut — обобщенное реше-
ние задачи Дирихле для уравнения Пуассона
(2.5) c правой частью f − ux1 , или

ut(x, t) = ∆−1 (f(x, t)− ux1(x, t)) .

Следовательно, если u — обобщенное реше-
ние (2.1), то u удовлетворяет дифференци-
альному уравнению в банаховом простран-
стве H̊1(Q)

ut(x, t) = Au(x, t) + ∆−1f(x, t). (2.6)

Справедливо и обратное, если функция u
удовлетворяет уравнению (2.6), то она удо-
влетворяет условию 1 определения обобщен-
ного решения. Это следует из того, что пре-
образования, выполненные при получении
уравнения (2.6), обратимы.

Решение уравнения (2.6), для ко-
торого выполняется начальное условие
u(x, 0) = u0(x), существует и единственно,
причем выражается формулой [7]

u = exp(tA)

(
u0 +

∫ t

0
exp(−τA)∆−1f(x, τ)dτ

)
.

Теорема доказана. �

3. Приближенное решение

Для однородного уравнения Россби будем
строить приближенное решение, представи-
мое в виде ряда.

Вычислять Av точно для произвольной
области Q затруднительно, поэтому будем
полагать, что Av апроксимируется Ahv для
некоторых v ∈ C1(Q), а линейный опера-
тор Ah : C1(Q̄) → C1(Q̄) может быть ре-
ализован каким-либо образом. Пусть опера-
тор Ah таков, что для некоторого множества
Mδ ⊂ C1(Q̄) выполняется неравенство

‖Av −Ahv‖H1(Q) < δ.

Пусть N — натуральное число. Рассмот-
рим последовательность Ah, . . . , A

N
h . Спра-

ведливо следующее утверждение: если
v,Ahv, . . . , A

N
h v ∈Mδ, то∥∥∥Akv −Akhv∥∥∥

H1(Q)
<

< δ(1 + ‖A‖+ ‖A‖2 + . . .+ ‖A‖k) (3.1)

для k 6 N .
Далее будем предполагать, что все функ-

ции, от которых вычисляется значение
оператора Ah, принадлежат Mδ. Функции
ui(x), апроксимирующие решение u(x, ti), где
ti = i∆t (∆t — шаг по времени), строятся по
формуле

ui+1 =
N∑
k=0

(tAh)k

k!
ui, (3.2)

функция u0 определяется начальным услови-
ем.

Оценим невязку ui+1(x)−u(x, ti+1). Заме-
тим, что∥∥∥∥∥u(x, ti+1)−

N∑
k=0

(tA)k

k!
u(x, ti)

∥∥∥∥∥
H1(Q)

<

< C1∆tN+1 ‖u(x, ti)‖H1(Q) ,∥∥∥∥∥
N∑
k=0

(tA)k

k!
ui(x)−

N∑
k=0

(tA)k

k!
u(x, ti)

∥∥∥∥∥
H1(Q)

6

6 e‖A‖∆t ‖u(x, ti)− ui‖H1(Q) .

Используя (3.1), имеем∥∥∥∥∥
N∑
k=0

(tA)k

k!
ui(x)−

N∑
k=0

(tAh)k

k!
ui(x)

∥∥∥∥∥
H1(Q)

6

6 C2δ∆t.
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Рис. 1. u(x, 0) Рис. 2. u(x, 5)

Cкладывая выше приведенные неравенства,
получим

‖ui+1 − u(x, ti+1)‖H1(Q) 6

6 C2δ∆t+ e‖A‖∆t ‖u(x, ti)− ui‖H1(Q) +

+ C1∆tN+1 ‖u(x, ti)‖H1(Q) .

Отсюда следует, что

‖ui+1 − u(x, ti+1)‖H1(Q) = O(δti)

при ∆t→ 0.

4. Результаты численного
эксперимента

Задача 1. Рассмотрим тестовую задачу
для проверки предложенного алгоритма.

Пусть область Q = [0, 1] × [0, 1], пра-
вая часть f ≡ 0, начальное условие
u0(x) = sin(πx1) sin(πx2) cos(π

√
2x1). Реше-

нием поставленной задачи является функция
[8]

u(x, t) = sin(πx1) sin(πx2)×

×

(
cos(x1π

√
2) cos

(
t
√

2

4π

)
−

− sin(x1π
√

2) sin

(
t
√

2

4π

))
.

Погрешность при ∆t = 0, 1 и N = 1 в
формуле (3.2) на первом шаге

‖u(x,∆t)− u1(x)‖H1(Q) ≈ 0, 00012,

‖u(x,∆t)− u1(x)‖L2(Q) ≈ 0, 00002,

через 1000 шагов

‖u(x, t1000)− u1000(x)‖H1(Q) ≈ 0, 14,

‖u(x, t1000)− u1000(x)‖L2(Q) ≈ 0, 03.

Погрешность при ∆t = 0, 1 и N = 2 в фор-
муле (3.2) на первом шаге

‖u(x,∆t)− u1(x)‖H1(Q) ≈ 3 · 10−6,

‖u(x,∆t)− u1(x)‖L2(Q) ≈ 5 · 10−7,

через 1000 шагов

‖u(x, t1000)− u1000(x)‖H1(Q) ≈ 0, 0023,

‖u(x, t1000)− u1000(x)‖L2(Q) ≈ 0, 0005.

Причем ‖u(x, t)‖H1(Q) ≈ 2, 2 при t ∈ [0, 100].

Задача 2. Рассмотрим результаты рас-
четов для области, имитирующей Черномор-
скую акваторию. Область Q ограничена сле-
ва прямой x1 = 0, справа — x1 = 4, снизу —
x2 = 0, сверху — ломаной ABCDEF ; правая
часть f ≡ 0, начальное условие

u0(x) =


(3− x1)x1(x1 − 2)x2(1− x2),

x ∈ [0; 3]× [0; 1]

0, x ∈ Q и x /∈ [0; 3]× [0; 1],

Координаты точек ломаной — A(0; 1, 5),
B(0, 5; 2), C(1; 2), D(1, 5; 1, 5), E(2, 5; 1, 5),
F (4; 0, 5). При вычислениях в формуле (3.2)
∆t = 0, 1 и N = 2.

На рис. 1–4 изображены линии уровня
функции u(x, t), полученные приближенно,
для разных значений времени t = 0, 5, 10,
15.

Автор выражает глубокую признатель-
ность Лежневу В. Г. и Дроботенко М.И. за
постановку задачи и обсуждение результа-
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Рис. 3. u(x, 10) Рис. 4. u(x, 15)
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