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МОДЕЛИРОВАНИЕ КИНЕТИКИ ПРОФИЛЯ ПОВЕРХНОСТИ МАЛОЙ
КАПЛИ РАСПЛАВА PB–LI В РАЗЛИЧНЫХ ТЕМПЕРАТУРНЫХ
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MODELING THE KINETICS OF THE SURFACE PROFILE OF A SMALL DROP OF PB–LI
MELT IN DIFFERENT TEMPERATURE MODES

Lesev V.N.

The work presents a mathematical model, which makes it possible to simulate the deformation
of liquid drops on a rigid horizontal substrate. The algorithm of numerical implementation of the
model is used to study the kinetics of the surface profile of a free lead drop with the small content of
lithium in non-isothermal field. Also, the possibility of solving the inverse problem has been studied, i. e.
obtaining physical parameters values based on the analysis of the profile drop geometry. The examples
of occurring errors have been given.
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Введение

Самые ранние результаты по анализу гео-
метрии капель были получены Башфортом
и Адамсом [1]. Они рассчитали профили для
различных значений поверхностного натяже-
ния и радиуса кривизны в апексе капли во-
ды, лежащей на стекле. Данные исследова-
ний были сведены в таблицы, использование
которых в значительной степени ограничено
каплями определенного размера, структуры
и формы.

В последующем многими авторами было
отмечено, что результаты теоретического и
практического исследования статики и дина-
мики поверхности капли малого объема на
твердой подложке, особенно зоны трехфаз-
ного контакта, представляют ценную инфор-
мацию для решения важнейших научных и
технологических проблем [2–11].

Понятен и проявляемый интерес к изу-
чению неизотермического движения жид-
костей, так как большинство физико-
химических свойств жидких капель суще-
ственным образом зависит от их температу-
ры. Хорошо известно, например, что с ро-
стом температуры значительно снижаются
вязкость жидкости и поверхностное натяже-

ние. Этот факт часто находит свое примене-
ние на практике.

В связи с интенсификацией производ-
ственных процессов увеличилась и роль
математического моделирования. Практиче-
ские запросы, с одной стороны, и успе-
хи математической теории минимальных по-
верхностей с другой, вызвали новую вол-
ну роста активности исследований сразу по
нескольким направлениям теории капилляр-
ности [12]. Вместе с тем, следует отметить,
что, несмотря на значительный прогресс в
данной области, подобные процессы доста-
точно сложны даже на уровне построения
упрощенных моделей, а некоторые пробле-
мы теории капиллярности начали решаться
лишь теперь.

В последние годы для практического
исследования капиллярных поверхностей и
особенностей зоны межфазного контакта
стали интенсивно применяться перспектив-
ные методы, основанные на анализе оцифро-
ванного изображения системы твердое тело –
жидкость – окружающая среда [13–15].

Несмотря на достигнутые результаты в
изучении процессов тепло- и массопереноса,
поведению жидких капель металлов на твер-
дых подложках при различных температур-
ных режимах уделяется значительно меньше
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внимания. Скорее всего, это связано со слож-
ностью аналитического исследования исход-
ной задачи и трудностями получения экспе-
риментальных данных.

Отдельно следует указать и на пробле-
му, связанную с оценкой погрешности при
работе с уже имеющимися оцифрованными
результатами как реальных, так и числен-
ных экспериментов. Поэтому изучение даже
частных моделей неизотермического поведе-
ния капель может привести к лучшему пони-
манию более общих и сложных процессов.

1. Аналитическая постановка задачи

Будем исследовать влияние температур-
ного режима на кинетику профиля свободно
лежащей жидкой капли расплава на горизон-
тальной графитовой подложке.

Известно, что форма свободной капли
определяется действием сил поверхностного
натяжения и силы тяжести. Поверхностное
натяжение стремится сделать каплю сфери-
ческой, а сила тяжести — плоской. Матема-
тически баланс между поверхностным натя-
жением и внешними усилиями, как, напри-
мер, гравитация, температура, электромаг-
нитное поле и т. п., отражается уравнением
Лапласа. Это уравнение является механиче-
ским условием равновесия рассматриваемой
системы и может быть записано в виде

∆P = σ

(
1

R1
+

1

R2

)
, (1.1)

где ∆P — разность давлений на поверхности
капли, σ — поверхностное натяжение, R1 и
R2 — два главных радиуса кривизны.

При отсутствии любых внешних усилий
кроме силы тяжести и температуры, ∆P мо-
жет быть выражено как линейная функция

∆P = ∆P0 + gz∆ρ,

где ∆P0 — разность давлений на плоскости
z = 0, g — ускорение свободного падения,
∆ρ — разность плотностей капли и газа, z —
вертикальная координата точки, принадле-
жащей поверхности капли.

Прямое интегрирование уравнения (1.1)
может оказаться простым только для цилин-
дрического мениска, т.е. для случая, когда
одно из слагаемых 1/R1 или 1/R2 отсутству-
ет. Для общего случая необходимым услови-
ем интегрирования является условие осевой
симметрии.

Введем декартову систему координат
xOz так, чтобы ось Ox являлась касатель-
ной к поверхности капли, а ось Oz направим
вниз, совместив при этом начало координат
с апексом капли. Так как капля симметрич-
на относительно вертикальной оси z, то глав-
ный радиус кривизны R1 определяется дли-
ной дуги `, отсчитываемой от начала коорди-
нат, и углом ϕ — отклонения поверхности от
горизонтали

1

R1
=
dϕ

d`
, (1.2)

Второй радиус выражается соотношени-
ем

1

R2
=

sinϕ

x
, (1.3)

Из-за осевой симметрии кривизна в вер-
шине является константой во всех направле-
ниях и два главных радиуса равны, т. е.

1

R1
=

1

R2
=

1

R
= b,

где R и b —радиус кривизны и кривизна в
апексе, соответственно.

Далее, при ` = 0 из (1.1) для давления
может быть получено выражение

∆P0 = 2bσ. (1.4)

Подставляя (1.2)–(1.4) в (1.1), находим

dϕ

d`
= 2b+ cz − sinϕ

x
, (1.5)

c =
g∆ρ

σ
, (1.6)

где c — капиллярная постоянная, принима-
ющая положительные значения для капель,
лежащих на подложке, и отрицательные —
для свисающих.

Уравнение (1.5) вместе с геометрически-
ми соотношениями

dx

d`
= cosϕ,

dz

d`
= sinϕ, (1.7)

dV

d`
= πx2 sinϕ,

dS

d`
= 2πx

для x, z, ϕ, объема V , площади поверхности
S как функций длины дуги ` дает набор диф-
ференциальных уравнений первого порядка с
однородными начальными условиями

x (0) = z (0) = ϕ (0) = V (0) = S (0) = 0.
(1.8)

Кроме того, при ` = 0 имеем

dϕ

d`
= b. (1.9)
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Таблица 1. Значения поверхностного натяжения и плотности жидких капель расплавов при
различных температурах

Т 0К
0,03 % Li 0,5 % Li

σ,Дж/м2 ρ, кг/м3 σ,Дж/м2 ρ, кг/м3

685 0,381 9413 0,366 8724
933 0,373 9331 0,346 8573
1165 0,366 9262 0,328 8429

Рис. 1. Профиль капли (0,03% Li) при
температурах: 1 — Т = 685◦К; 2 —

Т = 933◦К; 3 — Т = 1165◦К

Рис. 2. Профиль капли (0,5% Li) при
температурах: 1 — Т = 685◦К; 2 —

Т = 933◦К; 3 — Т = 1165◦К

Следовательно, форма профиля поверх-
ности жидкой капли может быть получена
одновременным интегрированием уравнений
(1.5), (1.7) с условиями (1.8), (1.9) для задан-
ных величин b и c. Параметр b, являющийся
геометрической характеристикой, определя-
ется на основе данных о краевом угле сма-
чивания и объеме капли, а параметр c — вы-
числяется по формуле (1.6).

2. Численная реализация модели

Решение системы (1.5), (1.7) с усло-
виями (1.8), (1.9) проводилось методом
Рунге–Кутта четвертого порядка в пакете
“MATLAB”. При этом были использованы
экспериментальные данные в системе Pb–Li
на графите, некоторые из которых приведе-
ны в табл. 1.

Результаты вычислительных эксперимен-
тов, проведенных на основе данных табл. 1,
показаны на рис. 1, 2, где ось абсцисс совме-
щена с уровнем подложки.

На рис. 1 представлены профили капли
массой 1,9906 г расплава свинца с 0,03 про-
центным содержанием лития на графитовой
подложке при температурах 685◦К, 933◦К и
1 165◦К, а на рис. 2 — профили капли массой
1,9401 г при тех же температурах, но с 0,5
процентным содержанием лития.

Расчеты показывают, что кинетика про-
филя поверхности свободной капли свин-
ца под действием температуры представля-
ет собой нелинейный процесс, который суще-

ственно зависит от массы капли и содержа-
ния в ней лития.

С другой стороны, используемая расчет-
ная схема, при проведении оцифровки экспе-
риментально полученных снимков позволя-
ет на основе геометрических характеристик
профиля поверхности устанавливать некото-
рые физические параметры системы. При
этом на снимках фиксируются отклонения от
равновесного профиля, вызванные пузырями
внутри капли, ее неоднородностью, а также
несимметричностью. В подобных случаях и
на этапе распознавания границ объекта, да-
же при субпиксельном разрешении, избежать
погрешности не удается. Результаты прове-
денных расчетов по оценке этой погрешности
достаточно громоздкости и могут служить
темой отдельных исследований, выходящих
за рамки настоящей статьи, поэтому огра-
ничимся характерными данными, получен-
ными для капли свинца с 0,03 процентным
содержанием лития при температуре 933◦К
(табл. 2).

В табл. 2 приведены выраженные в про-
центах отклонения: высоты капли в апексе h,
трехфазного угла ϕ, кривизны вблизи апекса
b и радиуса растекания x0, вызывающие уве-
личение расчетного значения плотности по-
верхностного натяжения на 1%.

3. Анализ результатов

Данные, полученные на основе большого
количества вычислительных экспериментов,
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Таблица 2. Влияние геометрических параметров профиля капли на поверхностное натяжение

Варьируемый параметр Отклонение параметра (%)
h −0, 07

ϕ −0, 79

b −0, 54

x0 0,525

позволяют утверждать, что указанный под-
ход дает возможность решать как прямую,
так и обратную задачи, т. е. не только ис-
следовать форму профиля свободной поверх-
ности капли по заданным физическим пара-
метрам, но и по заданному углу трехфаз-
ного контакта, радиусу растекания и высо-
те в апексе, полученных из оцифрованного
изображения, устанавливать важные физи-
ческие параметры, например, плотность по-
верхностного натяжения для капель опре-
деленной массы. Кроме этого, при постро-
ении профилей жидких капель появляется
возможность судить о точности полученных
таким образом результатов.
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