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DECOMPOSITION OF A SYSTEM OF TWO-DIMENSIONAL ELECTRODIFFUSION EQUATIONS
FOR A TERNARY ELECTROLYTE IN ELECTROMEMBRANE SYSTEMS

Usova E. S., Urtenov M.Kh.

In this article, a method of decomposition of a system of two-dimensional electrodi�usion
equations for a ternary electrolyte is presented, boundary conditions are derived for the system
of decomposed electrodi�usion equations, the results of numerical solution of the boundary-
value problem are described, and the conclusions about some regulations of transfer process
are made.
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Ââåäåíèå

Äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ
ïðîöåññîâ ïåðåíîñà â ýëåêòðîõèìè÷åñêèõ ñè-
ñòåìàõ, â íàíîòåõíîëîãèÿõ ÷àñòî èñïîëüçó-
åòñÿ ñèñòåìà ýëåêòðîäèôôóçèîííûõ óðàâíå-
íèé ñ óñëîâèåì ýëåêòðîíåéòðàëüíîñòè. Ýòà
ñèñòåìà ñîäåðæèò áîëüøîå ÷èñëî óðàâíåíèé
è, ñîîòâåòñòâåííî, íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé, åå
ñòðóêòóðà íåóäîáíà äëÿ àíàëèòè÷åñêîãî èñ-
ñëåäîâàíèÿ è ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ. Â òî æå
âðåìÿ ìîæíî ïðîâåñòè ðàñùåïëåíèå (äåêîì-
ïîçèöèþ) ýòîé ñèñòåìû óðàâíåíèé òàê, ÷òî-
áû ïîëó÷èâøèåñÿ â ðåçóëüòàòå ïîäñèñòåìû
ñîäåðæàëè ìåíüøåå ÷èñëî óðàâíåíèé è íåèç-
âåñòíûõ è ðåøàëèñü íåçàâèñèìî äðóã îò äðó-
ãà, ÷òî çíà÷èòåëüíî óïðîùàåò èõ ÷èñëåííûé
àíàëèç.

Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ äåêîìïî-
çèöèÿ ñèñòåìû ýëåêòðîäèôôóçèîííûõ óðàâ-
íåíèé äëÿ òåðíàðíîãî ýëåêòðîëèòà, ÿâëÿþ-
ùàÿñÿ îáîáùåíèåì è äàëüíåéøèì ðàçâèòè-
åì ìåòîäà äåêîìïîçèöèè ýëåêòðîäèôôóçèîí-
íûõ óðàâíåíèé, ïðåäëîæåííîãî â ðàáîòàõ [1,
2].

1. Äåêîìïîçèöèÿ ñèñòåìû
ýëåêòðîäèôôóçèîííûõ óðàâíåíèé

Ðàññìîòðèì äâóìåðíóþ çàäà÷ó íåñòàöè-
îíàðíîãî ïåðåíîñà òåðíàðíîãî ýëåêòðîëèòà
â äîïðåäåëüíûõ òîêîâûõ ðåæèìàõ ñ óñëîâè-
åì ýëåêòðîíåéòðàëüíîñòè. Ïðîöåññ ïåðåíîñà
òåðíàðíîãî ýëåêòðîëèòà îïèñûâàåòñÿ ñëåäó-
þùåé ñèñòåìîé óðàâíåíèé [3]:

ji =
F

RT
ziDiCiE−Di∇Ci + CiV, (1.1)

∂Ci

∂t
= −div ji + Ri, i = 1, 2, 3, (1.2)

3∑

k=1

zkCk = 0, (1.3)

3∑

k=1

zkjk =
I
F

, (1.4)

ãäå ji(t, x, y), E(t, x, y), I(t, x, y) � èñêîìûå
âåêòîðû ïëîòíîñòè ïîòîêîâ èîíîâ i-ãî ñîðòà,
íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ è ïëîò-
íîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà ñîîòâåòñòâåííî,
Ci(t, x, y), ϕ(t, x, y) � èñêîìûå êîíöåíòðàöèè
èîíîâ i-ãî ñîðòà è ïîòåíöèàë ýëåêòðè÷åñêîãî
ïîëÿ.

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (06-03-96606).
2Óñîâà Åêàòåðèíà Ñåðãååâíà, àñïèðàíòêà êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè Êóáàíñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî

óíèâåðñèòåòà.
3Óðòåíîâ Ìàõàìåò Àëè Õóñååâè÷, ä-ð ôèç.-ìàò. íàóê, ïðîôåññîð, çàâåäóþùèé êàôåäðîé ïðèêëàäíîé

ìàòåìàòèêè Êóáàíñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà.
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Çàìåòèì, ÷òî E = −∇ϕ, ãäå

∇ =
{

∂

∂x
,

∂

∂y

}
.

Îñòàëüíûå âåëè÷èíû è ôóíêöèè ñ÷èòà-
þòñÿ èçâåñòíûìè. Di, zi � êîýôôèöèåíòû
äèôôóçèè è çàðÿäû èîíîâ i-ãî ñîðòà, F �
÷èñëî Ôàðàäåÿ, R � óíèâåðñàëüíàÿ ãàçîâàÿ
ïîñòîÿííàÿ, T � àáñîëþòíàÿ òåìïåðàòóðà,
V � ñêîðîñòü òå÷åíèÿ æèäêîñòè, Ri � èñ-
òî÷íèêè èîíîâ i-ãî ñîðòà, îáóñëîâëåííûå ãî-
ìîãåííîé õèìè÷åñêîé ðåàêöèåé.

Óðàâíåíèÿ (1.1) ñ ó÷åòîì (1.3) è (1.4)
ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó

E =
RT

(
I +

3∑
k=1

zkDk∇Ck

)

F
3∑

k=1

z2
kDkCk

. (1.5)

Ïîäñòàâëÿÿ (1.5) â (1.1), ïîëó÷èì

ji = CiV −Di(1− ti)∇Ci +

+
ti
zi

3∑

k=1
k 6=i

zkDk∇Ck +
ti

ziF
I, (1.6)

ãäå ti = z2
i DiCi

/
3∑

k=1

z2
kDkCk � ÷èñëà ïåðåíî-

ñà èîíîâ i-ãî ñîðòà.
Èñêëþ÷àÿ èç (1.2) ïîòîêè ji, ñ èñïîëüçî-

âàíèåì ñîîòíîøåíèÿ (1.6) ïðèõîäèì ê óðàâ-
íåíèÿì äëÿ êîíöåíòðàöèé, íå ñîäåðæàùèì
ïîòîêîâ è íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïî-
ëÿ,

∂Ci

∂t
+ div (CiV) = Di div

(
(1− ti)∇Ci

)−

− 1
zi

div

(
ti

3∑

k=1
k 6=i

zkDk∇Ck

)
−

− 1
ziF

div (tiI) + Ri, i = 1, 2, 3.

Âîñïîëüçîâàâøèñü óñëîâèåì ýëåêòðîíåé-
òðàëüíîñòè (1.3), ìîæíî ïîëó÷èòü ïðåäñòàâ-
ëåíèå êîíöåíòðàöèè C3 ÷åðåç C1 è C2, èñ-
ïîëüçóÿ êîòîðîå, ïðåîáðàçóåì âûðàæåíèå
äëÿ ÷èñåë ïåðåíîñà

ti =
z2
i DiCi

q1C1 + q2C2
, i = 1, 2,

ãäå qk = zk(zkDk−z3D3), k = 1, 2. Òîãäà óðàâ-
íåíèå äëÿ C1 è Ñ2 ïðèìåò âèä

∂C1

∂t
+ div (C1V) =

= div (D1 + (D3 −D1)t1∇C1) +

+
z2

z1
(D3 −D2) div (t1∇C2)−

− 1
z1F

div (t1I) + R1, (1.7)

∂C2

∂t
+ div (C2V) =

= div (D2 + (D3 −D2)t2∇C2) +

+
z1

z2
(D3 −D1) div (t2∇C1)−

− 1
z2F

div (t2I) + R2.

Äëÿ çàìûêàíèÿ ñèñòåìû äåêîìïîçèöèîííûõ
óðàâíåíèé (1.5)�(1.7) íåîáõîäèìî âûâåñòè
óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî ïëîòíîñòè òîêà I.
Â òðåõìåðíîì ñëó÷àå èç (1.4) è (1.1) ñëåäóåò,
÷òî

rot I = F
3∑

k=1

zk rot jk,

rot ji =
F

RT
ziDi rot(CiE)−

−Di rot(∇Ci) + rot(CiV).

Ó÷èòûâàÿ òîæäåñòâî rot(∇U) = 0, ïîëó÷èì

rot I =
F 2

RT

3∑

k=1

z2
kDk rot(CkE) +

+ F
3∑

k=1

zk rot(CkV).

Çàìåòèì, ÷òî rot(UV) = ∇U ×V +U rotV è
E = −∇ϕ, ñëåäîâàòåëüíî, rotE = 0. Òîãäà

rot I =
F 2

RT

(
3∑

k=1

z2
kDk∇Ck

)
×E +

+F

(
3∑

k=1

zk∇Ck

)
×V+F

(
3∑

k=1

zkCk

)
rotV.

Ñ óñëîâèåì ýëåêòðîíåéòðàëüíîñòè (1.3) ýòî
óðàâíåíèå óïðîùàåòñÿ è ïðèíèìàåò âèä

rot I =
F 2

RT

(
3∑

k=1

z2
kDk∇Ck

)
×E. (1.8)
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Â êîîðäèíàòíîé ôîðìå óðàâíåíèå (1.8) çàïè-
øåòñÿ â âèäå

∂Iy

∂x
− ∂Ix

∂y
=

F 2

RT

(
3∑

k=1

z2
kDk

∂Ck

∂x

)
Ey −

− F 2

RT

(
3∑

k=1

z2
kDk

∂Ck

∂y

)
Ex.

Óìíîæèâ (1.2) íà zi, ïðîñóììèðîâàâ ïî i îò
1 äî 3 ñ ó÷åòîì (1.3) è (1.4) è ïðåäïîëàãàÿ,
÷òî ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî ðàâíîâåñíûå ðå-
àêöèè, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî div I = 0. Îòêó-
äà ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ η, òàêàÿ,
÷òî

∂η

∂x
= Iy,

∂η

∂y
= −Ix. (1.9)

Óðàâíåíèå (1.8) ñ ó÷åòîì (1.5) è (1.9)
ìîæíî çàïèñàòü îòíîñèòåëüíî η â âèäå

∆η =

(
3∑

k=1

z2
kDkCk

)−1 [(
3∑

k=1

z2
kDk

∂Ck

∂x

)
×

×
(

F
3∑

k=1

zkDk
∂Ck

∂y
+

∂η

∂x

)
−

−
(

3∑

k=1

z2
kDk

∂Ck

∂y

)(
F

3∑

k=1

zkDk
∂Ck

∂x
− ∂η

∂y

)]
,

èëè, èñïîëüçóÿ óñëîâèå ýëåêòðîíåéòðàëüíî-
ñòè (1.3) è Di > 0, Ci > 0,

(q1C1 + q2C2)∆η+
− q1(∇C1,∇η)− q2(∇C2, ∇η) =

= wF

(
∂C1

∂x

∂C2

∂y
− ∂C2

∂x

∂C1

∂y

)
, (1.10)

ãäå

w = z1z2

(
D1D2(z1 − z2) +

+ D1D3(z3 − z1) + D2D3(z2 − z3)
)
.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè èñõîäíàÿ ñèñòåìà (1.1)�
(1.4) ñîñòîÿëà èç 12 óðàâíåíèé ñ 12 íåèçâåñò-
íûìè (Ci, ji, i = 1, 2, 3, ϕ, I), òî ïîñëå äå-
êîìïîçèöèè ïîëó÷åíû 3 ïîäñèñòåìû: (1.7) �
äëÿ íàõîæäåíèÿ êîíöåíòðàöèé Ci èç 3 óðàâ-
íåíèé, (1.5), (1.6) � äëÿ îïðåäåëåíèÿ ϕ è ji
èç 4 óðàâíåíèé è (1.9), (1.10) � äëÿ I èç 3
óðàâíåíèé. Ïîëó÷åííûå ïîäñèñòåìû äåêîì-
ïîçèöèîííûõ óðàâíåíèé óäîáíû äëÿ ÷èñëåí-
íîãî ðåøåíèÿ.

2. Âûâîä êðàåâûõ óñëîâèé

Ïðè ìîäåëèðîâàíèè ïðîöåññîâ ïåðåíîñà
òåðíàðíîãî ýëåêòðîëèòà â ýëåêòðîõèìè÷å-
ñêèõ ñèñòåìàõ â êîíêðåòíîì ñëó÷àå äîëæíû
áûòü çàäàíû ñîîòâåòñòâóþùèå êðàåâûå óñëî-
âèÿ.

Êàê ïðàâèëî, ïðîöåññ ïåðåíîñà èçó÷àåò-
ñÿ â êàìåðå îáåññîëèâàíèÿ, ïðè ýòîì áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî ïðàâàÿ ãðàíèöà x = h ñîîòâåò-
ñòâóåò ïîâåðõíîñòè êàòèîíîîáìåííîé ìåì-
áðàíû, à ëåâàÿ x = 0 � àíèîíîîáìåííîé. Ðàñ-
ñìîòðèì ýëåêòðîëèò, ñîñòîÿùèé èç êàòèîíà è
äâóõ àíèîíîâ. Ïóñòü èíäåêñ 1 ñîîòâåòñòâóåò
êàòèîíó, 2 è 3 � àíèîíàì. Áóäåì ñ÷èòàòü Cio,
C̃io, i = 1, 2, èçâåñòíûìè çíà÷åíèÿìè êîíöåí-
òðàöèè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè, t = 0,
è íà âõîäå â êàìåðó îáåññîëèâàíèÿ, y = 0.

Íà âûõîäå, y = L, åñòåñòâåííî çàäàâàòü
ãðàíè÷íîå óñëîâèå â âèäå

∂Ci

∂y

∣∣∣∣
y=L

= 0.

Êðàåâûå óñëîâèÿ ê óðàâíåíèþ äëÿ ïëîò-
íîñòè òîêà, èñõîäÿ èç ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà,
ïðèíèìàþò âèä

∂η

∂x

∣∣∣∣
x=0

= 0,
∂η

∂x

∣∣∣∣
x=h

= 0,

η|y=0 = 0, η|y=L = DC0FI0L. (2.1)

Çäåñü h � ìåæìåìáðàííîå ðàññòîÿíèå, L �
äëèíà êàíàëà, D � êîýôôèöèåíò äèôôóçèè
ýëåêòðîëèòà, C0 � êîíöåíòðàöèÿ ýëåêòðîëè-
òà íà âõîäå â êàíàë, I0 � ïîääåðæèâàåìîå
â ñèñòåìå ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå ñðåäíåèíòå-
ãðàëüíîé ïëîòíîñòè òîêà.

Êðàåâûå óñëîâèÿ äëÿ êîíöåíòðàöèè ïðè
x = 0 è x = 1 ïîñòðîèì, âîñïîëüçîâàâøèñü
óñëîâèåì íåïðåðûâíîñòè ïåðâûõ êîìïîíåíò
âåêòîðîâ ji. Ïîñëå èñêëþ÷åíèÿ êîíöåíòðàöèè
3-ãî ñîðòà èîíîâ ïåðâàÿ êîìïîíåíòà ïëîòíî-
ñòè ïîòîêà äëÿ èîíîâ 1-ãî ñîðòà â ðàñòâîðå
ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

j1x = (−D1 (1− t1)− t1D3)
∂C1

∂x
+

+
z2

z1
t1 (D2 −D3)

∂C2

∂x
+

t1
z1F

Ix.

Äëÿ ñëó÷àÿ ìåìáðàíû ïîëó÷èì

j1x =
tMx=h
1

z1F
I0,
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çäåñü è íèæå tMx=h
i � ÷èñëî ïåðåíîñà èîíîâ

i-ãî ñîðòà â êàòèîíîîáìåííîé ìåìáðàíå. Îáî-
çíà÷èì

µ1,1 = −D2 (1− t2)− t2D3 ,

µ1,2 = −z1

z2
t2 (D1 −D3) ,

µ2,1 = −z2

z1
t1 (D2 −D3) ,

µ2,2 = −D1 (1− t1)− t1D3,

òîãäà, ïðèðàâíèâàÿ ïîëó÷åííûå ïðåäñòàâëå-
íèÿ j1x äëÿ ðàñòâîðà è ìåìáðàíû, íàéäåì
óñëîâèå íà ïðàâîé ãðàíèöå

µ2,2
∂C1

∂x

∣∣∣∣
x=h

− µ2,1
∂C2

∂x

∣∣∣∣
x=h

=

=
Ix

z1F

(
tMx=h
1 − t1

)
. (2.2)

Àíàëîãè÷íî èç ðàâåíñòâà j2x â ðàñòâîðå è
ìåìáðàíå ïîëó÷àåì âòîðîå óñëîâèå íà ïðà-
âîé ãðàíèöå

− µ1,2
∂C1

∂x

∣∣∣∣
x=h

+ µ1,1
∂C2

∂x

∣∣∣∣
x=h

=

=
Ix

z2F

(
tMx=h
2 − t2

)
. (2.3)

Âûïîëíÿÿ òå æå äåéñòâèÿ äëÿ àíèîíîîá-
ìåííîé ìåìáðàíû, íàõîäèì ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå óñëîâèÿ íà ëåâîé ãðàíèöå

µ2,2
∂C1

∂x

∣∣∣∣
x=0

− µ2,1
∂C2

∂x

∣∣∣∣
x=0

=

=
Ix

z1F

(
tMx=0
1 − t1

)
, (2.4)

− µ1,2
∂C1

∂x

∣∣∣∣
x=0

+ µ1,1
∂C2

∂x

∣∣∣∣
x=0

=

=
Ix

z2F

(
tMx=0
2 − t2

)
, (2.5)

ãäå tMx=0
i � ÷èñëî ïåðåíîñà i-ãî ñîðòà â àèî-

íîîáìåííîé ìåìáðàíå. Òàêèì îáðàçîì, êðàå-
âûå óñëîâèÿ äëÿ ïðîèçâîäíûõ êîíöåíòðàöèé
íàõîäÿòñÿ èç ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
(2.2)�(2.5), îïðåäåëèòåëü êîòîðîé

∆ = D1D2t3 + D1D3t2 + D2D3t1 > 0.

Ðàçðåøèâ ýòó ñèñòåìó, ïîëó÷àåì êðàåâûå
óñëîâèÿ

∂Ci

∂x

∣∣∣∣
x=0,h

=
Ix

F

2∑

k=1

(
t
Mx=0,h

k − tk

)

zk
µi,k, (2.6)

i = 1, 2.

3. Íåêîòîðûå çàêîíîìåðíîñòè
ïåðåíîñà òåðíàðíîãî ýëåêòðîëèòà

Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïðèâåäåì óðàâ-
íåíèÿ (1.5)�(1.7), (1.9), (1.10) è êðàåâûå óñëî-
âèÿ (2.1), (2.6) ê áåçðàçìåðíîìó âèäó ñ ïîìî-
ùüþ ñëåäóþùèõ çàìåí (èíäåêñîì (d) îáîçíà-
÷åíû ðàçìåðíûå âåëè÷èíû):

x =
x(d)

h(d)
, y =

y(d)

h(d)
, Di =

D
(d)
i

D(d)
,

I =
I(d)h(d)

D(d)C
(d)
0 F (d)

, E =
h(d)F (d)

R(d)T (d)
E(d),

η =
η(d)

D(d)C
(d)
0 F (d)

, ji =
j(d)
i h(d)

D
(d)
i C

(d)
0

,

Ci =
C

(d)
i

C
(d)
0

, t =
t(d)V

(d)
0

h(d)
,V =

V(d)

V
(d)
0

,

Ri =
h(d)

V
(d)
0 C

(d)
0

R
(d)
i , P e =

V
(d)
0 h(d)

D(d)
.

Ïîñëå óêàçàííûõ çàìåí îïèñàííàÿ êðàåâàÿ
çàäà÷à ïðèìåò âèä

∂C1

∂t
+ div (C1V) =

=
1

Pe
div (D1 + (D3 −D1)t1∇C1) +

+
z2

z1
(D3 −D2) div (t1∇C2)−

− 1
z1F

div (t1I) + R1, (3.1)

∂C2

∂t
+ div (C2V) =

=
1

Pe
div (D2 + (D3 −D2)t2∇C2) +

+
z1

z2
(D3 −D1) div (t2∇C1)−

− 1
z2F

div (t2I) + R2, (3.2)

∂Ci

∂x

∣∣∣∣
x=0,1

= Ix

2∑

k=1

(
t
Mx=0,1

k − tk

)

zk
µi,k, (3.3)
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Ci|y=0 = Ñ̃i0,
∂Ci

∂y

∣∣∣∣
y=L

= 0, (3.4)

Ci|t=0 = Ñi0, i = 1, 2, (3.5)

(q1C1 + q2C2)∆η −
− q1(∇C1,∇η)− q2(∇C2, ∇η) =

= wF

(
∂C1

∂x

∂C2

∂y
− ∂C2

∂x

∂C1

∂y

)
, (3.6)

∂η

∂x

∣∣∣∣
x=0

= 0,
∂η

∂x

∣∣∣∣
x=1

= 0, (3.7)

η|y=0 = 0, η|y=L = I0L. (3.8)

Ðåøèâ êðàåâóþ çàäà÷ó (3.1)�(3.8), ìîæ-
íî íàéòè çíà÷åíèÿ îñòàâøèõñÿ ïàðàìåò-
ðîâ ñèñòåìû ïî ñîîòâåòñòâóþùèì ôîðìó-
ëàì. Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.1)�
(3.8) ïðèìåíÿëàñü äèñêðåòèçàöèÿ ñ èñïîëü-
çîâàíèåì íåÿâíîé ñõåìû, ñèñòåìà ðàçíîñò-
íûõ óðàâíåíèé ðåøàëàñü ñ ïîìîùüþ ìåòî-
äà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé â ñî÷åòà-
íèè ñ ïðîäîëüíî-ïîïåðå÷íîé ïðîãîíêîé äëÿ
íåñòàöèîíàðíûõ óðàâíåíèé è ìåòîäà óñòà-
íîâëåíèÿ äëÿ ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ.

Íèæå ïðåäñòàâëåíû íåêîòîðûå ðåçóëüòà-
òû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ, ïðîâåäåííûõ
ïðè ñëåäóþùèõ âõîäíûõ ïàðàìåòðàõ:

� øèðèíà êàíàëà îáåññîëèâàíèÿ h(d) =
= 7 ìì;

� äëèíà êàíàëà L(d) = 20 ìì;
� ñêîðîñòü ïðîêà÷èâàíèÿ ðàñòâîðà V

(d)
0 =

= 0,0001 ì/ñ;
� íà÷àëüíàÿ êîíöåíòðàöèÿ ðàñòâîðà

C
(d)
0 = 0,1 Ì (100 ìîëü/ì3);
� êîýôôèöèåíòû äèôôóçèè ñîîòâåòñòâó-

þùèõ èîíîâ D
(d)
1 = 1,33 · 10−9 ì2/ñ, D

(d)
2 =

= 2,08·10−9 ì2/ñ, D
(d)
3 = 5,26·10−9 ì2/ñ. Êî-

ýôôèöèåíò äèôôóçèè ýëåêòðîëèòà NaCl �
D(d) = 1,61·10−9 ì2/ñ;

� ïëîòíîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà I
(d)
0 =

= 50 À/ì2.
×èñëà ïåðåíîñà èîíîâ â ìåìáðàíàõ ñóùå-

ñòâåííî áîëüøå, ÷åì â ðàñòâîðå. Â ÷àñòíîñòè,
÷èñëà ïåðåíîñîâ 1-ãî ñîðòà èîíîâ (êàòèîíîâ)
â êàòèîíîîáìåííîé ìåìáðàíå è 2-ãî ñîðòà
èîíîâ (àíèîíîâ) â àíèîíîîáìåííîé ìåìáðàíå
â ðàñ÷åòàõ ïîëàãàþòñÿ tMx=1

1 = tMx=0
2 = 0,9

è âû÷èñëÿþòñÿ ÷èñëà ïåðåíîñîâ èîíîâ 1-ãî è
2-ãî ñîðòîâ â ðàñòâîðå t1 ≈ 0,39, t2 ≈ 0,61.

Â êà÷åñòâå òåðíàðíîãî ýëåêòðîëèòà ðàñ-
ñìàòðèâàëñÿ ðàñòâîð, ñîäåðæàùèé èîíû Na+

(1), Cl− (2) è OH− (3). Òàêîé ñîñòàâ ïîç-
âîëÿåò èçó÷èòü âëèÿíèå èîíà OH− � ïðî-
äóêòà äèññîöèàöèè âîäû � íà ïåðåíîñ ðàñ-
òâîðà, ñîäåðæàùåãî NaCl, âáëèçè êàòèîíîîá-
ìåííîé ìåìáðàíû. Ïðè ýòîì çàäà÷à ðåøàåò-
ñÿ òîëüêî âáëèçè ïîâåðõíîñòè êàòèîíîîáìåí-
íîé ìåìáðàíû â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî x = 0
ñîîòâåòñòâóåò ãëóáèíå ðàñòâîðà, à x = 1 �
ïîâåðõíîñòè ìåìáðàíû. Â ýòîì ñëó÷àå ìåíÿ-
þòñÿ òîëüêî ñëåäóþùèå êðàåâûå óñëîâèÿ äëÿ
êîíöåíòðàöèé íà ëåâîé ãðàíèöå:

C1|x=0 = C̃10, C2|x=0 = C̃20.

Èç ðèñ. 1 è 4à âèäíî, ÷òî äëÿ êîíöåíòðàöèé
âîçíèêàåò ïîãðàíñëîé ïðè x = 1. Êîíöåíòðà-
öèè èîíîâ Na+ è Cl− óìåíüøàþòñÿ âáëèçè
ïðàâîé ãðàíèöû ïî äëèíå êàíàëà âñëåäñòâèå
ïåðåíîñà êàòèîíîâ ÷åðåç êàòèîíîîáìåííóþ
ìåìáðàíó è ñòðåìëåíèÿ àíèîíîâ âãëóáü ðàñ-
òâîðà. Ïðè ýòîì â ñèëó ðàçëè÷èÿ ÷èñåë ïåðå-
íîñà êîíöåíòðàöèÿ Cl− óáûâàåò áûñòðåå êîí-
öåíòðàöèè Na+, ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü, ïðè âû-
ïîëíåíèè óñëîâèÿ ýëåêòðîíåéòðàëüíîñòè âû-
çûâàåò óâåëè÷åíèå êîíöåíòðàöèè èîíîâ 3-ãî
ñîðòà � OH− (ðèñ. 4à). Ïðè óìåíüøåíèè
ñêîðîñòè íàáëþäàþòñÿ áîëåå çíà÷èòåëüíûå
óâåëè÷åíèÿ êîíöåíòðàöèè OH−, ÷òî ñâÿçàíî
ñ ìåíüøèì âëèÿíèåì êîíâåêòèâíîé äèôôó-
çèè.

Ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå èçìåíÿåòñÿ â ñîîò-
âåòñòâèè ñ èçìåíåíèåì êîíöåíòðàöèé (ðèñ. 2,
3): åãî íàïðÿæåííîñòü E óâåëè÷èâàåòñÿ
ñ óìåíüøåíèåì êîíöåíòðàöèè (ðèñ. 2). Âòî-
ðûå êîìïîíåíòû íàïðÿæåííîñòè Ey è ïëîò-
íîñòè òîêà Iy ïðàêòè÷åñêè âî âñåé îáëà-
ñòè ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ, áëèçêèå ê íóëþ,
ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òîê â ñèñòåìå ïðîòåêàåò
ïðåèìóùåñòâåííî ïåðïåíäèêóëÿðíî ïîâåðõ-
íîñòè ìåìáðàíû. Âîçìóùåíèå êîìïîíåíò íà-
ïðÿæåííîñòè è ïëîòíîñòè òîêà íàáëþäàåòñÿ
âîçëå òî÷êè (1, 0).

Íà ðèñ. 4á ïðåäñòàâëåíû ïðîôèëè êîí-
öåíòðàöèè èîíîâ OH−, ïîñ÷èòàííûå äëÿ
ðàçíûõ çíà÷åíèé ïëîòíîñòè òîêà: 30 À/ì2,
40 À/ì2 è 50 À/ì2. Âèäíî, ÷òî óâåëè÷åíèå
ïëîòíîñòè òîêà ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ êîí-
öåíòðàöèè èîíîâ 3-ãî ñîðòà.

Äëÿ èçó÷åíèÿ âëèÿíèÿ äèññîöèàöèè âî-
äû âáëèçè àíèîíîîáìåííîé ìåìáðàíû àíàëî-
ãè÷íûå âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû áûëè
ïðîâåäåíû äëÿ ðàñòâîðà, ñîäåðæàùåãî èîíû:
Na+, Cl−è H+. Ïðè ýòîì ïåðåíîñ òåðíàðíî-
ãî ýëåêòðîëèòà âáëèçè èäåàëüíî ñåëåêòèâíîé
àíèîíîîáìåííîé ìåìáðàíû îïèñûâàåòñÿ èñ-
õîäíîé êðàåâîé çàäà÷åé, îòëè÷àþùåéñÿ òîëü-
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à) á)

â)

Ðèñ. 1. Ïîëå êîíöåíòðàöèè Na+ (à), Cl− (á) è OH− (â) â êàíàëå îáåññîëèâàíèÿ ñïóñòÿ 75 ñ
ñ ìîìåíòà âêëþ÷åíèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà

à) á)
Ðèñ. 2. Íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ Ex (à) è Ey (á) ñïóñòÿ 75 ñ

ñ ìîìåíòà âêëþ÷åíèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà
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à) á)

Ðèñ. 3. Ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà Ix (à) è Iy (á) ñïóñòÿ 75 ñ
ñ ìîìåíòà âêëþ÷åíèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà

à) á)

Ðèñ. 4. Êîíöåíòðàöèîííûå ïðîôèëè (à) â íà÷àëå êàíàëà ïðè ïëîòíîñòè òîêà I
(d)
0 = 30 À/ì2;

êîíöåíòðàöèÿ èîíîâ ÎÍ− (á) â íà÷àëå êàíàëà ïðè ïëîòíîñòè òîêà: 1 � I
(d)
0 = 50 À/ì2, 2 �

I
(d)
0 = 40 À/ì2, 3 � I

(d)
0 = 30 À/ì2 ñïóñòÿ 75 ñ ñ ìîìåíòà âêëþ÷åíèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà

à) á)

Ðèñ. 5. Ïîëÿ êîíöåíòðàöèè Na+ (à), Cl− (á) â êàíàëå îáåññîëèâàíèÿ ñïóñòÿ 90 ñ
ñ ìîìåíòà âêëþ÷åíèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà
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â)

Ðèñ. 5. Ïîëå êîíöåíòðàöèè H+ (â) â êàíàëå îáåññîëèâàíèÿ ñïóñòÿ 90 ñ
ñ ìîìåíòà âêëþ÷åíèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà

êî ñëåäóþùèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè:
C1|x=1 = C̃10, C2|x=1 = C̃20.

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåé çàäà÷å äëÿ
ôóíêöèé êîíöåíòðàöèè âîçíèêàåò ïîãðàíñ-
ëîé ïðè x = 0 (ðèñ. 5). Êîíöåíòðàöèè èîíîâ
Na+ è Cl− óìåíüøàþòñÿ âáëèçè ëåâîé ãðà-
íèöû ïî äëèíå êàíàëà âñëåäñòâèå ïåðåíî-
ñà àíèîíîâ ÷åðåç àíèîíîîáìåííóþ ìåìáðà-
íó è ñòðåìëåíèÿ êàòèîíîâ âãëóáü ðàñòâîðà.
Â ýòîì ñëó÷àå â ñèëó ðàçëè÷èÿ ÷èñåë ïåðåíî-
ñà êîíöåíòðàöèÿ Na+ óáûâàåò áûñòðåå êîí-
öåíòðàöèè Cl−, ÷òî â ñèëó óñëîâèÿ ýëåêòðî-
íåéòðàëüíîñòè ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ êîí-
öåíòðàöèè èîíîâ 3-ãî ñîðòà � H+.

Ïî ðåçóëüòàòàì ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåí-
òîâ áûëè ñäåëàíû ñëåäóþùèå âûâîäû î çà-
êîíîìåðíîñòÿõ ïåðåíîñà òåðíàðíîãî ýëåêòðî-
ëèòà â ýëåêòðîìåìáðàííûõ ñèñòåìàõ:

� äëÿ êîíöåíòðàöèé Na+ è Cl− âîçíèêàåò
ïîãðàíñëîé âáëèçè ïîâåðõíîñòè ìåìáðàíû;

� â ñèëó ðàçëè÷èÿ ÷èñåë ïåðåíîñà è
âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ ýëåêòðîíåéòðàëüíîñòè
óâåëè÷èâàþòñÿ êîíöåíòðàöèè èîíîâ OH−
âáëèçè êàòèîíîîáìåííîé ìåìáðàíû è H+

âáëèçè àíèîíîîáìåííîé, ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü,
â ðåàëüíûõ ñèñòåìàõ óâåëè÷èâàåò ïðèòîê
ïðîòèâîèîíîâ èç ãëóáèíû ðàñòâîðà, à çíà÷èò,
ïðèâîäèò ê èíòåíñèôèêàöèè ïðîöåññà îáåññî-
ëèâàíèÿ;

� ïðè óìåíüøåíèè ñêîðîñòè íàáëþäàþòñÿ
áîëåå çíà÷èòåëüíûå óâåëè÷åíèÿ êîíöåíòðà-
öèé 3-èõ ñîðòîâ èîíîâ (OH−, H+), ÷òî ñâÿçà-
íî ñ ìåíüøèì âëèÿíèåì êîíâåêòèâíîé äèô-
ôóçèè.

Ïðåäëîæåííàÿ ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ äîñòà-
òî÷íî ìîùíûì ñðåäñòâîì äëÿ ìîäåëèðîâà-
íèÿ ïåðåíîñà òåðíàðíîãî ýëåêòðîëèòà â ýëåê-
òðîìåìáðàííûõ ñèñòåìàõ. Åå ñòàíäàðòíûì
îáðàçîì ìîæíî äîïîëíèòü óðàâíåíèÿìè, ìî-
äåëèðóþùèìè ãèäðîäèíàìè÷åñêèå è òåìïå-
ðàòóðíûå ÿâëåíèÿ, ïðîòåêàþùèå â ïðîöåññå
ïåðåíîñà. Â ýòîì ñëó÷àå ìîäåëü áóäåò ïðèìå-
íèìà äëÿ ðåøåíèÿ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ îïòè-
ìèçàöèè è ïîâûøåíèÿ ýôôåêòèâíîñòè ýëåê-
òðîìåìáðàííûõ ñèñòåì.
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