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The development of block structure theory is described. According to Academician
M.A. Sadovsky, this theory is very important in the problem of earthquake forecasting. The
examples of applying the theory are presented.
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В решении проблемы прогноза сейсми-
ческого события, землетрясения, академик
М.А. Садовский занимал принципиальную
позицию, считая, что в рамках описания глу-
бинного строения Земли как слоистой струк-
туры этого сделать невозможно. Им было вы-
сказано мнение, что только переход к описа-
нию строения литосферных плит как блоч-
ных структур может дать положительный
результат [1–4]. Он и его ученики проделали
огромную работу по обоснованию этой точ-
ки зрения, ими собран значительный фак-
тический материал, проведены определен-
ные физико-математические исследования.
М.А. Садовский считал, что следует разра-
ботать математическую теорию для блочных
структур, такую же, какая создана для сло-
истых сред, например, в [5,6]. С ее помощью
необходимо проводить анализ волновых про-
цессов и напряженно-деформированного со-
стояния среды, что позволит улавливать го-
раздо более сложные процессы, нежели те,

которые позволяет исследовать слоистая мо-
дель. Совершенно ясно, что, построив тео-
рию блочных структур, можно на новом
уровне изучать не только проблемы сейсмич-
ности. Существенные уточнения будут иметь
результаты, ранее полученные по теории сло-
истых сред, в таких областях как акусти-
ка океана, дефектоскопия материалов, созда-
ние материалов с управляемыми свойствами
и наноматериалов, поиск полезных ископае-
мых, распространение радиоволн в ионосфе-
ре, сейсмостойкое строительство, экология и
других.

Созданием теории блочных структур за-
нималась ученые Кубанского государствен-
ного университета и Южного научного цен-
тра Российской академии наук, в настоящее
время она построена. Некоторые ее фраг-
менты опубликованы в [7–14] и других ста-
тьях авторов, а также в работах, приведен-
ных в списках литературы к ним. Эта теория
оказалась намного сложнее теории слоистых
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сред, являющейся ее частным случаем. Раз-
работка ее потребовала существенного пере-
осмысления имеющихся аналитических, по-
луаналитических и численных методов изу-
чения неоднородных сред и привела к необ-
ходимости создания принципиально нового
подхода к исследованию, прежде всего, кра-
евых задач для систем дифференциальных
уравнений в частных производных. Был со-
здан новый, не повторяющий известные ме-
тоды — дифференциальный метод фактори-
зации [7–14]. Этот метод долгое время не был
замечен учеными, занимавшимися разработ-
кой факторизационных подходов.

Причина, возможно, состоит в том, что
он потребовал привлечения большого набо-
ра не применявшихся вместе современных
методов математики. В частности, внеш-
него анализа, методов топологии, теории
функций многих комплексных переменных,
форм-вычетов Лере, факторизации матриц-
функций нескольких комплексных перемен-
ных, теории представления групп. В его ос-
нове лежат тонкие свойства топологической
алгебры, связанные с автоморфизмом топо-
логических многообразий, разделом матема-
тики, не часто используемым в приложени-
ях [7–14]. Самым непростым при исследо-
вании этих краевых задач явился отказ от
использования традиционных для них Собо-
левских пространств, в которых ищется ре-
шение. Потребовался переход в нетрадици-
онные, сугубо топологические пространства
медленно растущих обобщенных функций
HS . Параллельно с дифференциальным ме-
тодом факторизации развивался интеграль-
ный метод факторизации [10,15]. Оба метода
сопутствуют друг другу при исследовании и
решении как краевых задач, так и интеграль-
ных уравнений и их систем.

1. Построенная теория уже нашла ряд
важных приложений, в частности, при по-
строении математических моделей для оцен-
ки напряженности литосферных плит, в ма-
териаловедении, строительстве, нанотехно-
логиях [11–14]. Ниже излагается еще одно
приложение теории, позволяющее выделить
новый математический объект — блочный
элемент, а вместе с этим создать метод блоч-
ного элемента, который не повторяет извест-
ные и может служить новым средством ис-
следования и решения больших систем диф-
ференциальных уравнений в частных произ-
водных, применяемых в самых разных обла-

стях механики, физики, экологии, биофизи-
ки, инженерных приложениях.

Метод блочного элемента отчасти по-
хож на метод конечного элемента, разви-
тый в работах [16, 17] и др. На осно-
ве метода конечного элемента создан боль-
шой набор компьютерных программ. Среди
них следует отметить, например, такие как
ANSYS Mechanical, Multiphysics, Structural,
CivilFEM, AUTODYN и другие, позволяю-
щие производить вычисления решений раз-
личных краевых задач в вышеперечислен-
ных областях.

В то же время метод конечного элемента
имеет существенные недостатки, отмеченные
самими его создателями [16]. К числу глав-
ных следует отнести замену сплошной среды
конечным числом элементов меньшей раз-
мерности. В результате локальное описание
решений краевых задач носит лишь прибли-
женный характер. В методе конечного эле-
мента носитель должен быть ограниченным.
Области задания краевых задач также долж-
ны быть ограниченными. Носители конечно-
го элемента, как правило, берутся в двухмер-
ном случае в форме треугольника или прямо-
угольника, в том числе криволинейного, а в
трехмерном — в форме пирамиды или парал-
лелепипеда, которые также могут быть кри-
волинейными. Функции формы, задаваемые
на таком носителе, являются полиномами
двух или трех переменных соответственно,
содержащими несколько неизвестных коэф-
фициентов, т. е. являются сплайнами. Поряд-
ки входящих в них полиномов диктуются по-
рядком производных в дифференциальных
уравнениях краевых задач. При этом важ-
ную роль играют вершины, рёбра и грани
вводимых таким образом носителей, на ко-
торых выделяются избранные точки — узлы.
Они выбираются в форме множеств в верши-
нах пирамиды или треугольника, а также на
ребрах или гранях. Функции формы [16, 17]
строятся, исходя из требования однозначного
определения коэффициентов, по их значени-
ям в узлах носителя. В то же время следу-
ет отметить и ряд недостатков этого метода.
Полиномы сплайна лишь приближенно опи-
сывают решение краевой задачи в зоне но-
сителя. Наличие функций формы конечного
элемента в полиномиальном виде не позво-
ляет анализировать волновые составляющие
решения, особенно в краевых задачах для
сред при многочисленных воздействиях раз-
личными физическими полями. Кроме это-
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го, если решение содержит сильно осцилли-
рующие функции, то полиномиальная функ-
ция формы их не сможет правильно пред-
ставить. Эти проблемы становятся актуаль-
ными в связи с часто встречающимися ком-
позициями микроразмерных и наноразмер-
ных материалов. Повышение порядка про-
изводных в дифференциальных уравнениях
усложняет построение конечных элементов,
их функций формы [16]. Уменьшение разме-
ров сплайнов конечных элементов ухудшает
сходимость вычислительных процессов [18].
В то же время большим достоинством мето-
да конечного элемента является ленточность
или почти диагональность матрицы «жест-
кости», возникающей при применении этого
метода, что существенно облегчает вычисли-
тельный процесс. Наличие многочисленных
вычислительных программ, о котором гово-
рилось выше, несомненно, позволяет отнести
метод конечных элементов к числу эффек-
тивнейших вычислительных средств настоя-
щего времени.

Блочный элемент свободен от главно-
го недостатка конечного элемента — он со-
храняет сплошность среды, что выражается
в точном удовлетворении соответствующих
дифференциальных уравнений краевых за-
дач [7–14].

Как и конечный элемент, блочный эле-
мент имеет носитель, вне которого он ра-
вен нулю, но его носителем может являться
любая область — ограниченная, полуограни-
ченная или неограниченная, т. е. с граница-
ми, уходящими в бесконечность. Носителями
блочного элемента могут быть как выпуклые
области — экспоненциальная факторизация,
так и многосвязные, в случае обобщенной
факторизации [19]. Блочные элементы стро-
ятся по определенному алгоритму однотипно
для систем дифференциальных уравнений в
частных производных любого конечного по-
рядка. Они имеют представление в форме ин-
теграла по границе области носителя [7–14].
Дифференциальные уравнения соответству-
ющих краевых задач могут иметь любой по-
рядок производных и не привязаны к нали-
чию у них функционалов — интегралов энер-
гии. Применение метода конечного элемента
для таких краевых задач крайне сложно.

2. Метод блочного элемента не повторя-
ет другой важный вычислительный метод,
а именно, граничного элемента [20–22]. По-
следний предполагает построение фундамен-
тального решения дифференциальных урав-

нений, несущего на границе области рас-
сматриваемой краевой задачи сингулярные
и иные особенности [20–22]. Количество осо-
бенностей растет с увеличением порядка про-
изводных, а их свойства усложняются. Раз-
ница этих двух методов состоит также в
удовлетворении граничных условий: в мето-
де граничного элемента — функциональное,
в методе блочного элемента — топологиче-
ское, но приводящее к тому же результа-
ту. Кроме этого, в методе блочного элемен-
та факторизация оставляет в представлении
решения только нужные составляющие, а по-
лучаемые псевдодифференциальные уравне-
ния не только достаточно просто регуляри-
зуются, но даже исследуются аналитически
и допускают различные варианты прибли-
женных решений [7–14]. В методе гранично-
го элемента приходится решать интеграль-
ные уравнения со сложными, в том числе,
сингулярными особенностями в случае вы-
соких порядков производных в дифференци-
альных уравнениях. Метод блочного элемен-
та, порожденный блочной структурой, вво-
димой сеткой, разбивающей область задания
краевой задачи на блоки, приводит, как и
метод конечного элемента, к почти диаго-
нальной системе псевдодифференциальных
уравнений. Можно выделить и другие до-
стоинства этого метода, но главным можно
назвать его исследовательские возможности,
позволяющие производить анализ решений
краевых задач, не прибегая к конкретным
вычислениям. Метод позволяет пролонгиро-
вать решение на всю исследуемую область.

Отметим, что метод блочного элемента,
как и другие методы, не лишен недостатков.
Главным является принадлежность блочного
элемента (как функции) к пространству мед-
ленно растущих обобщенных функций [7–14].

Однако этот недостаток легко преодо-
левается путем игнорирования обобщенной
функции, происхождение которой связано
с дифференцированием ступенчатой функ-
ции на границе носителя блочного элемента.
Классическая составляющая решения про-
должается с сохранением требуемой гладко-
сти из блока в блок.

3. Блочный элемент можно строить для
любой конечной системы дифференциаль-
ных уравнений в частных производных, при-
чем порядок производных может быть лю-
бым ограниченным. Разумеется, представле-
ние элемента не будет простым, но он строит-
ся по определенному алгоритму автоматиче-
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ски. Ниже в качестве примера построен блоч-
ный элемент следующей двумерной краевой
задачи в ограниченной области Ω с гладкой
границей ∂Ω для дифференциального урав-
нения вида[

A11(x1, x2)∂
2x1 +A22(x1, x2)∂

2x2+

+A(x1, x2)
]
ϕ(x1, x2) = 0 (1)

с некоторыми граничными условиями, на-
пример, Дирихле или Неймана.

Здесь коэффициенты Akk(x1, x2),
A(x1, x2) являются положительными гладки-
ми функциям. Детали построения опущены,
алгоритм изложен в работах [7–14].

Введем в области Ω прямоугольную сет-
ку, настолько плотную, что в интересующей
зоне этой области коэффициенты Akk(x1, x2),
A(x1, x2) можно было считать постоянны-
ми. Будем обозначать их Akk, A, а область
выбранного прямоугольника сетки — Ω0 с
границей ∂Ω0. Пусть в исходной системе
координат она описывается соотношениями
|x1| 6 a, |x2| 6 b.

В области Ω0 решим дифференциальным
методом факторизации краевую задачу (1),
применяя алгоритм, изложенный в [14]. В
процессе его применения осуществляется ка-
сательное расслоение ориентированной гра-
ницы ∂Ω0 и вводятся правые локальные ко-
ординаты с внешними нормалями xk2 и каса-
тельными xk1. Локальные координаты распо-
лагаются на сторонах прямоугольника, сле-
дуют против часовой стрелки с начальным
индексом k = 1 на верхней стороне.

Введем операторы преобразования Фурье
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Применяя процедуру построения автомор-
физма многообразий в методе факторизации,
вычисляя формы-вычеты Лере, получим в
локальных системах координат псевдодиф-
ференциальные уравнения блочного элемен-
та в виде [7–14]
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ϕ′22 − iα2

2−ϕ2

)
×

× exp
(
iα2

1η
2
1

)
dη21 −A11

(
+ϕ′42 + iα2

2−ϕ4

)
×

× exp
[
−i
(
2α2

2−a+ α2
1x

4
1

)]
dx41

]
+

+

a∫
−a

[
A22

(
−ϕ′12 + iα2

1ϕ1

)
×

× exp
[
−i
(
α2
2−a− α2

1b+ α2
2−x

1
1

)]
dx11+

+A22

(
−ϕ′32 − iα2

1ϕ3

)
×

×exp
[
−i
(
α2
2−a+ α2

1b− α2
2−x

2
3

)]
dx31

]}
= 0,

x21 ∈ [−b, b],
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F−1
(
x31
){ a∫
−a

[
−A22

(
ϕ′32 − iα3

2−ϕ3

)
×

× exp
(
iα3

1η
3
1

)
dη31 −A22

(
ϕ′12 + iα3

2−ϕ1

)
×

× exp
[
− i(2α3

2−b+ α3
1x

1
1

]
dx11

]
+

+

b∫
−b

[
−A11(ϕ

′
22 − iα3

1ϕ2)×

× exp
[
− i
(
α3
2−b− α3

1a+ α3
2−x

2
1

) ]
dx21−

−A11

(
ϕ′42 + iα3

1ϕ4

)
×

×exp
[
−i
(
α3
2−b+ α3

1a− α3
2−x

4
1

) ]
dx41

]}
= 0,

x31 ∈ [−a, a];

F−1
(
x41
){ b∫
−b

[
−A11

(
ϕ′42 − iα4

2−ϕ3

)
×

× exp
(
iα4

1η
4
1

)
dη41 −A11

(
ϕ′22 + iα4

2−ϕ2

)
×

× exp
[
− i
(
2α4

2−a+ α4
1x

2
1

) ]
dx21 +

]
+

a∫
−a

[
−A22

(
ϕ′12 + iα4

1ϕ1

)
×

× exp
[
− i
(
α4
2−a+ α4

1b− α4
2−x

1
1

) ]
dx11+

+A22

(
ϕ′32 − iα4

3ϕ3

)
×

×exp
[
−i
(
α4
2−a− α4

1b+ α4
2−x

3
1

) ]
dx31

]}
= 0,

x41 ∈ [−b, b].
Этот класс уравнений может исследоваться
и решаться методом интегральной фактори-
зации [10,15]. Общее представление решения
ϕk(xk1, x

k
2), т. е. блочного элемента, после об-

ращения системы псевдодифференциальных
уравнений строится в каждой локальной си-
стеме координат xk1, xk2. Ниже приводится
представление блочного элемента в двух си-
стемах координат — x11, x12 и x21, x22 соответ-
ственно

ϕ1

(
x11, x

1
2

)
= F−1

(
x11, x

1
2

)
×

×K−11

{ a∫
−a

[
−A22

(
ϕ′12 − iα1

2ϕ1

)
×

× exp
(
iα1

1η
1
1

)
dη11−

−A22

(
ϕ′32 + iα1

2ϕ3

)
×

× exp
[
− i
(
2α1

2b+ α1
1x

3
1

) ]
dx31

]
−

−
b∫
−b

[
A11

(
ϕ′22 + iα1

1ϕ2

)
×

× exp
[
− i
(
α1
2b− α1

2x
2
1 + α1

1a
) ]
dx21−

−A11

(
ϕ′42 − iα1

1ϕ4

)
×

× exp
[
− i
(
α1
2b+ α1

2x
4
1 − α1

1a
) ]
dx41

]}
,

ϕ2

(
x21, x

2
2

)
= F−1

(
x21, x

2
2

)
×

×K−12

{ b∫
−b

[
−A11

(
ϕ′22 − iα2

2ϕ2

)
exp

(
iα2

1η
2
1

)
dη21−

−A11

(
ϕ′42 + iα2

2ϕ4

)
exp

[
−i
(
2α2

2a+ α2
1x

4
1

) ]
dx41

]
+

+

a∫
−a

[
A22

(
−ϕ′12 + iα2

1ϕ1

)
×

× exp
[
− i
(
α2
2a− α2

1b+ α2
2x

1
1

) ]
dx11−

−A22

(
ϕ′32 + iα2

1ϕ3

)
×

× exp
[
− i
(
α2
2a+ α2

1b− α2
2x

2
3

) ]
dx31

]}
,

K1 (αm
1 , α

m
2 ) = A11 (αm

1 )2 +A22 (αm
2 )2 −A,

m = 1, 3,

K2 (αn
1 , α

n
1 ) = A22 (αn

1 )2 +A11 (αn
2 )2 −A,

n = 2, 4,

αm
2± (αm

1 ) = ±i
√
A−122 (A11 (αm

1 )2 −A),

m = 1, 3,

αn
2± (αn

1 ) = ±i
√
A−111 (A22 (αn

1 )2 −A),

n = 2, 4.

Здесь приняты следующие обозначения: в
производной ϕ′kn и функции ϕk первый ин-
декс обозначает номер системы координат, в
которой рассматривается функция, второй —
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координату, по которой осуществляется диф-
ференцирование. Разумеется, при использо-
вании формул перехода от одной системы ко-
ординат к другой получаем одну и ту же
функцию ϕ(x1, x2).

Из интегрального представления реше-
ний видно, что оно доступно для аналити-
ческого исследования в любой из введенных
локальных систем координат. Соотношения
сопряжения блочных элементов для систем
дифференциальных уравнений, описываю-
щих напряженно-деформированное состоя-
ние упругих тел произвольной формы, де-
монстрируются в работе [9].
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