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REVERSE WAVES IN HYDRODYNAMICS AND AERODYNAMICS
Efremov I. I.

The work considers two examples of the existence of reverse waves at the �ow of a pulsating
source by heavy �uid of in�nite depth or by compressible �ow of �nite depth. The analysis of
the fact of reverse waves occurrence is conducted using dispersive curves of dependence of wave
numbers on frequency.
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Ïðîáëåìå îáðàòíûõ âîëí â ðàçëè÷íûõ îá-
ëàñòÿõ ôèçèêè â ïîñëåäíèå 50 ëåò óäåëÿåòñÿ
äîñòàòî÷íî áîëüøîå âíèìàíèå. Îáçîð çíà÷è-
òåëüíîé ÷àñòè ðàáîò ïî ýòîé òåìàòèêå ïðèâå-
äåí â [1].

Íàèáîëüøåå âíèìàíèå â [1] óäåëåíî ÿâ-
ëåíèÿì îáðàòíûõ âîëí â ðàäèîýëåêòðîíèêå,
ãäå îáðàòíûå âîëíû êîíñòðóêòèâíî èñïîëü-
çóþòñÿ íà óðîâíå ðåàëüíûõ òåõíè÷åñêèõ ðàç-
ðàáîòîê. Â [2, 3] èçó÷àþòñÿ îáðàòíûå âîëíû
â óïðóãèõ ñëîÿõ. Â ãèäðîäèíàìèêå ïîÿâëå-
íèå îáðàòíîé âîëíû âïåðâûå ôàêòè÷åñêè îò-
ìå÷åíî Ì.Ä. Õàñêèíäîì [4] ïðè èññëåäîâà-
íèè ïîâåðõíîñòíûõ âîëí, âûçâàííûõ äâèæó-
ùèìñÿ èñòî÷íèêîì, õîòÿ òåðìèí ¾îáðàòíûå
âîëíû¿ èì íå èñïîëüçóåòñÿ. Îáðàòíûå âîëíû
âîçíèêàþò òàêæå ïðè îáòåêàíèè òåë îãðàíè-
÷åííûì ïîòîêîì ñæèìàåìîé æèäêîñòè.

Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíè-
ÿì âîçìîæíîñòè ïîÿâëåíèÿ îáðàòíûõ âîëí â
äâóõ âûøåóïîìÿíóòûõ çàäà÷àõ ãèäðîàýðîìå-
õàíèêè íà îñíîâå åäèíîãî ïîäõîäà.

1. Îáðàòíûå âîëíû â ãèäðîäèíàìèêå
ïîâåðõíîñòíûõ âîëí

Ðàññìîòðèì âîëíû, âîçíèêàþùèå ïðè
äâèæåíèè â íåñæèìàåìîé âåñîìîé æèäêîñòè
ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ V0 èñòî÷íèêà, ïóëü-
ñèðóþùåãî ñ ïîñòîÿííîé ÷àñòîòîé ω. Ýòà çà-
äà÷à ðåøåíà Ì.Ä. Õàñêèíäîì â [4]. Ðàññìîò-
ðèì ýòó çàäà÷ó îòëè÷íûì îò [4] ìåòîäîì.
Ñîîòâåòñòâóþùàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à èìååò âèä
(ϕ(x, y) � êîìïëåêñíàÿ àìïëèòóäà ïîòåíöèà-

ëà ñêîðîñòè)

∂2ϕ

∂x2
+

∂2ϕ

∂y2
= 0, y < 0.

Íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè çàäàíû
óñëîâèÿ

� ïîñòîÿíñòâà äàâëåíèÿ

−iωϕ− V0
∂ϕ

∂x
− εϕ + gη = 0, y = 0;

� ñâîáîäíàÿ ïîâåðõíîñòü ÿâëÿåòñÿ ëèíèåé
òîêà

∂ϕ

∂y
= −iωη + V0

∂η

∂x
, y = 0.

Çäåñü η = η(x) � êîìïëåêñíàÿ àìïëèòóäà
îòêëîíåíèé ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè îò ïðÿ-
ìîé y = 0, ε > 0 � èñêóññòâåííûé êîýôôè-
öèåíò äèññèïàöèè, êîòîðûé â îêîí÷àòåëüíîì
ðåøåíèè ñëåäóåò óñòðåìèòü ê íóëþ, g � óñêî-
ðåíèå ñèëû òÿæåñòè.

Ñòàíäàðòíûìè ìåòîäàìè, èçëîæåííûìè
â [2, 3, 5], ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðåîáðàçîâàíèÿ
Ôóðüå ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïîòåíöèàë ñêîðî-
ñòè åäèíè÷íîãî òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà â íà÷à-
ëå êîîðäèíàò, ïóëüñèðóþùåãî íà ñâîáîäíîé
ïîâåðõíîñòè âåñîìîé æèäêîñòè è îáòåêàåìî-
ãî ïîòîêîì, îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

ϕ(x, y) =
1
4π

∫

Γ1

ηe−2h|α|e|α|y−iαx dα,

η = 1−V 2
0 α2 + (2ωV0 + iεV0)α + g |α|+ ω2 + iεω

V 2
0 α2 + (2ωV0 + iεV0)α− g |α|+ ω2 + iεω

.

1Åôðåìîâ Èîí Èâàíîâè÷, ä-ð ôèç.-ìàò. íàóê, ïðîôåññîð êàôåäðû âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è èíôîð-
ìàòèêè Êóáàíñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà; e-mail: i.efremov@math.kubsu.ru



Îáðàòíûå âîëíû â ãèäðîäèíàìèêå è àýðîäèíàìèêå 33

Ðèñ. 1. Äèñïåðñèîííàÿ êðèâàÿ ïîâåðõíîñòíûõ ãðàâèòàöèîííûõ âîëí ïðè îáòåêàíèè ïóëüñèðóþùåãî
èñòî÷íèêà (ᾱ = α

V 2
0
g , ω̄ = ω V0

g )

Çäåñü Γ1 � êîíòóð âäîëü äåéñòâèòåëüíîé îñè
êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè α, îáåñïå÷èâàþùèé
âûïîëíåíèå ïðèíöèïà ïðåäåëüíîãî ïîãëîùå-
íèÿ.

Äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå, îïðåäåëÿþ-
ùåå âîëíîâóþ êàðòèíó, èìååò âèä

V 2
0 α2+(2ωV0+iεV0∓g)α+ω2+iεω = 0, (1.1)

ãäå α � âîëíîâîå ÷èñëî.
Â ñëó÷àå, êîãäà V0ω

g < 1
4 , óðàâíåíèå (1.1)

èìååò 4 êîðíÿ

α1,2 = − ω

V0
+

g

2V 2
0

± g

2V 2
0

s−i
ε

2
(1±s−1)+O(ε2),

α3,4 = − ω

V0
− g

2V 2
0

± g

2V 2
0

s1−i
ε

2
(1±s−1

1 )+O(ε2),

s =

√
1− 4ωV0

g
, s1 =

√
1 +

4ωV0

g
.

Àíàëèç ïîâåäåíèÿ êîðíåé ïðè ïîëîæèòåëü-
íîì ε → 0 ïîêàçûâàåò, ÷òî òðè êîðíÿ èç
÷åòûðåõ (êðîìå α1) ÿâëÿþòñÿ ðåãóëÿðíûìè,
α1 � íåðåãóëÿðíûé, òàê êàê îí âûõîäèò ïðè
ε → 0 íà ïîëîæèòåëüíóþ äåéñòâèòåëüíóþ
ïîëóîñü ñíèçó, òîãäà êàê ðåãóëÿðíûé ïîëþñ
α2 ïîÿâëÿåòñÿ íà ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè
ñâåðõó. Ïîëþñû α3 è α4 � âûõîäÿò íà îò-
ðèöàòåëüíóþ äåéñòâèòåëüíóþ ïîëóîñü ñíèçó.

Íà ðèñ. 1 ïîêàçàíû äèñïåðñèîííûå êðè-
âûå, ñîîòâåòñòâóþùèå êîðíÿì α1, α2. Ïðè
ýòîì äèñïåðñèîííàÿ êðèâàÿ íåðåãóëÿðíîãî

êîðíÿ α1(ω) èìååò îòðèöàòåëüíóþ ïðîèçâîä-
íóþ ïî ω.

Äèñïåðñèîííûå êðèâûå êîðíåé α1 è α2

ñìûêàþòñÿ ïðè ωV0
g = 1

4 è äàëåå ïðè
1
4 < ωV0

g < 1
2 êîðíè α1 è α2 ñòàíîâÿòñÿ êîì-

ïëåêñíûìè. Ïðè ÷àñòîòàõ, áîëüøèõ g
2V0

, äåé-
ñòâèòåëüíûå α1 è α2 íå ñóùåñòâóþò. Îòðèöà-
òåëüíûå êîðíè, êîòîðûå îïðåäåëÿþò âîëíû,
óõîäÿùèå âíèç ïî ïîòîêó, ïðè âñåõ ÷àñòîòàõ
îñòàþòñÿ äåéñòâèòåëüíûìè.

Òàêèì îáðàçîì, ïóëüñèðóþùèé è äâèæó-
ùèéñÿ èñòî÷íèê â êîðîòêîì äèàïàçîíå ÷à-
ñòîò è ñêîðîñòåé 0 < ωV0

g < 1
4 ñîçäà¼ò îá-

ðàòíûå âîëíû � ïðè îòðèöàòåëüíîé ôàçîâîé
ñêîðîñòè îíè óíîñÿò ýíåðãèþ ñ ïîëîæèòåëü-
íîé ñêîðîñòüþ âíèç ïî ïîòîêó.

Çàìåòèì, ÷òî íåïîäâèæíûé ïóëüñèðóþ-
ùèé èñòî÷íèê íå ñîçäàåò îáðàòíûõ âîëí,
à ãåíåðèðóåò ëèøü ðåãóëÿðíûå âîëíû, ðàñ-
õîäÿùèåñÿ îò èñòî÷íèêà ñî ñêîðîñòÿìè
c± = ± g

ω .

2. Îáðàòíûå âîëíû â àýðîàêóñòèêå

Ðàññìîòðèì äàëåå îáòåêàíèå ïóëüñèðóþ-
ùåãî èñòî÷íèêà ñëîåì ñæèìàåìîé æèäêîñòè
òîëùèíû H.

Óðàâíåíèåì, êîòîðîìó ïîä÷èíÿåòñÿ ïî-
òåíöèàë òå÷åíèÿ æèäêîñòè, ÿâëÿåòñÿ óðàâíå-
íèåì Ãåëüìãîëüöà â ïîäâèæíîé ñèñòåìå êî-
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Ðèñ. 2. Äèñïåðñèîííûå êðèâûå, àñèìïòîòû è ñðåäèííàÿ ëèíèÿ äëÿ çâóêîâûõ âîëí â ñëîå
ñæèìàåìîé æèäêîñòè ïðè îáòåêàíèè ïóëüñèðóþùåãî èñòî÷íèêà

îðäèíàò [6]

(1−M2)
∂2ϕ

∂x2
+ 2i

Mω

c

∂ϕ

∂x
+

+
∂2ϕ

∂y2
+

ω2

c2
ϕ = 0, (2.1)

−H < y < 0.

Çäåñü ñ � ñêîðîñòü çâóêà, M = V0/c � ÷èñëî
Ìàõà.

Êðàåâûìè óñëîâèÿìè áóäóò
� íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè ϕ = 0, y = 0;
� íà òâåðäîì äíå ∂ϕ

∂y = 0, y = −H.
×àñòî ïðè ðåøåíèè çàäà÷ óðàâíåíèå (2.1)

ïðèâîäÿò ê êëàññè÷åñêîìó óðàâíåíèþ Ãåëüì-
ãîëüöà äëÿ ïðèâåäåííîãî ïîòåíöèàëà ñêîðî-
ñòè. Îäíàêî ïðè òàêîì ïðåîáðàçîâàíèè âîë-
íîâàÿ êàðòèíà â íîâûõ ïåðåìåííûõ áóäåò èñ-
êàæåíà ïî ñðàâíåíèþ ñ èñõîäíîé ôèçè÷åñêîé
êàðòèíîé.

Äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå áóäåò èìåòü
âèä

ch

(
H

√
(1−M2)α2 − 2M

ω

c
α− ω2

c2

)
= 0.

Äåéñòâèòåëüíûå êîðíè, ñîîòâåòñòâóþùèå
ðàñïðîñòðàíÿþùèìñÿ âîëíàì, íàõîäÿòñÿ èç
óðàâíåíèÿ

(1−M2)α2 − 2M
ω

c
α− ω2

c2
= −

(
2n− 1

2H
π

)2

,

îòñþäà

αn =
M ω

c ±
√

ω2

c2
−

(
2n−1
2M π

√
1−M2

)

1−M2
.

Ïðèíÿâ øèðèíó êàíàëà çà åäèíèöó äëè-
íû, äëÿ áåçðàçìåðíûõ âåëè÷èí ᾱ1 = α1H,
ω̄ = ωH

c ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå

ᾱ1 = Mω̄ ±
√

ω̄2 −
(π

2

√
1−M2

)2
.

Äèñïåðñèîííàÿ êðèâàÿ çàâèñèìîñòè
ᾱ1 = ᾱ1(ω̄) äëÿ Ì = 0, 5 íà ðèñ. 2. ïðåä-
ñòàâëåíà äâóìÿ âåòâÿìè, ñìûêàþþùèìèñÿ
ïðè ω̄ = π

2

√
1−M2. Âîñõîäÿùàÿ âåòâü ñîîò-

âåòñòâóåò ðåãóëÿðíûì âîëíàì, à íèñõîäÿùàÿ
ïðè π

2

√
1−M2 < ω < π

2 èìååò îòðèöàòåëü-
íóþ ïðîèçâîäíóþ ïî ω̄ ïðè ïîëîæèòåëüíûõ
çíà÷åíèÿõ âîëíîâîãî ÷èñëà ᾱ−1 (ω̄). Óêàçàí-
íàÿ îãðàíè÷åííàÿ ïî áåçðàçìåðíîé ÷àñòîòå
îáëàñòü ñîîòâåòñòâóåò îáðàòíûì âîëíàì.

Äèñïåðñèîííûå êðèâûå èìåþò àñèìïòîòû
ᾱ±1 = (M ± 1)ω̄

è îñü ñèììåòðèè.
ᾱ1 = Mω̄.

Îáëàñòü îáðàòíûõ âîëí ðàñøèðÿåòñÿ ñ ðî-
ñòîì ÷èñëà Ìàõà M è ñ óìåíüøåíèåì òîë-
ùèíû ñëîÿ.

Ïðè áîëüøèõ íîìåðàõ ìîä êàðòèíà àíà-
ëîãè÷íà, äèàïàçîí îáðàòíûõ âîëí ïðè ýòîì
ðàñøèðÿåòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíî (2n− 1).
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3. Çàêëþ÷åíèå

Â ñòàòüå ðàññìîòðåíû çàäà÷è îá îáðàò-
íûõ âîëíàõ â ãèäðîäèíàìèêå è àýðîàêóñòè-
êå. Àíàëèç ýòèõ ÿâëåíèé ïîäâîäèò ê ìûñëè,
÷òî â çàäà÷àõ ãèäðîàýðîìåõàíèêè îáðàòíûå
âîëíû âîçíèêàþò ïðè íàëè÷èè ïî êðàéíåé
ìåðå äâóõ õàðàêòåðíûõ ñêîðîñòåé: ñêîðîñòè
îñíîâíîãî ïîòîêà è ñêîðîñòè ïðîãðåññèâíûõ
ïîâåðõíîñòíûõ âîëí g

ω èëè ñêîðîñòè çâóêà c.
Ïðèíÿòàÿ â ðàáîòå ìåòîäèêà èññëåäîâà-

íèÿ ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà äëÿ èçó÷åíèÿ âîç-
ìîæíîñòè ïîÿâëåíèÿ îáðàòíûõ âîëí â ñëîå
âåñîìîé æèäêîñòè êîíå÷íîé ãëóáèíû, à òàê-
æå â àýðîäèíàìè÷åñêèõ ðåøåòêàõ òóðáîìà-
øèí ïðè äîçâóêîâûõ ñêîðîñòÿõ.
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