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PIEZOACTIVE SHEAR WAVES IN TWO-LAYER ELECTROCONDUCTIVE MEDIA
Kachko D. L., Pryakhina O.D., Smirnova A.V.

The work studies an anti-plane problem about shear vibrations of the two-layer piezoelectric
medium with an internal electrode. The formulas for calculating basic dynamic characteristics
of the problem have been obtained taking into account the cohesiveness of electrical and
mechanical �elds.

Keywords: shear vibrations, a two-layer wave packet with an internal electrode, coupled
electric and mechanical �elds.

Â ðàáîòå èññëåäóåòñÿ äèíàìè÷åñêàÿ çàäà-
÷à î êîëåáàíèÿõ äâóõñëîéíîé ýëåêòðîóïðó-
ãîé ñðåäû, ïîâåðõíîñòü êîòîðîé ýëåêòðîäè-
ðîâàíà è ïîäâåðãàåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîìó ìå-
õàíè÷åñêîìó è ýëåêòðè÷åñêîìó âîçäåéñòâèþ.
Íèæíÿÿ ãðàíèöà ïàêåòà æåñòêî ñöåïëåíà ñ
íåäåôîðìèðóåìûì îñíîâàíèåì, ìåòàëëèçè-
ðîâàíà è çàêîðî÷åíà. Íà ãðàíèöå ðàçäåëà
ñëîåâ èìååòñÿ ïëîñêîå âêëþ÷åíèå (ðàçðåçíîé
ýëåêòðîä). Â êà÷åñòâå ýëåêòðîóïðóãîãî ìà-
òåðèàëà ðàññìàòðèâàåòñÿ ïüåçîêåðàìèêà, ïî-
ëÿðèçîâàííàÿ âäîëü îñè, ïàðàëëåëüíîé ïî-
âåðõíîñòè ñðåäû (êëàññ 6mm ãåêñàãîíàëü-
íîé ñèíãîíèè). Åñëè êîëåáàíèÿ âîçáóæäà-
þòñÿ ñäâèãîâûìè ìåõàíè÷åñêèìè íàïðÿæå-
íèÿìè è èçâåñòíà ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ
çàðÿäîâ (íîðìàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ âåêòî-
ðà ýëåêòðè÷åñêîé èíäóêöèè), òî çàäà÷ó ó÷å-
òà ïüåçîýôôåêòà (â êâàçèñòàòè÷åñêîì ïðè-
áëèæåíèè) ìîæíî ôîðìóëèðîâàòü êàê àíòè-
ïëîñêóþ. Íà ïðèìåðå ýòîé ìîäåëè äåìîí-
ñòðèðóþòñÿ îñíîâíûå ýòàïû ýôôåêòèâíîãî
àíàëèòè÷åñêîãî ìåòîäà ïîñòðîåíèÿ ìàòðèö-
ñèìâîëîâ ÿäåð ñèñòåì èíòåãðàëüíûõ óðàâ-
íåíèé (ÑÈÓ) äèíàìè÷åñêèõ çàäà÷ äëÿ ñî-

ñòàâíûõ ýëåêòðîóïðóãèõ ñðåä, îñíîâàííûé
íà èñïîëüçîâàíèè èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëå-
íèÿ ðåøåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è äëÿ îä-
íîãî ñëîÿ [1, 2].

1. Êîëåáàíèÿ ýëåêòðîóïðóãîãî ñëîÿ

Ïðåäâàðèòåëüíî ñòðîèòñÿ ðåøåíèå âñïî-
ìîãàòåëüíîé çàäà÷è î êîëåáàíèÿõ ñëîÿ òîë-
ùèíû 2h, êîãäà íà ëèöåâûõ ýëåêòðîäèðî-
âàííûõ ïîâåðõíîñòÿõ ñëîÿ çàäàíû ñäâèãîâûå
ìåõàíè÷åñêèå íàïðÿæåíèÿ t0e

−iωt, t1e
−iωt è

íîðìàëüíûå ñîñòàâëÿþùèå âåêòîðîâ ýëåê-
òðè÷åñêîé èíäóêöèè d0e

−iωt, d1e
−iωt.

Ñäâèãîâûå ñìåùåíèÿ w (x, y) è ýëåêòðè-
÷åñêèé ïîòåíöèàë ϕ (x, y) áóäóò îïðåäåëÿòü-
ñÿ èç ñèñòåìû äâóõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé, çàïèñàííîé â áåçðàçìåðíûõ âåëè÷è-
íàõ (îáùèé äëÿ âñåõ õàðàêòåðèñòèê ìíîæè-
òåëü e−iωt îïóùåí)

∆w+e∆ϕ+Ω2w = 0, e∆w−ε∆ϕ = 0. (1.1)
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Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ

y = ±h : ∂2w + e∂2ϕ = t0,1(x), (1.2)
e∂2w − ε∂2ϕ = d0,1(x).

Çäåñü

e =
le15

c44
, ε =

l2ε11

c44
, Ω2 = ρ

ω2b2

c44
,

c44, e15, ε11, ρ � óïðóãàÿ è ïüåçîýëåêòðè÷å-
ñêàÿ ïîñòîÿííûå; äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöà-
åìîñòü è ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà ñîîòâåòñòâåí-
íî; Ω � ïðèâåäåííàÿ ÷àñòîòà êîëåáàíèé; ∆ �
äâóìåðíûé îïåðàòîð Ëàïëàñà; b � õàðàêòåð-
íûé ëèíåéíûé ðàçìåð, l � íîðìèðîâî÷íûé
ìíîæèòåëü, èìåþùèé ðàçìåðíîñòü ýëåêòðè-
÷åñêîãî ïîëÿ; ∂2 = ∂/∂y.

Ðåøåíèå çàäà÷è (1.1), (1.2) ïîëó÷åíî â
ìàòðè÷íîé ôîðìå (â òðàíñôîðìàíòàõ Ôóðüå)

W (y) = B+ (y)T0 (α) + B− (y)T1 (α) ,

W, Tk � ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå âåêòîðîâ w,
tk ñîîòâåòñòâåííî; tk = {tk, dk} � âåêòîð,
èìåþùèé ñâîèìè êîìïîíåíòàìè ñäâèãîâûå
íàïðÿæåíèÿ è íîðìàëüíóþ ñîñòàâëÿþùóþ
âåêòîðà ýëåêòðè÷åñêîé èíäóêöèè (k = 0, 1);
w = {w,ϕ} � âåêòîð, êîìïîíåíòàìè êîòîðî-
ãî ÿâëÿþòñÿ ñìåùåíèÿ è ýëåêòðè÷åñêèé ïî-
òåíöèàë.

Ýëåìåíòû ìàòðèö B± (y) ≡ B± (α, y, Ω)
çàâèñÿò îò ïàðàìåòðà α ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôó-
ðüå ïî ïåðåìåííîé x, ÷àñòîòû êîëåáàíèé Ω è
ïàðàìåòðîâ ñðåäû

B± (y) =
(

b±11 b±12

b±21 b±22

)
,

W =
(

W
Φ

)
, Tk =

(
Tk

Dk

)
, k = 0, 1,

b±11 = N−
1 ±N+

1 , b±12 = b±21 =
e

ε
b±11,

b±22 =
e2

ε2
b±11 −

1
ε
(N−

2 ±N+
2 ).

Çäåñü

N+
1 (y) =

ch(σy)
2(1 + κ2

0)σ sh(σh)
,

N−
1 (y) =

sh(σy)
2(1 + κ2

0)σ ch(σh)
,

N+
2 (y) =

ch(αy)
2α sh(αh)

, N−
2 (y) =

sh(αy)
2α ch(αh)

,

σ2 = α2 − Ω2

1 + κ2
0

, κ2
0 =

e2

ε
.

Âû÷èñëèì ýëåìåíòû b±ij(y)

b+
11(y) =

ch [σ(h + y)]
(1 + κ2

0)σ sh(αh)
,

b+
22(y) =

e2

ε2
b+
11 −

ch [α(h + y)]
εα sh(2αh)

,

b−11(y) = −b+
11(−y), b−22(y) = −b+

22(−y).

2. Êîëåáàíèÿ ýëåêòðîóïðóãîé ñðåäû ñ
âíóòðåííèì ýëåêòðîäîì

Ðàññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó î êîëåáàíè-
ÿõ ïàêåòà äâóõ ýëåêòðîóïðóãèõ ñëîåâ òîë-
ùèíû H = 2h1 + 2h2, çàíèìàþùåãî îáúåì
−∞ < x < +∞, −H 6 y 6 0 (hk � ïîëóòîë-
ùèíà k-ãî ñëîÿ). Ïîâåðõíîñòü ñðåäû è ãðàíè-
öà ðàçäåëà ñëîåâ ýëåêòðîäèðîâàíû. Íèæíÿÿ
ãðàíü ïàêåòà æåñòêî çàùåìëåíà, ìåòàëëèçè-
ðîâàíà è çàêîðî÷åíà. Íà âåðõíþþ ãðàíü ïà-
êåòà y = 0 äåéñòâóþò ìåõàíè÷åñêàÿ è ýëåê-
òðè÷åñêàÿ íàãðóçêè t0 = {t0, d0} e−iωt. Âíóò-
ðåííèé ýëåêòðîä â âèäå ïëîñêîãî íåâåñîìîãî
è áåñêîíå÷íî òîíêîãî âêëþ÷åíèÿ ðàñïîëîæåí
íà ãðàíèöå ðàçäåëà ñëîåâ â îáëàñòè |x| 6 a.

Ðåøåíèå çàäà÷è ñòðîèòñÿ ïóòåì ñòûêîâ-
êè ðåøåíèé, ïîëó÷åííûõ äëÿ êàæäîãî ñëîÿ â
îòäåëüíîñòè. Ïðîèçâåäåì ôîðìàëüíîå ðàçú-
åäèíåíèå ñëîåâ è ââåäåì ëîêàëüíûå ñèñòåìû
êîîðäèíàò

y1 = y+h1, y2 = y+2h1+h2, −hk 6 y 6 hk.

Íà ãðàíèöå ðàçäåëà ñëîåâ âûïîëíÿþòñÿ óñëî-
âèÿ íåïðåðûâíîñòè ïåðåìåùåíèé è ýëåê-
òðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà, à ïðè ïåðåõîäå ÷å-
ðåç ýëåêòðîä-âêëþ÷åíèå èìååò ìåñòî ñêà-
÷îê ñäâèãîâûõ íàïðÿæåíèé è ýëåêòðè÷åñêîé
èíäóêöèè, êîòîðûé îïèñûâàåòñÿ âåêòîðîì
∆t = {∆t, ∆d} (∆t ≡ 0, |x| > a).

Â ñèëó ðàçðûâíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé
äëÿ âåêòîðà t1 = {t1, d1}, îïèñûâàþùåãî âçà-
èìîäåéñòâèå ìåæäó ñëîÿìè, ðåøåíèå áóäåò
èìåòü âèä (â ïðåîáðàçîâàíèÿõ Ôóðüå)

W1(y1) =
= B+(y1)T0 + B−(y1)(T1 + ∆T), (2.1)

−h1 6 y1 6 h1,

W2(y2) = g1[B+(y2)T1 + B−(y2)T2], (2.2)
−h2 6 y2 6 h2.
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Â ñîîòíîøåíèÿõ (2.1), (2.2)

Wk =
(

Wk

Φk

)
, Tk =

(
Tk

Dk

)
, ∆T =

(
∆T
∆D

)
.

� ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ñîîòâåòñòâó-
þùèõ âåêòîðîâ wk, tk, ∆t, ïðè ýòîì
wk = {wk, ϕk} � âåêòîð, êîìïîíåíòàìè êî-
òîðîãî ÿâëÿþòñÿ ñìåùåíèÿ òî÷åê k-ãî ñëîÿ è
ýëåêòðè÷åñêèé ïîòåíöèàë; g1 = c1

44/c2
44.

Óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè äëÿ ïåðåìåùå-
íèé è ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà íà ãðàíèöå
ðàçäåëà ñëîåâ

W1(−h1) = W2(h2) (2.3)

è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà íèæíåé ãðàíè
y2 = −h2

W2(−h2) = 0, (2.4)
çàïèñàííûå â ïðåîáðàçîâàíèÿõ Ôóðüå ïîçâî-
ëÿþò â ðåøåíèè (2.1), (2.2) èñêëþ÷èòü íåèç-
âåñòíûå âåêòîðû ìåõàíè÷åñêèõ è ýëåêòðè÷å-
ñêèõ íàãðóçîê T1, T2. Ñ ó÷åòîì (2.4), (2.3)
èìååì

T1 =

= F−1
1 (h1, h2)(G1T0 −B−(−h1)∆T), (2.5)

T2 = F−1
2 (h2)G2F−1

1 (h1, h2)×
× (G1T0 −B−(−h1)∆T). (2.6)

Ïîäñòàâëÿÿ (2.5), (2.6) â (2.1), (2.2), íàõîäèì

W1(y1) =

= [B+(y1)−B−(y1)F−1
1 (h1, h2)B+(−h1)]T0−

−[B−(y1)F−1
1 (h1, h2)B−(−h1)−B−(y1)]∆T.

(2.7)

W2(y2) =

= −g1R1(y2)F−1
1 (h1, h2)

[
B+(−h1))T0+

+ B−(−h1))∆T
]
.

Ïðèíÿòûå îáîçíà÷åíèÿ

R1(y2) = B+(y2)−B−(y2)F−1
2 (h2)B+(−h2),

F1(h1, h2) = B−(−h1)− g1R1(h2), (2.8)
F2(h2) = B−(−h2), Gk = −B+(−hk).

Ïðèìåíÿÿ ê (2.7) îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå
Ôóðüå, ïîëó÷èì èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå

ðåøåíèÿ çàäà÷è î ðàñïðîñòðàíåíèè ñäâèãî-
âûõ ýëåêòðîóïðóãèõ âîëí â äâóõñëîéíîé ñðå-
äå ñ âíóòðåííèì ýëåêòðîäîì.

Âûïèøåì ñèñòåìó ìàòðè÷íî-ôóíêöèîíàëü-
íûõ óðàâíåíèé (ÌÔÓ) ïðè y1 = h1 (íà ïî-
âåðõíîñòè ñðåäû) è ïðè y2 = h2 (íà ãðàíèöå
ðàçäåëà ñëîåâ)

W1(h1) = R2 (h1, h2)T0 − g1B−(h1)×
× F−1

1 R1 (h2)∆T, (2.9)

W2(h2) = g1R1 (h2)F−1
1 ×

× [G1T0 −B−(−h1)∆T] . (2.10)
Çäåñü R1 (h2), R2 (h1, h2) � ìàòðèöû-ñèìâî-
ëû Ãðèíà àíòèïëîñêîé çàäà÷è äëÿ ýëåêòðî-
óïðóãîãî ñëîÿ òîëùèíîé 2h2 è ïàêåòà äâóõ
ñëîåâ áåç äåôåêòà òîëùèíîé 2h1 + 2h2 ñîîò-
âåòñòâåííî.

Ñèñòåìó (2.9), (2.10) ìîæíî çàïèñàòü â
ñëåäóþùåì âèäå:

K11T0 + K12∆T = W1 (h1) , (2.11)
K21T0 + K22∆T = W2 (h2) . (2.12)

Ìàòðèöû Kij ïðåäñòàâèìû â ôîðìå

K11 = R2 (h1, h2) =

= B+ (h1)−B− (h1)F−1
1 (h1, h2)B+ (−h1) ,

K12 =

= −g1B−(h1)F−1
1 (h1, h2)R1 (h2) , (2.13)

K21 = −g1R1 (h2)F−1
1 (h1, h2)B+ (−h1) ,

K22 = −g1R1 (h2)F−1
1 (h1, h2)B−(−h1).

Áàçîâûå ìàòðèöû B± (hk), ÷åðåç êîòîðûå âû-
ðàæàþòñÿ âñå îñòàëüíûå ìàòðèöû, âõîäÿùèå
â ñîîòíîøåíèÿ (2.13), (2.8), èìåþò ñòðóêòóðó

B±(hk) =

(
n±1 (hk) ek

εk
n±1 (hk)

ek
εk

n±1 (hk)
e2
k

ε2
k
n±1 (hk)− 1

εk
n±2 (hk)

)
,

ïðè ýòîì B±(−hk) = −B∓(hk).
Ýëåìåíòû ìàòðèö B±(hk) çàâèñÿò îò ÷à-

ñòîòû êîëåáàíèé Ω, ïàðàìåòðà ïðåîáðàçîâà-
íèÿ Ôóðüå α, ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèõ è ãåî-
ìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ k-ãî ñëîÿ ek = lek

15

ck
44
,

εk = l2εk
11

ck
44

, ρk, ck
44, hk.

Ñèñòåìó ÌÔÓ (2.11), (2.12) ìîæíî çàïè-
ñàòü â ìàòðè÷íîé ôîðìå

KQ = W, (2.14)
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Â ÌÔÓ (2.14) K ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
áëî÷íóþ ìàòðèöó

K =
(
K11 K12

K21 K22

)
,

à Q è W � ðàñøèðåííûå âåêòîðû

Q =




T0

D0

∆T
∆D


 , W =




W1 (h1)
Φ1 (h1)
W2 (h2)
Φ2 (h2)


 ,

ãäå Wk (hk), Φk (hk), k = 1, 2 � ñäâèãîâûå
ïåðåìåùåíèÿ è ýëåêòðè÷åñêèé ïîòåíöèàë íà
âåðõíåé ãðàíè k-ãî ñëîÿ; ∆T , ∆D � ñêà÷êè
ñäâèãîâûõ íàïðÿæåíèé è ýëåêòðè÷åñêîé èí-
äóêöèè íà âêëþ÷åíèè; T0, D0 � ìåõàíè÷å-
ñêèå è ýëåêòðè÷åñêèå íàãðóçêè íà ïîâåðõíî-
ñòè ñðåäû (â òðàíñôîðìàíòàõ Ôóðüå).

Âûïèøåì ìàòðèöó K, êîãäà ìåõàíè÷å-
ñêèå è ýëåêòðè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ñëîåâ
ñîâïàäàþò, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò îäíîðîäíîìó
ìàòåðèàëó, â êîòîðîì íà ãëóáèíå y = −2h1

èìååòñÿ ýëåêòðîä. Ïëîñêîñòü ðàñïîëîæåíèÿ
ýëåêòðîäà ÿâëÿåòñÿ óñëîâíîé ãðàíèöåé ìåæ-
äó ñëîÿìè òîëùèíû 2h1 è 2h2.

K =

=




R1
e
εR1 S1

e
εS1

e
εR1

e2

ε2 R1 − 1
εR2

e
εS1

e2

ε2 S1 − 1
εS2

−S1 − e
εS1 L1

e
εL1

− e
εS1 − e2

ε2 S1 + 1
εS2

e
εL1

e2

ε2 L1 − 1
εL2


 .

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ õàðàêòåðà âîëíîâîãî ïîëÿ â
èññëåäóåìîé ñðåäå è äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìåòîäîì
ôèêòèâíîãî ïîãëîùåíèÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû
èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé äèíàìè÷åñêîé ñìå-
øàííîé çàäà÷è, âûòåêàþùåé èç ÌÔÓ (2.14),
íåîáõîäèìî çíàòü íóëè è ïîëþñà ýëåìåíòîâ
áëî÷íîé ìàòðèöû K è åå îïðåäåëèòåëÿ. Ñ
ýòîé öåëüþ äëÿ óêàçàííûõ ýëåìåíòîâ ïîëó-
÷åíî ïðåäñòàâëåíèå â âèäå îòíîøåíèÿ öåëûõ
ôóíêöèé

R1 =
sh [2σ (h1 + h2)]
σ

(
1 + κ2

0

)
∆1

,

R2 =
sh [2α (h1 + h2)]

α∆2
,

S1 = − sh (2σh2)
σ(1 + κ2

0)∆1
, S2 = −sh (2αh2)

α∆2
,

L1 = −ch (2σh1) sh (2σh2)
σ(1 + κ2

0)∆1
,

L2 = −ch (2αh1) sh (2αh2)
α∆2

,

∆1 = ch [2σ (h1 + h2)] ,

∆2 = ch [2α (h1 + h2)] ,

σ =

√
α2 − Ω2

1 + κ2
0

, κ0 =

√
e2

ε
.

Â õîäå ðàáîòû áûëè âû÷èñëåíû íóëè è ïî-
ëþñà ýëåìåíòîâ ìàòðèöû K. Äëÿ ðàñ÷åòîâ,
â êà÷åñòâå ïàðàìåòðîâ ñðåäû, èñïîëüçîâà-
ëèñü õàðàêòåðèñòèêè òèòàíàòà áàðèÿ è ñåëå-
íèäà êàäìèÿ. Äèñïåðñèîííûå êðèâûå ôóíê-
öèè L1 = L1(α, Ω) äëÿ òèòàíàòà áàðèÿ ïðè-
âåäåíû íà ðèñóíêå.

3. Ðåøåíèå àíòèïëîñêîé çàäà÷è â
ñëó÷àå íåïðîâîäÿùåé ïîâåðõíîñòè

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó, êîãäà ýëåêòðîä ðàñ-
ïîëîæåí â ýëåêòðîóïðóãîì ñëîå íà ãëóáèíå
y = −2h1, ïîâåðõíîñòü êîòîðîãî ñâîáîäíà îò
ìåõàíè÷åñêèõ íàãðóçîê (t0 = 0) è íåýëåê-
òðîäèðîâàíà, òî åñòü ÿâëÿåòñÿ íåïðîâîäÿùåé
(d0 = 0). Â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà óðàâíåíèé
(2.14) óïðîùàåòñÿ (T0 = 0) � îíà ðàñïàäàåò-
ñÿ íà äâà îòäåëüíûõ ÌÔÓ.

Íà ïîâåðõíîñòè ñðåäû y = 0 (y1 = h1)
èìååì

K12∆T = W1(h1), (3.1)

W1 =
(

W1

Ô1

)
, ∆T =

(
∆T
∆D

)
.

Â ïëîñêîñòè ðàñïîëîæåíèÿ ýëåêòðîäà
y = −2h1 (y2 = h2)

K22∆T = W2(h2), W2 =
(

W2

Φ2

)
. (3.2)

Òàêèì îáðàçîì, âìåñòî ÌÔÓ (2.14) ñ áëî÷-
íîé ìàòðèöåé K ðàçìåðíîñòè 4× 4 ïîëó÷èëè
äâà ÌÔÓ ñ ìàòðèöàìè ðàçìåðíîñòè 2× 2.

K12 =
(

S1
e
εS1

e
εS1

e2

ε2 S1 − 1
εS2

)
,

K22 =
(

L1
e
εL1

e
εL1

e2

ε2 L1 − 1
εL2

)
.

Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî êîëåáàíèÿ ñðåäû âîçáóæ-
äàþòñÿ âèáðàöèåé âíóòðåííåãî ýëåêòðîäà,
ìîæíî íà îñíîâå ÌÔÓ (3.2) âûïèñàòü ìàò-
ðè÷íîå ÈÓ äëÿ ñìåøàííîé çàäà÷è

a∫

−a

k (x− ξ)∆t (ξ) dξ = w2 (x) , (3.3)
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Ðèñ. 1. Íóëè (ðîìáèêè) è ïîëþñà (êðóæêè) ôóíêöèè L1

|x| 6 a,

îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîãî âåêòîðà ∆t (x)
ïðè çàäàííîì çíà÷åíèè âåêòîðà w2 (x) â îá-
ëàñòè ýëåêòðîäà.

ßäðîì ïîëó÷åííîãî ìàòðè÷íîãî ÈÓ ÿâëÿ-
åòñÿ

k (x) =
1
2π

∫

δ

K22(α) e−iαxdα.

Êîíòóð δ âûáèðàåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèí-
öèïîì èçëó÷åíèÿ è îáõîäèò îòðèöàòåëü-
íûå íóëè, ïîëþñà ïîäûíòåãðàëüíûõ ôóíê-
öèé ÿäåð ñâåðõó, à ïîëîæèòåëüíûå � ñíè-
çó [3]. Ýëåìåíòû ìàòðèöû K22 = (K̃ij) ðå-
ãóëÿðíû âñþäó íà âåùåñòâåííîé îñè, çà èñ-
êëþ÷åíèåì îäíèõ è òåõ æå äëÿ âñåõ ôóíêöèé
ïîëþñîâ α = ±pk (k = 1, 2, . . . n).

Ïðè |α| → ∞

K̃ij = (1 + κ2
0)
−1

[
aij + O(α−2)

] |α|−1 ,

i, j = 1, 2.

Äëÿ ïüåçîýëåêòðèêîâ êëàññà 6mm êîýôôè-
öèåíòû

a11 = −1
2
, a12 = a21 = − e

2ε
, a22 =

1
2ε

.

Ïðè óêàçàííûõ ñâîéñòâàõ ÿäåð ñèñòåìà (3.3)
îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà â Lp(−a, a). Êðèòå-
ðèè åäèíñòâåííîñòè ôîðìóëèðóþòñÿ ïî àíà-
ëîãèè ñ [3].

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðåøåíèå ∆t (x) ÑÈÓ
(3.3) ïîñòðîåíî. Ïðèìåíÿÿ îáðàòíîå ïðåîá-
ðàçîâàíèå Ôóðüå ê (3.1), (3.2), ïîëó÷èì èí-
òåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ

w1 (x) =
1
2π

∫

δ

K12(α)∆T (α) e−iαxdα, (3.4)

−∞ < x < ∞,

w2 (x) =
1
2π

∫

δ

K22(α)∆T (α) e−iαxdα, (3.5)

|x| > a,

îïèñûâàþùèå ðàñïðîñòðàíåíèå ñäâèãîâûõ
ýëåêòðîóïðóãèõ âîëí íà ïîâåðõíîñòè è íà
óñëîâíîé ãðàíèöå ðàçäåëà ñëîåâ.

Â ÑÈÓ (3.3) ïåðåìåùåíèÿ w2 (x) è ïîòåí-
öèàë ϕ2 (x) ñ÷èòàþòñÿ èçâåñòíûìè â îáëà-
ñòè |x| 6 a. Íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, çàäàäèì
w2 = A1e

−iηx, ϕ2 = A2e
−iηx, (A1, A2, η �

const).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîñòðîåíû ðåøåíèÿ

g0 (x), d0 (x) ñëåäóþùèõ èíòåãðàëüíûõ óðàâ-
íåíèé:

a∫

−a

k11 (x− ξ) g0 (ξ) dξ = e−iηx, (3.6)

|x| 6 a,
a∫

−a

s0 (x− ξ) d0 (ξ) dξ = e−iηx, (3.7)
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|x| 6 a.

ßäðàìè èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ â (3.6),
(3.7) ÿâëÿþòñÿ

k11 (x) =
1
2π

∫

δ

L1 (α) e−iαxdα,

s0 (x) =
1
2π

∫

δ

L2(α)e−iαxdα.

Ôóíêöèè L1, L2 èìåþò âèä

L1 = − th(2σh2)
σ(1 + κ2

0)(1 + th(2σh1) th(2σh2))
,

L2 = − th(2αh2)
α(1 + th(2αh1) th(2αh2))

.

Òàê êàê ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ÿäðà â
(3.7) ðåãóëÿðíà íà âñåé âåùåñòâåííîé îñè, òî
êîíòóð δ ìîæíî ñîâìåñòèòü ñ âåùåñòâåííîé
îñüþ.

Òîãäà ðåøåíèå ÑÈÓ (3.3), â ñèëó ëèíåé-
íîñòè çàäà÷è, áóäåò ñâÿçàíî ñ d0 (x), g0 (x) ñî-
îòíîøåíèÿìè

∆d (x) = (eA1 − εA2) d0 (x) , (3.8)

∆t (x) =

= A1

[
g0 (x)− κ2

0d0 (x)
]
+ eA2d0 (x) . (3.9)

Òàêèì îáðàçîì, ñêà÷îê íàïðÿæåíèÿ ∆t (x) è
ñêà÷îê ýëåêòðè÷åñêîé èíäóêöèè ∆d (x) îïðå-
äåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè (3.8), (3.9) ÷åðåç ðåøå-
íèÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (3.6), (3.7).

Ðåøåíèå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ I ðîäà
âèäà (3.6) ïîñòðîåíî ìåòîäîì ôèêòèâíîãî ïî-
ãëîùåíèÿ â [2]. Ðåøåíèå ÈÓ (3.7) ìîæåò áûòü
ïîëó÷åíî èç ðåøåíèÿ ÈÓ (3.6) ïðè Ω = 0.
Èç ôîðìóë, ïðèâåäåííûõ â [2], ñëåäóåò, ÷òî
ôóíêöèè ∆t(x) è ∆d(x) èìåþò êîðíåâûå îñî-
áåííîñòè (a±x)−1/2 íà ãðàíèöå îáëàñòè îïðå-
äåëåíèÿ.

Î÷åâèäíî, ÷òî àìïëèòóäà ñêà÷êà ýëåê-
òðè÷åñêîãî ñìåùåíèÿ (èíäóêöèè) (3.8) â îò-
ëè÷èå îò àìïëèòóäû ñêà÷êà ñäâèãîâîãî íà-
ïðÿæåíèÿ (3.9) îò ÷àñòîòû êîëåáàíèé íå çà-
âèñèò, òàê êàê ÈÓ (3.7) ñîîòâåòñòâóåò ñòàòè-
÷åñêîé çàäà÷å, à (3.6) � äèíàìè÷åñêîé.

Çíàÿ ñêà÷êè íàïðÿæåíèé ∆t(x) è ýëåê-
òðè÷åñêîé èíäóêöèè ∆d(x) íà âêëþ÷åíèè-
ýëåêòðîäå, ìîæíî ïî ôîðìóëàì (3.4), (3.5)
îïðåäåëèòü ýëåêòðîóïðóãîå âîëíîâîå ïîëå,

âîçíèêàþùåå íà ïîâåðõíîñòè è â ïëîñêîñòè
ðàñïîëîæåíèÿ âêëþ÷åíèÿ, ïðè ýòîì

∆T (α) =

a∫

−a

∆t(x) eiαxdx, ∆T = (∆T, ∆D).

Çäåñü ∆T � ñêà÷îê ìåõàíè÷åñêèõ ñäâèãî-
âûõ íàïðÿæåíèé, ∆D � ñêà÷îê ýëåêòðè÷å-
ñêîé èíäóêöèè ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ýëåêòðî-
äèðîâàííóþ ãðàíèöó â òðàíñôîðìàíòàõ Ôó-
ðüå.

Ñ âûñîêîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè ìîæíî ñ÷è-
òàòü, ÷òî ïîëó÷åííûå ïî ñîâðåìåííîé òåõ-
íîëîãèè ìèêðîííîé òîëùèíû ýëåêòðîäû íå
âëèÿþò íà ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà ýëåêòðî-
óïðóãîé ñðåäû. Ïîýòîìó ìåõàíè÷åñêèå õà-
ðàêòåðèñòèêè: ïåðåìåùåíèÿ è íàïðÿæåíèÿ
íå ïðåòåðïåâàþò ðàçðûâîâ ïðè ïåðåõîäå ÷å-
ðåç âíóòðåííèé ýëåêòðîä, õîòÿ íàïðÿæåíèÿ
ìîãóò èìåòü îñîáåííîñòè íà êîíöàõ ýëåêòðî-
äà. Ýëåêòðè÷åñêèé ïîòåíöèàë òàêæå áóäåò
íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé âî âñåì îáúåìå òå-
ëà. Íà ñàìîì æå ýëåêòðîäå îí ïðèíèìàåò
íåêîòîðîå çíà÷åíèå ϕ2(x). Ïðè ïåðåõîäå ÷å-
ðåç ýëåêòðîä òîëüêî íîðìàëüíàÿ ñîñòàâëÿþ-
ùàÿ âåêòîðà ýëåêòðè÷åñêîé èíäóêöèè òåðïèò
ðàçðûâ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ÑÈÓ (3.3) ñëå-
äóåò ïîëîæèòü ∆t = 0. Â ýòîì ñëó÷àå èìååì
îäíî èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå

a∫

−a

k0 (x− ξ)∆d (ξ) dξ = ϕ2 (x) , (3.10)

|x| 6 a

ñ ÿäðîì

k0 (x) =
1
2π

∫

δ

L0(α)e−iαxdα, (3.11)

L0 =
e2

ε2
L1(α)− 1

ε
L2(α)

îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé ôóíêöèè ∆d(x)
ïðè çàäàííîì çíà÷åíèè ïîòåíöèàëà â îáëà-
ñòè |x| 6 a.

Ðåøåíèå ÈÓ (3.10) ïîñòðîåíî ìåòîäîì
ôèêòèâíîãî ïîãëîùåíèÿ äëÿ ïðàâîé ÷àñòè
ϕ2 = e−iηx è â òðàíñôîðìàíòàõ Ôóðüå èìååò
âèä

∆D(α, η) =
L−1

0 (α)√
α2 + B2

{
f2(α, η)+

+ f2(−α,−η)−
2n∑

k=1

Ckf1(α, xk)

}
. (3.12)
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Â (3.12) ñîõðàíåíû âñå îáîçíà÷åíèÿ [2]. Â
ýòîì ðåøåíèè ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ÿä-
ðà L0 ïðåäñòàâëåíà àïïðîêñèìàöèåé

L0 (α) =
C√

α2 + B2

n∏

k=1

α2 − z2
k

α2 − p2
k

,

C = − 1
2(1 + κ2

0)
,

ãäå zk, pk (k = 1, 2, . . . , n) � ñîîòâåòñòâåííî
âåùåñòâåííûå è êîìïëåêñíûå íóëè, ïîëþñà
ôóíêöèè L0 (α), ðàñïîëîæåííûå âûøå êîí-
òóðà δ.

Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ (3.10) ñ
ÿäðîì (3.11) ôóíêöèÿ ∆d(x) çàâèñèò îò ÷à-
ñòîòû êîëåáàíèé Ω è ÿâëÿåòñÿ îñöèëëèðóþ-
ùåé â îòëè÷èå îò ñîîòâåòñòâóþùåé õàðàêòå-
ðèñòèêè ýëåêòðîìåõàíè÷åñêîé çàäà÷è (3.3),
êîãäà ôóíêöèÿ ∆t(x) îòëè÷íà îò íóëÿ.

Ýëåêòðîóïðóãîå âîëíîâîå ïîëå ñî ñìåùå-
íèåì w1(x) íà ïîâåðõíîñòè ñðåäû è w2(x) �
â ïëîñêîñòè ðàñïîëîæåíèÿ âêëþ÷åíèÿ áóäåò
îïèñûâàòüñÿ ôîðìóëàìè (3.4), (3.5), êîòî-
ðûå ïðè ó÷åòå òîëüêî ýëåêòðè÷åñêèõ óñëîâèé
(∆t(x) = 0) è ïîñëå îïðåäåëåíèÿ ∆d(x), çà-
ïèøóòñÿ â âèäå

w1(x) =
e

2πε

∫

δ

S1(α)∆D(α)e−iαxdα, (3.13)

−∞ < x < ∞,

w2(x) =
e

2πε

∫

δ

L1(α)∆D(α)e−iαxdα. (3.14)

|x| > a.

Ïîäñòàâëÿÿ (3.12) â (3.13), (3.14) è âû÷èñ-
ëÿÿ èíòåãðàëû ñ ïîìîùüþ òåîðèè âû÷åòîâ,
ïîëó÷èì ôîðìóëû äëÿ ðàñ÷åòà ýëåêòðîóïðó-
ãèõ âîëí, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ ïî ïîâåðõíî-
ñòè ñðåäû è â ïëîñêîñòè ðàñïîëîæåíèÿ âíóò-
ðåííåãî ýëåêòðîäà.
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