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PERMITTIVITY OF COMPOSITE MATERIAL WITH TEXTURE: ELLIPSOIDAL ANISOTROPIC
INCLUSIONS
Lavrov I. V.

Using the Maxwell-Garnett theory and the rotation group representations theory, the
e�ective permittivity tensor of composite material with texture is calculated. The composite
material is assumed to consist of isotropic host and anisotropic ellipsoidal inclusions oriented
by some probability law and having the permittivity tensor principal axes coinciding with those
of the ellipsoid.
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Ââåäåíèå

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ áîëüøîå âíèìàíèå
óäåëÿåòñÿ èçó÷åíèþ óïðóãèõ, ýëåêòðè÷åñêèõ,
îïòè÷åñêèõ è äðóãèõ ñâîéñòâ ïîëèêðèñòàëëè-
÷åñêèõ è êîìïîçèöèîííûõ ìàòåðèàëîâ, âêëþ-
÷àÿ íàíîêîìïîçèòû [1, 2]. Çàäà÷è âû÷èñëå-
íèÿ ýôôåêòèâíûõ äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöà-
åìîñòè è ýëåêòðîïðîâîäíîñòè íåîäíîðîäíûõ
ñðåä ïî ïðàâó îòíîñÿòñÿ ê ÷èñëó êëàññè÷å-
ñêèõ, ïîñêîëüêó, íà÷èíàÿ ñ êîíöà 19 âåêà,
ìíîãèå èññëåäîâàòåëè, â òîì ÷èñëå è òàêèå
âûäàþùèåñÿ êàê Ìàêñâåëë è Ðýëåé, ïðåäëà-
ãàëè ñâîè âàðèàíòû ðåøåíèÿ ýòèõ çàäà÷. È
âñ¼ æå, íåñìîòðÿ íà îáèëèå ðàáîò ïî äàííîé
òåìàòèêå è ðàçíîîáðàçèå ìîäåëåé íåîäíîðîä-
íûõ ñðåä (õîðîøèé îáçîð ïðåäñòàâëåí, íà-
ïðèìåð, â [2, 3]), îùóùàåòñÿ íåäîñòàòîê òåî-
ðèé, â êîòîðûõ ðàññìàòðèâàþòñÿ íåîäíîðîä-
íûå ñðåäû ñî ñëó÷àéíîé îðèåíòàöèåé âõîäÿ-
ùèõ â èõ ñîñòàâ âêëþ÷åíèé (êðèñòàëëèòîâ),
îáëàäàþùèå îäíîâðåìåííî è òåêñòóðîé, ò. å.
ðàñïðåäåëåíèå îðèåíòàöèé âêëþ÷åíèé îòëè-
÷àåòñÿ îò ðàâíîìåðíîãî.

Ïîñëåäíèå èññëåäîâàíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî
îáðàçîâàíèå òåêñòóðû â ïîëèêðèñòàëëàõ,
êîìïîçèòàõ è íàíîêîìïîçèòàõ ïðîèñõîäèò
î÷åíü ÷àñòî êàê ïîä äåéñòâèåì âíåøíèõ ïðè-
÷èí (äåôîðìàöèÿ, îñàæäåíèå íà îðèåíòèðó-
þùèå ïîäëîæêè è ò. ä.), òàê è ïðè èõ îòñóò-

ñòâèè [4,6]. Â ñâÿçè ñ ýòèì, ïîñòðîåíèå àäåê-
âàòíûõ òåîðèé äëÿ îáúÿñíåíèÿ ýëåêòðè÷å-
ñêèõ, îïòè÷åñêèõ è äðóãèõ ñâîéñòâ ñëó÷àéíî-
íåîäíîðîäíûõ ñðåä ñ òåêñòóðîé ïðåäñòàâëÿ-
åòñÿ àêòóàëüíûì.

Ñðåäè ïîïûòîê ïîñòðîåíèÿ òàêèõ òåîðèé
ìîæíî îòìåòèòü ðàáîòû [3,7,8]. Â [3] àâòîðû
ïðèìåíèëè ïîäõîä Ìàêñâåëëà�Ãàðíåòòà äëÿ
âû÷èñëåíèÿ òåíçîðà ýôôåêòèâíîé äèýëåê-
òðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè êîìïîçèöèîííîãî
ìàòåðèàëà, ñîñòîÿùåãî èç îäíîðîäíîé èçî-
òðîïíîé ìàòðèöû è àíèçîòðîïíûõ îäíîîñ-
íûõ ñôåðè÷åñêèõ âêëþ÷åíèé (êðèñòàëëèòîâ)
îäíîãî òèïà, îðèåíòèðîâàííûõ â ïðîñòðàí-
ñòâå ïî íåêîòîðîìó âåðîÿòíîñòíîìó çàêîíó.
Â [7] ðåøàåòñÿ çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ òåíçîðà
ýôôåêòèâíîé äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìî-
ñòè äëÿ ãîðàçäî áîëåå ñëîæíîé â âû÷èñëè-
òåëüíîì ïëàíå ìîäåëè: êîìïîçèöèîííûé ìà-
òåðèàë ñ÷èòàåòñÿ ñîñòîÿùèì èç îäíîðîäíîé
èçîòðîïíîé ìàòðèöû è èçîòðîïíûõ ýëëèïñî-
èäàëüíûõ âêëþ÷åíèé îäíîãî òèïà, òàê æå,
êàê è â [3], îðèåíòèðîâàííûõ â ïðîñòðàí-
ñòâå ïî íåêîòîðîìó âåðîÿòíîñòíîìó çàêîíó.
Ñëîæíîñòü äàííîé ìîäåëè ñîñòîèò â òîì, ÷òî
äëÿ îïèñàíèÿ îðèåíòàöèè ýëëèïñîèäà â ïðî-
ñòðàíñòâå òðåáóþòñÿ òðè ñêàëÿðíûõ ïàðà-
ìåòðà (íàïðèìåð, óãëû Ýéëåðà), â òî âðåìÿ
êàê äëÿ çàäàíèÿ îðèåíòàöèè ñôåðè÷åñêîãî
êðèñòàëëèòà ñ îäíîîñíûì òåíçîðîì äèýëåê-
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òðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè òðåáóþòñÿ òîëüêî
äâà ñêàëÿðíûõ ïàðàìåòðà. Äëÿ ïðåîäîëåíèÿ
âûøåóïîìÿíóòîé ñëîæíîñòè â [7] èñïîëüçó-
åòñÿ àïïàðàò òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû
âðàùåíèé òð¼õìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà [9]. Â
ðàáîòå [8] ìåòîä ñàìîñîãëàñîâàííîãî ðåøå-
íèÿ ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ òåíçîðà
ýôôåêòèâíîé ýëåêòðîïðîâîäíîñòè ïîëèêðè-
ñòàëëè÷åñêîé ñðåäû, ñîñòîÿùåé èç îäíîîñ-
íûõ ñôåðè÷åñêèõ êðèñòàëëèòîâ, îðèåíòèðî-
âàííûõ â ïðîñòðàíñòâå ïî íåêîòîðîìó âåðî-
ÿòíîñòíîìó çàêîíó, ïðåäïîëàãàþùåìó íàëè-
÷èå âûäåëåííîé îñè (îñè òåêñòóðû).

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ðàçâè-
òèå è îáîáùåíèå ìåòîäà âû÷èñëåíèÿ òåí-
çîðà εe ýôôåêòèâíîé äèýëåêòðè÷åñêîé ïðî-
íèöàåìîñòè êîìïîçèòîâ ñ òåêñòóðîé, îñíî-
âû êîòîðîãî áûëè çàëîæåíû â [7], íà ìà-
òåðèàëû ñ àíèçîòðîïíûìè ýëëèïñîèäàëüíû-
ìè âêëþ÷åíèÿìè (êðèñòàëëèòàìè) ïðè óñëî-
âèè ñîâïàäåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ îñåé êàæäî-
ãî êðèñòàëëèòà ñ ãëàâíûìè îñÿìè åãî òåíçî-
ðà äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè. Òàê æå,
êàê è â [7], ýòîò ìåòîä îñíîâàí íà îäíîé
èç ìîäèôèêàöèé ïîäõîäà ýôôåêòèâíîé ñðå-
äû � ïðèáëèæåíèè Ìàêñâåëëà�Ãàðíåòòà [3,
10] � è òàêæå èñïîëüçóåòñÿ àïïàðàò òåî-
ðèè ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû âðàùåíèé. Ïîëó-
÷åíî â ÿâíîì âèäå âûðàæåíèå äëÿ òåíçîðà
εe êàê ôóíêöèè äèýëåêòðè÷åñêèõ ïðîíèöà-
åìîñòåé ìàòðèöû (ñêàëÿðíîé) è âêëþ÷åíèé
(òåíçîðíîé), äîëè âêëþ÷åíèé â îáùåì îáú-
¼ìå ìàòåðèàëà, ïàðàìåòðîâ, õàðàêòåðèçóþ-
ùèõ ôîðìó âêëþ÷åíèé, è ïàðàìåòðîâ, îïè-
ñûâàþùèõ ðàñïðåäåëåíèå îðèåíòàöèé âêëþ-
÷åíèé â ïðîñòðàíñòâå. Òàêæå ïîäðîáíî ðàñ-
ñìîòðåíû íåêîòîðûå ÷àñòíûå ñëó÷àè ðàñïðå-
äåëåíèÿ îðèåíòàöèé êðèñòàëëèòîâ è èõ ôîð-
ìû, äëÿ êîòîðûõ âèä òåíçîðà εe ñóùåñòâåííî
óïðîùàåòñÿ.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è âûâîä
ðåøåíèÿ äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ

Ðàññìîòðèì êîìïîçèöèîííûé ìàòåðèàë,
ñîñòîÿùèé èç îäíîðîäíîé èçîòðîïíîé ìàòðè-
öû ñ äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòüþ εm è
îäíîðîäíûõ àíèçîòðîïíûõ êðèñòàëëèòîâ îä-
íîãî òèïà, èìåþùèõ ýëëèïñîèäàëüíóþ ôîð-
ìó, ïðè÷¼ì ãëàâíûå îñè òåíçîðà εk äèýëåê-
òðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè äëÿ êàæäîãî êðè-
ñòàëëèòà ñîâïàäàþò ñ åãî ãåîìåòðè÷åñêèìè
îñÿìè. Äîëÿ d âêëþ÷åíèé â îáùåì îáú¼ìå
ìàòåðèàëà ïðåäïîëàãàåòñÿ íå î÷åíü âûñîêîé,
ïîýòîìó ìîæíî ïðåíåáðå÷ü âåðîÿòíîñòüþ ñî-
ïðèêîñíîâåíèÿ èõ ìåæäó ñîáîé. Êðèñòàëëè-
òû îðèåíòèðîâàíû â ïðîñòðàíñòâå ñëó÷àé-

íûì îáðàçîì (ïî íåêîòîðîìó âåðîÿòíîñòíîìó
çàêîíó, êîòîðûé îáëàäàåò òðàíñëÿöèîííîé
èíâàðèàíòíîñòüþ), íî òàê, ÷òî èìååòñÿ íåêî-
òîðîå âûäåëåííîå íàïðàâëåíèå � îñü òåêñòó-
ðû. Ýôôåêòèâíàÿ äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöà-
åìîñòü êîìïîçèòà εe áóäåò ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ
íîñèòü òåíçîðíûé õàðàêòåð.

Ïóñòü 〈E〉 ≡ 〈E(x)〉 � ýëåêòðè÷åñêîå ïî-
ëå, óñðåäí¼ííîå ïî íåêîòîðîìó îáú¼ìó V ,
îêðóæàþùåìó òî÷êó x è ñîäåðæàùåìó áîëü-
øîå ÷èñëî âêëþ÷åíèé. Òîãäà [10]

〈E〉 = (1− d) 〈Em〉+ d

∫
w(k) 〈Ek〉 dk, (1.1)

ãäå 〈Em〉 � ñðåäíåå ïîëå â ìàòðèöå âíóòðè
îáú¼ìà V ; 〈Ek〉 � ñðåäíåå ïîëå âíóòðè âêëþ-
÷åíèÿ, îïèñûâàåìîãî ïåðåìåííîé k, êîòîðàÿ
ñîäåðæèò â ñåáå âñå âåëè÷èíû, õàðàêòåðèçó-
þùèå ýëëèïñîèä: ôîðìó, îáú¼ì, òåíçîð äè-
ýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè è îðèåíòàöèþ;
w(k) � ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíî-
ñòåé âêëþ÷åíèé ñ èíäåêñîì k. Âûðàæåíèå
äëÿ óñðåäí¼ííîãî âåêòîðà ïîëÿðèçîâàííîñòè
äà¼òñÿ àíàëîãè÷íîé ôîðìóëîé

〈P〉 = (1− d) 〈Pm〉+ d

∫
w(k) 〈Pk〉 dk. (1.2)

Ìàòðèöà è âêëþ÷åíèÿ îïèñûâàþòñÿ ìàòåðè-
àëüíûìè óðàâíåíèÿìè âèäà

〈Pm〉 = ε0χm 〈Em〉 ,
〈Pk〉 = ε0χk 〈Ek〉 , (1.3)

ãäå χm = εm/ε0 − 1 åñòü âîñïðèèì÷èâîñòü
ìàòðèöû, à χk = εk/ε0 − I � âîñïðèèì÷è-
âîñòü âêëþ÷åíèé, ε0 � ýëåêòðè÷åñêàÿ ïîñòî-
ÿííàÿ, I � åäèíè÷íûé òåíçîð. Òåíçîð ýôôåê-
òèâíîé âîñïðèèì÷èâîñòè χe ñîñòàâíîé ñðåäû
îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

〈P〉 = ε0χe 〈E〉 . (1.4)
Ïîäñòàâëÿÿ (1.1), (1.3), (1.4) â (1.2), ïîëó÷à-
åì

(1− d)(εe − εmI) 〈Em〉+
+ d

∫
w(k)(εe − εk) 〈Ek〉 dk = 0. (1.5)

Îñíîâíîå ïðåäïîëîæåíèå â äàííîé ìîäåëè
ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïîëÿ 〈Ek〉 è 〈Em〉 ñâÿçàíû
ëèíåéíûì ñîîòíîøåíèåì [10]

〈Ek〉 = λ(k) 〈Em〉 , (1.6)
ãäå òåíçîð λ(k) ≡ λk â ñèñòåìå ãëàâíûõ îñåé
ýëëèïñîèäà èìååò êîìïîíåíòû

λ′ii ≡ λ′i =
εm

εm + Li(ε′i − εm)
, (1.7)
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λ′ij = 0, i, j = 1, 2, 3, i 6= j;

ε′i � êîìïîíåíòû òåíçîðà εk â ñèñòåìå åãî
ãëàâíûõ îñåé; Li � êîýôôèöèåíòû äåïîëÿ-
ðèçàöèè [10]

Li =
a1a2a3

2

∞∫

0

dq

(a2
i + q)R(q)

, i = 1, 2, 3,

ãäå R(q) =
3∏

i=1
(a2

i +q)1/2; ai � ïîëóîñè ýëëèï-
ñîèäà.

Ïîäñòàâëÿÿ (1.6) â (1.5) è âûðàæàÿ εe, ïî-
ëó÷èì

εe = [(1− d)εmI + d 〈κ〉]×
× [(1− d)I + d 〈λ〉]−1 , (1.8)

ãäå ââåä¼í òåíçîð κk ≡ εkλk, ñâÿçàííûé ñ k-ì
êðèñòàëëèòîì, ïðè÷¼ì åãî ãëàâíûå çíà÷åíèÿ
ðàâíû (â ñèëó ñîâïàäåíèÿ ãëàâíûõ îñåé òåí-
çîðîâ εk è λk)

κ′ii ≡ κ′i =
ε′i εm

εm + Li(ε′i − εm)
,

i = 1, 2, 3;
(1.9)

〈κ〉 ≡
∫

w(k)κkdk,

〈λ〉 ≡
∫

w(k)λkdk.

(1.10)

Â ñëó÷àå, êîãäà òåíçîðû 〈λ〉 è 〈κ〉 èìåþò äèà-
ãîíàëüíûé âèä, εe òàêæå áóäåò äèàãîíàëü-
íûì ñ êîìïîíåíòàìè

(εe)ii =
εm + r 〈κii〉
1 + r 〈λii〉 , i = 1, 2, 3, (1.11)

ãäå r = d
1−d � îòíîøåíèå îáú¼ìíûõ äîëåé

âêëþ÷åíèé è ìàòðèöû.
Åñëè âñå êðèñòàëëèòû èìåþò ïîäîáíóþ

ýëëèïñîèäàëüíóþ ôîðìó, òî ó íèõ îäèíàêîâû
êîìïîíåíòû òåíçîðîâ λ(k) è κ(k) â ñîáñòâåí-
íîé ñèñòåìå ãëàâíûõ îñåé Oξηζ. Íî â ñèñòå-
ìå êîîðäèíàò Oxyz, ñâÿçàííîé ñ òåêñòóðîé
êîìïîçèòà (îñü Oz íàïðàâëåíà ïî îñè òåêñòó-
ðû), êîìïîíåíòû ýòèõ æå òåíçîðîâ çàâèñÿò îò
îðèåíòàöèè êðèñòàëëèòà îòíîñèòåëüíî Oxyz.
Ïîýòîìó, ÷òîáû èç (1.8) ïîëó÷èòü ýôôåêòèâ-
íîå çíà÷åíèå òåíçîðà äèýëåêòðè÷åñêîé ïðî-
íèöàåìîñòè εe, íåîáõîäèìî ïðîèçâåñòè óñðåä-
íåíèå òåíçîðîâ λ(k) è κ(k) ïî âñåì îðèåíòà-
öèÿì êðèñòàëëèòîâ â ñèñòåìå Oxyz; w(k) â

(1.10) åñòü ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ îðèåí-
òàöèé êðèñòàëëèòîâ â ñèñòåìå Oxyz, ò. å.

w(k) ≡ p(ψ, θ, ϕ) ≡ p(g),

ãäå ψ, θ, ϕ � óãëû Ýéëåðà ïîâîðîòà g îò Oxyz
ê Oξηζ â ñèñòåìå Oxyz. Â ñâÿçè ñ ýòèì êîìïî-
íåíòû òåíçîðîâ 〈λ〉 è 〈κ〉 îïðåäåëÿþòñÿ âû-
ðàæåíèÿìè

〈λlj〉 =
∫∫∫

λlj(g)p(g)dψdθdϕ,

〈κlj〉 =
∫∫∫

κlj(g)p(g)dψdθdϕ,

(1.12)

ãäå l, j = 1, 2, 3; èíòåãðèðîâàíèå ïðîèçâîäèò-
ñÿ ïî âñåé ãðóïïå SO(3) âðàùåíèé òð¼õìåð-
íîãî ïðîñòðàíñòâà; ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî â
ñîñòàâå ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ p(g) ó÷ò¼í
ìíîæèòåëü èíâàðèàíòíîé ìåðû sin θ.

Äëÿ óñðåäíåíèÿ òåíçîðîâ λ è κ â ñèñòå-
ìå Oxyz áóäåì èñïîëüçîâàòü ìåòîä, ðàçðàáî-
òàííûé àêàä. Ê.À. Âàëèåâûì [11]. Êàê èç-
âåñòíî [9], ëþáîå òåíçîðíîå ïðåäñòàâëåíèå 2-
ãî ðàíãà ãðóïïû âðàùåíèé SO(3) ðàñêëàäû-
âàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó íåïðèâîäèìûõ ïðåä-
ñòàâëåíèé ãðóïïû SO(3) âåñîâ 0, 1 è 2. Ïî-
ñêîëüêó òåíçîðû λ è κ � ñèììåòðè÷íûå, òî â
ýòèõ ðàçëîæåíèÿõ êîìïîíåíòû ñ âåñîì 1 îò-
ñóòñòâóþò. Ïðåäñòàâèì λlj è κlj â âèäå

λlj = λI
lj + λII

lj ,

κlj = κI
lj + κII

lj , l, j = 1, 2, 3,
(1.13)

λI
lj =

δlj

3

3∑

n=1

λn, κI
lj =

δlj

3

3∑

n=1

κn (1.14)

� òåíçîðû, êðàòíûå åäèíè÷íîìó è íå ìåíÿþ-
ùèìñÿ ïðè ïåðåõîäå ê äðóãèì êîîðäèíàòíûì
ñèñòåìàì (ïðåîáðàçóþòñÿ ïî íåïðèâîäèìîìó
ïðåäñòàâëåíèþ âåñà 0); δlj � ñèìâîë Êðîíå-
êåðà;

λII
lj = λlj − λI

lj , κII
lj = κlj − κI

lj (1.15)
� ñèììåòðè÷íûå ñ ðàâíûì íóëþ ñëåäîì, ìî-
ãóò áûòü ïðåîáðàçîâàíû ïîñðåäñòâîì íåïðè-
âîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ âåñà 2. Ââåä¼ì òåí-
çîðû 1-ãî ðàíãà λ̃ è κ̃ ñ ïÿòüþ êîìïîíåíòàìè
ïî ôîðìóëàì

α̃±2 =
1
2

(
αII

11 − αII
22

)∓ iαII
12,

α̃±1 = ∓αII
13 + iαII

23, α̃0 =

√
3
2

αII
33,

(1.16)

ãäå αII
lj , α̃m (l, j = 1, 2, 3, m = −2, . . . , 2) ñóòü

λII
lj , λ̃m (åñëè âû÷èñëÿþòñÿ λ̃m) èëè κII

lj , κ̃m

(åñëè âû÷èñëÿþòñÿ κ̃m).
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Òàê êàê â ñèñòåìå Oξηζ òåíçîðû λ è
κ � äèàãîíàëüíûå ñ êîìïîíåíòàìè λ′i, κ′i
(i = 1, 2, 3), òî èç (1.15) è (1.16) íàéä¼ì êîì-
ïîíåíòû òåíçîðîâ λ̃ è κ̃ â ýòîé ñèñòåìå

λ̃′±2 =
1
2

(
λ′1 − λ′2

)
, κ̃′±2 =

1
2

(
κ′1 − κ′2

)
,

λ̃′0 =
1√
6

(
2λ′3 − λ′1 − λ′2

)
, λ̃′±1 = 0, (1.17)

κ̃′0 =
1√
6

(
2κ′3 − κ′1 − κ′2

)
, κ̃′±1 = 0,

ãäå λ′i, κ′i, i = 1, 2, 3 îïðåäåëÿþòñÿ èç (1.7)
è (1.9). Ïðè ïåðåõîäå îò Oξηζ ê Oxyz êîì-
ïîíåíòû òåíçîðîâ λ̃ è κ̃ ïðåîáðàçóþòñÿ ïî
çàêîíó

λ̃m =
2∑

s=−2

T 2
ms(g)λ̃′s,

κ̃m =
2∑

s=−2

T 2
ms(g)κ̃′s,

(1.18)

m = −2, . . . , 2,

ãäå T 2
ms(g), m, s = −2, . . . , 2 � îáîáù¼ííûå

ñôåðè÷åñêèå ôóíêöèè [9]:
T l

mn (g(ψ, θ, ϕ)) = e−imψP l
mn (cos θ) e−inϕ,

l = 0, 1, 2, . . . ; m,n = −l,−l + 1, . . . , l;

P l
mn (µ) = A (1− µ)−

n−m
2 (1 + µ)−

n+m
2 ×

× dl−n

dµl−n

[
(1− µ)l−m(1 + µ)l+m

]
, (1.19)

A =
(−1)l−min−m

2l(l −m)!

√
(l −m)!(l + n)!
(l + m)!(l − n)!

.

Íàéä¼ì êîìïîíåíòû
〈
λ̃m

〉
è 〈κ̃m〉

(m = −2, . . . , 2). Èç (1.18), (1.12) èìååì

〈
λ̃m

〉
= 2

2∑

s=−2

λ̃′s×

×
2π∫

0

dψ

π/2∫

0

dθ

2π∫

0

T 2
ms(g)p(g)dϕ, (1.20)

〈κ̃m〉 = 2
2∑

s=−2

κ̃′s×

×
2π∫

0

dψ

π/2∫

0

dθ

2π∫

0

T 2
ms(g)p(g)dϕ.

Â (1.20) ó÷òåíû ãåîìåòðè÷åñêàÿ ñèììåòðèÿ
ýëëèïñîèäîâ è ñèììåòðèÿ èõ ýëåêòðè÷åñêèõ
ñâîéñòâ îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòåé, ïåðïåíäè-
êóëÿðíûõ èõ ãëàâíûì îñÿì, ïîýòîìó èíòå-
ãðèðîâàíèå ïî θ ïðîèçâîäèòñÿ îò 0 äî π/2 ñ
óäâîåíèåì ðåçóëüòàòà.

Âûðàçèâ èç (1.16) êîìïîíåíòû òåíçîðîâ〈
λII

lj

〉
è

〈
κII

lj

〉
â ñèñòåìå Oxyz ÷åðåç

〈
λ̃m

〉

è 〈κ̃m〉 è ó÷òÿ (1.13), (1.14), ïîëó÷èì ôîðìó-
ëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîìïîíåíò 〈λlj〉 è 〈κlj〉 â
ñèñòåìå êîîðäèíàò Oxyz

〈α11〉 =
D

3
+

2∑

s=−2

α̃′s

2π∫

0

dψ

π/2∫

0

dθ

2π∫

0

p(g)×

×
[
T 2
−2,s(g) + T 2

2,s(g)−
√

2
3
T 2

0,s(g)

]
dϕ,

(1.21)

〈α22〉 =
D

3
−

2∑

s=−2

α̃′s

2π∫

0

dψ

π/2∫

0

dθ

2π∫

0

p(g)×

×
[
T 2
−2,s(g) + T 2

2,s(g) +

√
2
3

T 2
0,s(g)

]
dϕ,

(1.22)

〈α33〉 =
D

3
+

+

√
8
3

2∑

s=−2

α̃′s

2π∫

0

dψ

π/2∫

0

dθ

2π∫

0

p(g) T 2
0,s(g)dϕ,

(1.23)

〈α12〉 = 〈α21〉 = i

2∑

s=−2

α̃′s

2π∫

0

dψ

π/2∫

0

dθ

2π∫

0

dϕ×

× p(g)
[
T 2

2,s(g)− T 2
−2,s(g)

]
, (1.24)

〈α13〉 = 〈α31〉 =
2∑

s=−2

α̃′s

2π∫

0

dψ

π/2∫

0

dθ

2π∫

0

dϕ×

× p(g)
[
T 2
−1,s(g)− T 2

1,s(g)
]
, (1.25)
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〈α23〉 = 〈α32〉 =

= −i
2∑

s=−2

α̃′s

2π∫

0

dψ

π/2∫

0

dθ

2π∫

0

dϕ×

× p(g)
[
T 2
−1,s(g) + T 2

1,s(g)
]
, (1.26)

ãäå D = α′1 + α′2 + α′3. Â ôîðìóëàõ (1.17)�
(1.26) αlj ,α′j ,α̃′m (l, j = 1, 2, 3, m = −2, . . . , 2)
ñóòü λlj , λ′j , λ̃′m (åñëè âû÷èñëÿþòñÿ 〈λlj〉) èëè
κlj , κ′j , κ̃′m (åñëè âû÷èñëÿþòñÿ 〈κlj〉); λ̃′m, κ̃′m,
m = −2, . . . , 2 îïðåäåëÿþòñÿ èç (1.17).

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå çàäà÷è ïî íà-
õîæäåíèþ òåíçîðà εe ýôôåêòèâíîé äèýëåê-
òðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè êîìïîçèöèîííîãî
ìàòåðèàëà, ñîñòîÿùåãî èç ìàòðèöû ñ äèýëåê-
òðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòüþ εm è âêëþ÷åíèé,
èìåþùèõ ïîäîáíóþ ýëëèïñîèäàëüíóþ ôîð-
ìó, ñ òåíçîðîì äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìî-
ñòè εk, îðèåíòèðîâàííûõ ñëó÷àéíûì îáðàçîì
ïî âåðîÿòíîñòíîìó çàêîíó p(ψ, θ, ϕ), äà¼òñÿ
âûðàæåíèåì (1.8) (èëè (1.11), åñëè òåíçîðû
〈λ〉 è 〈κ〉 äèàãîíàëüíûå), ãäå 〈λlj〉 è 〈κlj〉 îïðå-
äåëÿþòñÿ èç ñîîòíîøåíèé (1.21)�(1.26).

2. Íåêîòîðûå ÷àñòíûå ñëó÷àè çàäà÷è

1. Åñëè ðàñïðåäåëåíèå îðèåíòàöèé îáëà-
äàåò âðàùàòåëüíîé ñèììåòðèåé îòíîñèòåëü-
íî îñè òåêñòóðû, à òàêæå íå çàâèñèò îò ϕ,
ò. å.

p(g) = p(θ) ≡ 1
8π2

f(θ), (2.1)

ãäå îäíîìåðíàÿ ïëîòíîñòü f(θ) óäîâëåòâîðÿ-
åò óñëîâèþ íîðìèðîâêè

π/2∫

0

f(θ)dθ = 1,

òîãäà òåíçîðû 〈λ〉 è 〈κ〉 äèàãîíàëüíûå ñ êîì-
ïîíåíòàìè

〈λ11〉 = 〈λ22〉 =
λ′1 + λ′2

4
(1 + I1)+

+
λ′3
2

(1− I1), (2.2)

〈λ33〉 =
λ′1 + λ′2

2
(1− I1) + λ′3I1,

〈κ11〉 = 〈κ22〉 =
κ′1 + κ′2

4
(1 + I1)+

+
κ′3
2

(1− I1), (2.3)

〈κ33〉 =
κ′1 + κ′2

2
(1− I1) + κ′3I1.

Òîãäà è òåíçîð εe â ñèñòåìå Oxyz òàêæå áó-
äåò äèàãîíàëüíûì, êîìïîíåíòû åãî ïîëó÷èì,
ïîäñòàâèâ (2.2), (2.3) â (1.11)

(εe)11 = (εe)22 =

=
εm
r + κ′1+κ′2

4 (1 + I1) + κ′3
2 (1− I1)

1
r + λ′1+λ′2

4 (1 + I1) + λ′3
2 (1− I1)

, (2.4)

(εe)33 =

=
2εmr−1 + (κ′1 + κ′2) (1− I1) + 2κ′3I1

2r−1 + (λ′1 + λ′2) (1− I1) + 2λ′3I1
.

Â (2.2), (2.3), (2.4) è äàëåå ïðèíÿòî îáîçíà÷å-
íèå

I1 =

π/2∫

0

cos2 θf(θ)dθ;

λ′i è κ′i îïðåäåëÿþòñÿ èç (1.7) è (1.9). Â
÷àñòíîñòè, ïðè ðàâíîìåðíîì ðàñïðåäåëåíèè
(f(θ) = sin θ, I1 = 1/3) èç (2.4) ñëåäóåò, ÷òî
ñðåäà ÿâëÿåòñÿ èçîòðîïíîé ñî ñêàëÿðíîé äè-
ýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòüþ

εe =
3εm + r (κ′1 + κ′2 + κ′3)
3 + r (λ′1 + λ′2 + λ′3)

. (2.5)

Ïðè ðàññìîòðåíèè äðóãèõ ñëó÷àåâ òàêæå áó-
äåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå îðèåí-
òàöèé èìååò ôîðìó (2.1).

2. Â ñëó÷àå îäíîîñíûõ ñôåðîèäîâ
(ε′1 = ε′2, λ′1 = λ′2, κ′1 = κ′2)

(εe)11 = (εe)22 =

=
2εm + r [(κ′3 + κ′1)− (κ′3 − κ′1) I1]
2 + r [(λ′3 + λ′1)− (λ′3 − λ′1) I1]

, (2.6)

(εe)33 =
εm + r [κ′1 + (κ′3 − κ′1) I1]
1 + r [λ′1 + (λ′3 − λ′1) I1]

.

3. Ïóñòü êðèñòàëëèòû ÿâëÿþòñÿ èçîòðîï-
íûìè èãëàìè ñ äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàå-
ìîñòüþ ε, òîãäà

L1 = L2 =
1
2
, L3 = 0,

λ′1 = λ′2 =
2εm

εm + ε
, λ′3 = 1,

κ′1 = κ′2 =
2εεm

εm + ε
, κ′3 = ε,

(2.7)
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è, ïîäñòàâèâ (2.7) â (2.6), ïîëó÷èì

(εe)11 = (εe)22 = εm+

+
d [ε(1− I1) + εm(3 + I1)]

2h− d(1 + I1)
, (2.8)

(εe)33 = εm +
d [εI1 + εm(2− I1)]

h− d(1− I1)
,

ãäå h = (ε + εm)/(ε− εm). Ýòî îáîçíà÷åíèå
èñïîëüçóåòñÿ è äàëåå.

Ïðèìåíèì âûðàæåíèå (2.8) äëÿ íåêîòî-
ðûõ êîíêðåòíûõ âàðèàíòîâ ðàñïðåäåëåíèÿ
îðèåíòàöèé èãë.

à) ïðè ðàâíîìåðíîì ðàñïðåäåëåíèè
(I1 = 1/3): (εe)ii ≡ εe, i = 1, 2, 3,

εe = εm +
d(ε + 5εm)

3h− 2d
;

á) ïðè ìàëîì ðàçáðîñå â îðèåíòàöèÿõ
èãë îòíîñèòåëüíî îñè òåêñòóðû (s2 ¿ 1)
I1 ≈ 1 − 2s2, ãäå s2 èìååò ñìûñë ïîëîâèíû
íà÷àëüíîãî ìîìåíòà âòîðîãî ïîðÿäêà ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíû tg θ [8]

(εe)11 = (εe)22 ≈ εm +
2dεm

h− d
+

+ s2 d(1− d)(ε + εm)
[h− d]2

,

(εe)33 ≈ εm + d(ε− εm)−

− 2s2 d(1− d)(ε− εm)2

(ε + εm)
;

â) èãëû ëåæàò â ïëîñêîñòè Oxy (θ ≡ π/2,
I1 = 0)

(εe)11 = (εe)22 = εm +
d(ε + 3εm)

2h− d
,

(εe)33 = εm +
2dεm

h− d
;

ã) ïðè êîíóñíîì ðàñïðåäåëåíèè (θ ≡ θ0,
I1 = cos2 θ0)

(εe)11 = (εe)22 = εm+

+
d

[
ε sin2 θ0 + εm(3 + cos2 θ0)

]

2h− d(1 + cos2 θ0)
, (2.9)

(εe)33 = εm +

[
ε cos2 θ0 + εm(1 + sin2 θ0)

]

h/d− sin2 θ0
.

4. Ïóñòü êðèñòàëëèòû ÿâëÿþòñÿ øàðàìè
(Li = 1/3) ñ òð¼õîñíûì òåíçîðîì äèýëåêòðè-
÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè εk. Îðèåíòàöèþ êðè-
ñòàëëèòà â ýòîì ñëó÷àå áóäåì ñâÿçûâàòü ñ
îðèåíòàöèåé ãëàâíûõ îñåé òåíçîðà εk. Òî-
ãäà êîìïîíåíòû òåíçîðà εe îïðåäåëÿþòñÿ èç
(2.4), ïðè÷¼ì

λ′i = 3εm/
(
2εm + ε′i

)
,

κ′i = 3ε′iεm

/(
2εm + ε′i

)
, i = 1, 2, 3.

(2.10)

Â ñëó÷àå îäíîíàïðàâëåííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
(θ ≡ 0, I1 = 1) ïîëó÷èì

(εe)11 = (εe)22 =
2εm + r (κ′1 + κ′2)
2 + r (λ′1 + λ′2)

,

(εe)33 =
εm + rκ′3
1 + rλ′3

.

(2.11)

Åñëè òåíçîð εk � îäíîîñíûé, òî, ó÷èòûâàÿ,
÷òî ε′1 = ε′2 èç (2.10) è (2.11) íàéä¼ì:

(εe)11 = (εe)22 = εm+

+
3dεm(ε′1 − εm)

(1− d)(ε′1 − εm) + 3εm
,

(εe)33 = εm +
3εm(ε′3 − εm)

(1− d)(ε′3 − εm) + 3εm
,

÷òî ñîâïàäàåò ñ ðåçóëüòàòîì, ïîëó÷åííûì
â [3].

Ïðè ðàâíîìåðíîì ðàñïðåäåëåíèè îäíîîñ-
íûõ ñôåðè÷åñêèõ êðèñòàëëèòîâ ìîæíî âîñ-
ïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé (2.5), ïîäñòàâèâ â íå¼
(2.10). Òîãäà

εe = εm


1 +

r
[
2 (ε′1−εm)

(2εm+ε′1)
+ (ε′3−εm)

(2εm+ε′3)

]

1 +
r εm(6εm+ε′1+2ε′3)
(2εm+ε′1)(2εm+ε′3)


 ,

÷òî òàêæå ñîîòâåòñòâóåò ðåçóëüòàòó, ïðèâå-
ä¼ííîìó â [3].

Çàìå÷àíèå 1. Ïðè âûâîäå ôîðìóëû (1.8)
äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü èñ÷èñëÿ-
ëàñü â àáñîëþòíûõ åäèíèöàõ ñèñòåìû ÑÈ,
îäíàêî âî âñå âûðàæåíèÿ äëÿ êîìïîíåíò òåí-
çîðà εe îíà âõîäèò â âèäå îäíîðîäíîé ôóíê-
öèè, ïîýòîìó ïîëó÷åííûå ôîðìóëû ñïðàâåä-
ëèâû è äëÿ îòíîñèòåëüíûõ äèýëåêòðè÷åñêèõ
ïðîíèöàåìîñòåé.

Çàìå÷àíèå 2. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòà-
òû ñïðàâåäëèâû òàêæå äëÿ êîìïëåêñ-
íîé äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè
ε(ω) = ε0(1 + χ(ω)) + iσ(ω)/ω â ïåðåìåí-
íîì ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå ïðè óñëîâèè,
÷òî ðàçìåðû âêëþ÷åíèé çíà÷èòåëüíî ìåíü-
øå äëèíû âîëíû ýòîãî ïîëÿ [10].

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò äàííîé ðàáîòû ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ ôîðìóëàìè (1.8) è (1.21)�(1.26),
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îïèñûâàþùèìè â ÿâíîì âèäå êîìïîíåíòû
òåíçîðà ýôôåêòèâíîé äèýëåêòðè÷åñêîé ïðî-
íèöàåìîñòè êîìïîçèòà â ñèñòåìå Oxyz, ñâÿ-
çàííîé ñ òåêñòóðîé ìàòåðèàëà, ïðè ëþáîé
ýëëèïñîèäàëüíîé ôîðìå âêëþ÷åíèé ñ ëþ-
áûì òåíçîðîì äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìî-
ñòè ýòèõ âêëþ÷åíèé (ïðè óñëîâèè ñîâïàäåíèÿ
ãëàâíûõ îñåé òåíçîðà è ýëëèïñîèäà) è ïðè
ëþáîì ðàñïðåäåëåíèè îðèåíòàöèé âêëþ÷å-
íèé â ïðîñòðàíñòâå. Òàêæå âàæíûì ðåçóëü-
òàòîì ÿâëÿþòñÿ âûðàæåíèÿ (2.4) äëÿ êîìïî-
íåíòîâ òåíçîðà εe â ñëó÷àå, êîãäà ðàñïðåäå-
ëåíèå îðèåíòàöèé íå çàâèñèò îò óãëîâ Ýéëåðà
ϕ è ψ.
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