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В работах [1, 2] развит метод построения
плоского блочного элемента, который в отли-
чие от конечного элемента отражает сплош-
ность среды точно удовлетворяя дифферен-
циальным уравнениям краевой задачи.

В настоящей работе излагается построе-
ние пространственного блочного элемента в
форме прямоугольного параллелепипеда.

В качестве иллюстрации он построен для
трехмерной краевой задачи. Для него выве-
дены псевдодифференциальные уравнения и
представление функции формы, точно удо-
влетворяющей дифференциальному уравне-
нию краевой задачи. Используемый подход
достаточно детально изложен в [3–7]. Заме-
тим, что непростым явился отказ при ис-
следовании этих краевых задач от исполь-
зования традиционных для них Соболевских
пространств, в которых ищется решение. По-
требовался переход в нетрадиционные, су-
губо топологические пространства медлен-
но растущих обобщенных функций HS , и

нужно было определиться с ролью и местом
обобщенных функций, возникающих в про-
водимом исследовании. В настоящее время
этот вопрос полностью закрыт. Параллель-
но с дифференциальным методом фактори-
зации, как сказано выше, находится инте-
гральный метод факторизации. Оба метода
сопутствуют друг другу при исследовании и
решении как краевых задач, так и интеграль-
ных уравнений и их систем [6,8, 9].

1. Развитая теория уже нашла ряд важ-
ных приложений, в частности, при постро-
ении математической модели оценки напря-
женности литосферных плит, в материа-
ловедении, строительстве, нанотехнологиях.
Приложением теории в области фундамен-
тальных наук можно назвать выделение но-
вого математического объекта — блочного
элемента и создание на этой основе метода
блочного элемента [1]. Наряду с построением
блочного элемента в указанной работе пере-
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числяется ряд достоинств и недостатков это-
го метода.

Ниже приводится пример построе-
ния трехмерного блочного элемента, по-
видимому, наиболее удобного в приложе-
ниях, т. к. упрощается представление псев-
додифференциальных уравнений и просто
достигается разбиение области на элементы
прямоугольной сеткой. Как сказано ранее,
блочный элемент можно строить для лю-
бой конечной системы дифференциальных
уравнений в частных производных, причем
порядок производных может быть любым,
ограниченным. Элемент строится по опре-
деленному алгоритму автоматически. Ни-
же, для иллюстрации, в качестве примера,
построен блочный элемент для следующей
трехмерной краевой задачи в ограниченной
области Ω с гладкой границей ∂Ω для диф-
ференциального уравнения вида

Q(∂x1, ∂x2, ∂x3)ϕ =

[
A11(x1, x2, x3)∂2x1+

+A22(x1, x2, x3)∂2x2 +A33(x1, x2, x3)∂2x3+

+A(x1, x2, x3)

]
ϕ(x1, x2, x3) = 0 (1)

с некоторыми граничными условиями, на-
пример, Дирихле или Неймана.

Здесь коэффициенты Akk(x1, x2, x3),
A(x1, x2, x3) являются положительными
гладкими функциями. Детали построения
опущены, алгоритм изложен в ряде ра-
бот [3–7].

2. Введем в области Ω прямоугольную
сетку, настолько плотную, чтобы в интере-
сующей зоне этой области коэффициенты
Akk(x1, x2, x3), A(x1, x2, x3) можно считать
постоянными и будем обозначать их Akk,
A, а область выбранного параллелепипеда
сетки — Ω0 с границей ∂Ω0. Пусть в ис-
ходной, первой, локальной системе коорди-
нат область Ω0 описывается соотношениями∣∣x1

1

∣∣ 6 a,
∣∣x1

2

∣∣ 6 c,
∣∣x1

3

∣∣ 6 b.
Здесь в качестве первой локальной си-

стемы координат принята декартова прямо-
угольная система, расположенная на верхней
грани параллелепипеда, являющейся пря-
моугольником. Ее центр совпадает с цен-
тром прямоугольника, имеющего стороны∣∣x1

1

∣∣ 6 a,
∣∣x1

2

∣∣ 6 c, причем координатные оси
x1

1, x1
2 лежат в касательной плоскости парал-

лельно границам, а координатная ось x1
3 на-

правлена по внешней к области Ω0 нормали.

В области Ω0 решим дифференциальным
методом факторизации краевую задачу (1) с
постоянными коэффициентами Akk, A, при-
меняя алгоритм, изложенный в [3–7]. В про-
цессе его применения осуществляется каса-
тельное расслоение ориентированной грани-
цы, ∂Ω0, и вводятся правые локальные си-
стемы координат с внешними нормалями xk3
и касательными xk1, xk2. Локальные коорди-
наты располагаются на гранях параллелепи-
педа, следуют против часовой стрелки, с на-
чальным индексом k = 1 на верхней грани.
Локальные системы координат на фронталь-
ной грани и ей противоположной имеют ин-
дексы k = 5 и k = 6 соответственно.

Введем операторы преобразования Фурье

F (αk
1 , α

k
2)ϕ =

∞∫
−∞

∞∫
−∞

ϕ(xk1, x
k
2)×

× exp i(αk
1x

k
1 + αk

2x
k
2)dxk1dx

k
2,

F−1(xk1, x
k
2)Φ =

1

(2π)2

∞∫
−∞

∞∫
−∞

Φ(αk
1 , α

k
2)×

× exp [− i(αk
1x

k
1 + αk

2x
k
2) ] dαk

1dα
k
2 ,

F (αk
1 , α

k
2 , α

k
3)ϕ =

∞∫
−∞

∞∫
−∞

∞∫
−∞

ϕ(xk1, x
k
2, x

k
3)×

× exp i(αk
1x

k
1 + αk

2x
k
2 + αk

3x
k
3)dxk1dx

k
2dx

k
3,

F−1(xk1, x
k
2, x

k
3)Φ =

=
1

(2π)3

∞∫
−∞

∞∫
−∞

∞∫
−∞

Φ(αk
1 , α

k
2 , α

k
2)×

×exp
[
−i(αk

1x
k
1 + αk

2x
k
2 + αk

3x
k
3)
]
dαk

1dα
k
2dα

k
3 ,

k = 1, 2, . . . , 6.

Опустим процесс построения функциональ-
ных и псевдодифференциальных уравнений
для этой краевой задачи. В работах [3–7] он
изложен для более сложных краевых задач.
Заметим лишь, что функциональное уравне-
ние краевой задачи представимо в форме

KF (αk
1 , α

k
2 , α

k
3)ϕ =

∫∫
Ω

ω,

K(αk
1 , α

k
2 , α

k
3) = −Q(−iαk

1 ,−iαk
2 ,−iαk

3).
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ω — внешняя форма, связанная с краевой за-
дачей [3–7].

3. Приведем вид получающихся псевдо-
дифференциальных уравнений в трех пер-
вых локальных системах координат, т.е. для
k = 1, 2, 3. Имеем

F−1(x1
1, x

1
2)

{ a∫
−a

c∫
−c

A33

(
ϕ′13 − iα1

3−ϕ1

)
×

× exp i
[
α1

1η
1
1 + α1

2η
1
2

]
dη1

1dη
1
2+

+

c∫
−c

b∫
−b

A11

(
ϕ′22 + iα1

1ϕ2

)
×

× exp i
[
−α1

1a+ α1
2x

2
2 + α1

3−
(
x2

1 − b
)]
dx2

1dx
2
2+

+

a∫
−a

c∫
−c

A33

(
ϕ′33 + iα1

3−ϕ3

)
×

× exp i
[
−α1

1x
3
1 + α1

2x
3
2 − α1

3−2b
]
dx3

1dx
3
2−

−
c∫
−c

b∫
−b

A11

(
ϕ′43 − iα1

1ϕ4

)
×

× exp i
[
α1

1a+ α1
2x

4
2 − α1

3−
(
x4

1 + b
)]
dx4

1dx
4
2+

+

a∫
−a

b∫
−b

A22

(
ϕ′53 + iα1

2ϕ5

)
×

× exp i
[
α1

1x
5
1 − α1

2c+ α1
3−
(
x5

2 − b
)]
dx5

1dx
5
2+

+

a∫
−a

b∫
−b

A22

(
ϕ′63 − iα1

2ϕ6

)
×

× exp i
[
−α1

1x
6
1 + α1

2c+ α1
3−
(
x6

2 − b
)]

×

× dx6
1dx

6
2

}
= 0,

∣∣x1
1

∣∣ 6 a,
∣∣x1

2

∣∣ 6 c,

F−1(x2
1, x

2
2)

{ b∫
−b

c∫
−c

A11

(
ϕ′23 − iα2

3−ϕ2

)
×

× exp i
[
α2

1η
2
1 + α2

2η
2
2

]
dη2

1dη
2
2+

+

a∫
−a

c∫
−c

A33

(
ϕ′33 + iα2

1ϕ3

)
×

×exp i
[
−α2

1b+ α2
2x

3
2 + α2

3−
(
x3

1 − a
)]
dx3

1dx
3
2+

+

b∫
−b

c∫
−c

A11

(
ϕ′43 + iα2

3−ϕ4

)
×

× exp i
[
−α2

1x
4
1 + α2

2x
4
2 − α2

3−2a
]
dx4

1dx
4
2+

+

a∫
−a

c∫
−c

A33

(
ϕ′13 + iα2

1ϕ1

)
×

× exp i
[
α2

1b+ α2
2x

1
2 − α2

3−
(
x1

1 + a
)]
dx1

1dx
1
2+

+

a∫
−a

b∫
−b

A22

(
ϕ′53 + iα2

2ϕ5

)
×

× exp i
[
α2

1x
5
2 − α2

2c− α2
3−
(
x5

1 + a
)]
dx5

1dx
5
2+

+

a∫
−a

b∫
−b

A22

(
ϕ′63 − iα2

2ϕ6

)
×

×exp i
[
α2

1x
6
2 + α2

2c+ α2
3−
(
x6

1 − a
)]
dx6

1dx
6
2

}
= 0,

∣∣x2
1

∣∣ 6 b,
∣∣x2

2

∣∣ 6 c,

F−1(x3
1, x

3
2)

{ a∫
−a

c∫
−c

A33

(
ϕ′33 − iα3

3−ϕ3

)
×

× exp i
[
α3

1η
3
1 + α3

2η
3
2

]
dη3

1dη
3
2−

−
b∫
−b

c∫
−c

A11

(
ϕ′43 + iα3

1ϕ4

)
×

× exp i
[
−α3

1a+ α3
2x

4
2 + α3

3−
(
x4

1 − b
)]
dx4

1dx
4
2+

+

a∫
−a

c∫
−c

A33

(
ϕ′13 + iα3

3−ϕ1

)
×

× exp i
[
−α3

1x
1
1 + α3

2x
1
2 − α3

3−2b
]
dx1

1dx
1
2−

−
b∫
−b

c∫
−c

A11

(
ϕ′23 − iα3

1ϕ2

)
×

× exp i
[
α3

1α+ α3
2x

2
2 − α3

3−
(
x2

1 + b
)]
dx2

1dx
2
2−

−
a∫
−a

b∫
−b

A22

(
ϕ′53 + iα3

2ϕ5

)
×

×exp i
[
−α3

1x
5
1 − α3

2c− α3
3−
(
x5

2 + b
)]
dx5

1dx
5
2−
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−
a∫
−a

b∫
−b

A22

(
ϕ′63 − iα3

2ϕ6

)
×

×exp i
[
α3

1x
6
1 + α3

2c− α3
3−
(
x6

2 + b
)]
dx6

1dx
6
2

}
=

= 0,∣∣x3
1

∣∣ 6 a,
∣∣x3

2

∣∣ 6 c.

Аналогичный вид имеют три осталь-
ных псевдодифференциальных уравнения,
k = 4, 5, 6. Характеристические уравнения в
локальных системах координат представимы
в форме

K1(αm
1 , α

m
2 , α

m
3 ) =

= A11(αm
1 )2 +A22(αm

2 )2 +A33(αm
3 )2 −A,

m = 1, 3,

K2(αn
1 , α

n
2 , α

n
3 ) =

= A33(αn
1 )2 +A22(αn

2 )2 +A11(αn
3 )2 −A,

n = 2, 4,

K3(αp
1, α

p
2, α

p
3) =

= A11(αp
1)2 +A33(αp

2)2 +A22(αp
3)2 −A,

p = 5, 6.

Интересующие нас корневые множества опи-
сываются соотношениями вида

αm
3−(αm

1 , α
m
2 ) =

= −i
√
A−1

33 [A11(αm
1 )2 +A22(αm

2 )2 −A],

m = 1, 3,

αn
3−(αn

1 , α
n
2 ) =

= −i
√
A−1

11 [A33(αn
1 )2 +A22(αn

2 )2 −A],

n = 2, 4,

αp
3−(αp

1, α
p
2) =

= −i
√
A−1

22 [A11(αp
1)2 +A33(αp

2)2 −A],

p = 5, 6.

Здесь берутся те ветви аналитических функ-
ций, которые обеспечивают принадлежность

корней нижней полуплоскости при достаточ-
но больших по модулю вещественных па-
раметрах преобразований Фурье. Задавая
в псевдодифференциальных уравнениях на
границах значения функций или производ-
ных, получаем интегральные уравнения [5].
Решим их любым из изложенных в указан-
ной работе способом, в том числе прибли-
женным, и внесем решения в функциональ-
ные уравнения. В результате получим инте-
гральное представление блочного элемента.
В трех первых локальных системах коорди-
нат его представление имеет вид

ϕ1(x1
1, x

1
2, x

1
3) = F−1(x1

1, x
1
2, x

1
3)×

×K−1
1

{ a∫
−a

c∫
−c

A33

(
ϕ′13 − iα1

3ϕ1

)
×

× exp i
[
α1

1η
1
1 + α1

2η
1
2

]
dη1

1dη
1
2+

+

c∫
−c

b∫
−b

A11

(
ϕ′22 + iα1

1ϕ2

)
×

× exp i
[
−α1

1a+ α1
2x

2
2 + α1

3

(
x2

1 − b
)]
dx2

1dx
2
2+

+

a∫
−a

c∫
−c

A33

(
ϕ′33 + iα1

3ϕ3

)
×

× exp i
[
−α1

1x
3
1 + α1

2x
3
2 − α1

32b
]
dx3

1dx
3
2−

−
c∫
−c

b∫
−b

A11

(
ϕ′43 − iα1

1ϕ4

)
×

× exp i
[
α1

1a+ α1
2x

4
2 − α1

3

(
x4

1 + b
)]
dx4

1dx
4
2+

+

a∫
−a

b∫
−b

A22

(
ϕ′53 + iα1

2ϕ5

)
×

× exp i
[
α1

1x
5
1 − α1

2c+ α1
3

(
x5

2 − b
)]
dx5

1dx
5
2+

+

a∫
−a

b∫
−b

A22

(
ϕ′63 − iα1

2ϕ6

)
×

×exp i
[
−α1

1x
6
1 + α1

2c+ α1
3

(
x6

2 − b
)]
dx6

1dx
6
2

}
,

ϕ2(x2
1, x

2
2, x

2
3) = F−1(x2

1, x
2
2, x

2
3)×

×K−1
2

{ b∫
−b

c∫
−c

A11

(
ϕ′23 − iα2

3ϕ2

)
×

× exp i
[
α2

1η
2
1 + α2

2η
2
2

]
dη2

1dη
2
2+
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+

a∫
−a

c∫
−c

A33

(
ϕ′33 + iα2

1ϕ3

)
×

× exp i
[
−α2

1b+ α2
2x

3
2 + α2

3

(
x3

1 − a
)]
dx3

1dx
3
2+

+

b∫
−b

c∫
−c

A11

(
ϕ′43 + iα2

3ϕ4

)
×

× exp i
[
−α2

1x
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]
dx4
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+
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(
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)
×

× exp i
[
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2x

1
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3

(
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)]
dx1

1dx
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2+

+

a∫
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b∫
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(
ϕ′53 + iα2

2ϕ5

)
×

× exp i
[
α2

1x
5
2 − α2

2c− α2
3

(
x5

1 + a
)]
dx5

1dx
5
2+

+

a∫
−a

b∫
−b

A22

(
ϕ′63 − iα2

2ϕ6

)
×

× exp i
[
α2

1x
6
2 + α2

2c+ α2
3

(
x6

1 − a
)]
dx6

1dx
6
2

}
,

ϕ3(x3
1, x

3
2, x

3
3) = F−1(x3

1, x
3
2, x

3
3)×

×K−1
1

{ a∫
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c∫
−c
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(
ϕ′33 − iα3

3ϕ3

)
×

× exp i
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α3

1η
3
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2η
3
2

]
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b∫
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)
×

× exp i
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2x
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3

(
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dx4
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+

a∫
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c∫
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(
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)
×

× exp i
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1x
1
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2x
1
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32b
]
dx1
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(
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×

× exp i
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2
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(
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dx2
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−a

b∫
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(
ϕ′53 + iα3
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×

×exp i
[
−α3
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5
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(
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b∫
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(
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)
×
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[
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6
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3

(
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)]
dx6

1dx
6
2

}
.

Аналогичный вид имеют представления
этого блочного элемента в остальных систе-
мах координат. Возможность получения его
представления, т.е. одной и той же двумер-
ной функции в различных системах коор-
динат, осуществляется не только для удоб-
ства, но и с целью более детального его изу-
чения, в частности, в погранслойных обла-
стях. Рассматривая совокупность контакти-
рующих блочных элементов, полученных в
результате разбиения области на блоки сет-
кой, используя правило удовлетворения гра-
ничных условий для такой системы [4], полу-
чим ленточную систему псевдодифференци-
альных уравнений, напоминающую по виду
систему алгебраических уравнений, возника-
ющую в слоистых структурах, но более вы-
сокого порядка. Исследования такой систе-
мы можно осуществлять, используя алгорит-
мы слоистых структур и различные вариан-
ты аналитического или численного решения
псевдодифференциальных уравнений, в том
числе изложенные в [8].
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