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MATHEMATICAL MODELING OF REGIONAL ENVIRONMENTAL PROBLEMS
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The work gives a brief description of the structure of mathematical models presenting the dynamics
of meso-scale and regional atmosphere processes and transport of multi-component gas admixtures and
aerosols considering their transformation. The processes of photochemical transformation and aerosols
formation by nucleation, condensation, evaporation and coagulation have been taken into consideration.
The optimization problem dealing with the control over sources intensity has been solved, and the results
of numerical experiments for different regions demonstrating some possibilities of mathematical models
for solving the problems of ecological forecasting have been obtained.

В работе кратко описана структура мате-
матических моделей динамики мезомасштаб-
ных и региональных атмосферных процессов
и переноса многокомпонентных газовых при-
месей и аэрозолей с учетом их трансформа-
ции. В моделях учитываются процессы фото-
химической трансформации и формирования
аэрозолей за счет нуклеации, конденсации,
испарения и коагуляции. Рассмотрено реше-
ние оптимизационной задачи по управлению
мощностью источников. Приведены результа-
ты численных экспериментов для различных
регионов, демонстрирующие некоторые воз-
можности математических моделей для реше-
ния задач экологического прогнозирования.

Введение

В результате хозяйственной деятельности
человека в атмосферу выбрасывается боль-
шое количество химических веществ, нахо-
дящихся в газовом и аэрозольном состояни-
ях. В атмосфере эти вещества претерпева-
ют ряд физико-химических изменений за счет
механизмов фотохимической трансформации,

нуклеации, конденсации, испарения и коагу-
ляции. Все эти механизмы взаимосвязаны, а
каждый из них является частью общей ком-
плексной задачи в области охраны окружа-
ющей среды. Среди антропогенных выбросов
особо опасны окислы серы, азота, металличе-
ская пыль и др. Например, выбросы окислов
серы, переходя в аэрозольную фазу, способ-
ствуют выпадению кислотных дождей, кото-
рые в свою очередь причиняют значительный
ущерб биосфере. В атмосферных дисперсных
системах важное место занимают сульфатные
аэрозоли. Эти частицы формируются в раз-
ных частях атмосферы: в свободной атмосфе-
ре, в морском пограничном слое, в арктиче-
ских областях, в атмосфере загрязненных го-
родов и др.

Среди прочих вопросов остро стоит про-
блема загрязнения нижней тропосферы озо-
ном. Тропосферный озон является ключе-
вым индикатором фотохимического загрязне-
ния воздуха. Это вторичный загрязнитель,
образующийся в результате сложных хими-
ческих реакций между азотсодержащими га-
зами и летучими органическими соединения-
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ми (ЛОС) под воздействием солнечной ради-
ации.

Для моделирования процессов образо-
вания аэрозолей исключительное значение
имеют получающиеся после фотохимиче-
ской трансформации вещества. Перенасыще-
ние паров этих веществ приводит к образова-
нию первичных кластеров, которые являют-
ся начальной стадией для образования аэро-
золей. Затем они могут взаимодействовать с
ядрами фоновой атмосферы и объединяться
с каплями воды определенных размеров с по-
следующей коагуляцией этих частиц.

В большинстве трехмерных моделей ди-
намики аэрозолей предполагается, что суще-
ствует мгновенное равновесие в системе газ–
аэрозоль. Однако, как известно [5, 6], в опре-
деленных условиях равновесие устанавлива-
ется довольно медленно по отношению к вре-
менному масштабу протекания других про-
цессов. Поэтому необходимо построить соот-
ветствующие численные модели с использова-
нием неравновесной функции распределения.
Одним из важных требований к моделям яв-
ляется соблюдение законов сохранения массы
или числа частиц. Как правило, атмосфер-
ные примеси имеют полидисперсный харак-
тер, поэтому для математического моделиро-
вания их динамики нужно учитывать два ос-
новных механизма: 1) перенос и диффузию
примеси; 2) изменение концентрации приме-
си с учетом ее трансформации, а также из-
менчивость дисперсного состава за счет кине-
тических процессов. Поскольку эти процессы
протекают в турбулентной атмосфере, а зем-
ная поверхность в большинстве случаев оро-
графически и термически неоднородна, то за-
дачу динамики газовых примесей и аэрозолей
следует решать совместно с моделями гидро-
термодинамики атмосферных процессов. Та-
кой подход позволит более точно воспроиз-
вести пространственно-временную изменчи-
вость полей метеоэлементов, турбулентных
характеристик течений, концентрации газо-
вых примесей и аэрозолей с учетом изменчи-
вости спектра размеров частиц. Рассмотрим
базовые численные модели, используемые для
описания изменчивости газовых примесей и
аэрозолей в атмосфере в региональном мас-
штабе. Основные базовые модели для реше-
ния таких задач изложены в [1–7].

1. Модель гидротермодинамики

Запишем уравнения гидротермодинамики
мезомасштабных атмосферных процессов в
системе координат xi, направляя ось x1 = x
на восток, ось x2 = y — на север, а ось
x3 = z — вертикально вверх. Основные урав-
нения запишем в дивергентной (потоковой)
форме. Представим термодинамические поля
в виде суммы двух слагаемых

ϕ = ϕ̄(z) + ϕ′(x, y, z, t), ϕ = ρ, ϑ, q, p, (1.1)

где ρ — плотность воздуха; ϑ — потенциаль-
ная температура; q — удельная влажность;
p — давление. Тогда уравнение движения
можно представить в индексных обозначени-
ях в следующем виде:

∂ (ρ̄ui)

∂t
+
∂ (ρ̄ujui)

∂xj
= − ∂p

′

∂xi
− 2εijkρ̄Ωjuk+

+ δi3ρ̄g

(
ϑ′

ϑ̄
+ εq

)
+
∂τij
∂xj

, (1.2)

где u1 = u, u2 = v, u3 = w — компоненты век-
тора скорости u по направлениям x, y, z соот-
ветственно; εijk — абсолютно антисимметри-
ческий тензор; Ωj — угловая скорость враще-
ния Земли; δ — символ Кронекера; g — ускоре-

ние свободного падения; ε =
Rv

Rd
= 0, 608; Rv и

Rd — газовые постоянные для сухого воздуха
и водяного пара соответственно; τij — тензор
вязких напряжений Рейнольдса.

Уравнение неразрывности имеет вид

∂ρuj
∂xj

= 0, j = 1, 2, 3. (1.3)

Законы сохранения энергии и массы водя-
ного пара задаются в виде

∂ (ρ̄ϑ)

∂t
+
∂ (ρ̄ujϑ)

∂xj
= − Lϑ

cpT
Φ +

∂Hj

∂xj
, (1.4)

∂ (ρ̄q)

∂t
+
∂ (ρ̄ujq)

∂xj
= −Φ +

∂Q

∂xj
, (1.5)

где L — удельная теплота конденсации; T —
абсолютная температура; Φ — масса водяного
пара, концентрируемого в единичном объеме
за единицу времени; Hi, Qi — турбулентные
потоки тепла и влаги.
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Область изменения пространственных пе-
ременных

D =
{

(x, y, z) : x ∈ [0, X], y ∈ [0, Y ],

δ(x, y) 6 z 6 H
}
,

где X, Y — заданные параметры, опреде-
ляющие горизонтальные размеры области;
δ(x, y) — функция, описывающая рельеф по-
верхности земли; H — верхняя граница воз-
душной массы. При наличии орографии си-
стема уравнений (1.2)–(1.5) запишется в но-
вой системе координат с помощью следующе-
го преобразования:

x = x̄, y = ȳ, σ =
z − δ(x, y)

H − δ(x, y)
H.

2. Модель переноса газовых примесей
и аэрозолей

Основные уравнения для скорости изме-
нения концентраций газовых примесей и аэро-
золей запишем в виде [8]

∂Ci
∂t

+ u gradCi =

= Fгаз − Pнукл − Pконд + Pхим+

+
∂

∂z
Kz

∂Ci
∂z

+
∂

∂x
Kx

∂Ci
∂x

+
∂

∂y
Ky

∂Ci
∂y

, (2.1)

∂ϕk
∂t

+ u gradϕk − wg
∂ϕk
∂z

=

= Fаэр + Pнукл + Pконд + Pкоаг+

+
∂

∂z
Kz

∂ϕk
∂z

+
∂

∂x
Kx

∂ϕk
∂x

+
∂

∂y
Ky

∂ϕk
∂y

. (2.2)

Здесь Ci (i = 1, 2, . . . , Ng), ϕk (k = 1, 2, . . . ,
Na) — концентрации газовых примесей и аэро-
золей соответственно; Ng — количество газо-
вых компонент; Na — количество аэрозоль-
ных фракций; Fгаз, Fаэр — источники газо-
вых примесей и аэрозолей; Pнукл, Pконд, Pкоаг,
Pхим — операторы нуклеации, конденсации,
коагуляции и фотохимической трансформа-
ции соответственно (их вид приводится да-
лее); Kx, Ky, Kz — коэффициенты турбулент-
ной диффузии в направлениях x, y, z соответ-
ственно.

На боковых границах области D прини-
маются условия плавного выхода на фоно-
вые значения соответствующих полей метео-
элементов. Эти условия задаются либо для са-
мих функций состояния, либо для их откло-
нений от фоновых значений. Предполагает-
ся, что на верхней границе воздушной массы
z = H возмущения, обусловленные неодно-
родностями поверхности, затухают. На ниж-
ней границе взаимодействие воздушных масс
с поверхностью земли описывается с помо-
щью параметризационной модели приземно-
го слоя атмосферы. Температура на поверх-
ности земли вычисляется из уровня баланса
тепла на границе раздела атмосфера–почва с
учетом тепловлагообмена в почве.

3. Фотохимическая трансформация

В больших городах и индустриальных ре-
гионах в атмосферу выбрасывается огромное
количество газовых веществ, которые транс-
формируются, вступая в химические реак-
ции, что приводит к образованию вторич-
ных загрязнителей, не присутствовавших в
первоначальных выбросах (например, озон,
ПАН и др.) Некоторые радикалы, такие, как
OH, HO2, O3(P), NO3, разрушают выбро-
сы органических газов. Среди биогенных ве-
ществ особое место занимают изопрен и тер-
пены. Для формирования сульфатных аэро-
золей наиболее важны газофазные химиче-
ские реакции, приводящие к образованию па-
ров серной кислоты из выбросов диоксида се-
ры.

Итак, предположим, что в атмосферу вы-
брасываются газовые примеси NO, NO2, SO2,
CO, CH4, H2CO, ISOP, ALD2, OLE, PAR,
TOL. Реакции, инициируемые солнечным све-
том, приводят к возникновению ряда новых
химически активных атомов, свободных ради-
калов и других веществ, в том числе и H2SO4.
В фотохимической модели учитываются 204
химические реакции для 44 газовых веществ.
Эта модель детально изложена в [3, 9, 10].

Используя кинетические законы для эле-
ментарных реакций и применяя баланс масс
к каждому веществу, получим систему урав-
нений для скорости изменения концентрации
в каждой ячейке

∂ϕi
∂t

= Pi − Liϕi i = 1, 2, . . . , n (3.1)
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с начальными условиями ϕi(t0) = ϕ0i. Здесь
операторы Pi и Li описывают интенсивность
генерации и гибели веществ.

4. Модель конденсации, нуклеации
и коагуляции

Образование новых ядер из паров проис-
ходит в основном с помощью бинарной гомо-
генной нуклеации капель серной кислоты и
воды. В отличие от [19], где скорость гомоген-
ной нуклеации зависела от двух переменных
(массовой концентрации паров и температу-
ры), в данной работе учитывается и вклад
водяного пара. Таким образом, скорость нук-
леации J зависит от трех основных перемен-
ных: массовой концентрации кислоты в паро-
вой фазе (C), относительной влажности воз-
духа (Rh) и температуры (T ). Пусть в атмо-
сфере в пересыщенном паре при температу-
ре T и давлении Pv имеется бинарный кла-
стер, состоящий из nw молекул вещества w
и na молекул для a с мольными фракция-
ми xiv(i = w, a). Будем считать, что части-
цы сферической формы и находятся в жид-
кой фазе. Тогда свободную энергию для обра-
зования жидкого зародыша в бинарной смеси
можно представить в следующем виде:

W = ∆G = nw∆µw + na∆µa +Aσ, (4.1)

где ∆G — изменения свободной энергии Гибб-
са; ∆µi = µil(T, Pv, xil) − µiv(T, Pi, xiv); µil
и µiv — химические потенциалы в жидкой
и паровой фазах соответственно; A — пло-
щадь поверхности; σ — поверхностное натя-
жение. Важно отметить, что для пересыщен-
ного пара функция ∆G имеет максимум в
точке с критическим радиусом r∗. Пар пере-
сыщен по отношению ко всем каплям, у ко-
торых r > r∗. Здесь используется модель па-
раметризации нуклеации, изложенная в рабо-
тах [11, 12]. Критический кластер находится
из уравнения

νw(x∗) ln
ρfreea

ρfreea,s (x∗)
=

= νa(x
∗) ln

ρfreew

ρfreew,s (x∗)
, (4.2)

где νw, νa — парциальные молярные объе-
мы воды и кислоты соответственно; ρfreei —

численная концентрация свободных моле-
кул компоненты i в нуклеирующем паре;
ρfreei,s (x) — численная концентрация компонен-
ты i в насыщенном паре над раствором с сер-
ной кислотой с мольной фракцией x. Звездоч-
кой отмечен критический кластер. Известно,
что серная кислота имеет тенденцию образо-
вывать гидраты в паровой фазе. Эти мелкие
кластеры обладают отрицательной энергией.

Мы не будем останавливаться на мето-
дах учета механизмов гидратации в процессе
нуклеации, они достаточно полно изложены
в [11,12].

Итак, радиус критического кластера,
определяемый из уравнения Кельвина, имеет
вид

r∗ =
2σ(x∗)νi(x

∗)

kT ln

(
ρfreei

/
ρfreei,s (x∗)

) , (4.3)

работа для формирования критической нук-
леации

w∗ =
4

3
πr∗2σ(x∗), (4.4)

общее выражение для скорости нуклеации

J = zρ(1, 2) exp

[
−w

∗ − w(1, 2)

kT

]
, (4.5)

где z — кинетический коэффициент Зельдо-
вича; ρ(1, 2), w(1, 2) — численная концентра-
ция и энергия образования дигидрата серной
кислоты соответственно. Произведение двух
последних членов представляет собой равно-
весную концентрацию критического ядра. Из
выражения (4.5) вычислим скорость нуклеа-
ции J (в 1/см3 с). Теперь выпишем уравне-
ние для эволюции спектра масс посторонних
частиц за счет присоединения молекул пара,
а также вследствие нуклеации вновь образо-
ванных частиц:

∂ϕg
∂t

+ u gradϕg − wg
∂ϕg
∂t

+
∂vgϕg
∂g

=

= Jнукл(ϕg, t) +
1

2

g∫
0

K(g, g1)ϕg−g1ϕg1dg1−

−
∞∫
0

K(g, g1)ϕg1 dg1, (4.6)

где ϕg — концентрация частиц с массой,
заключенной в интервале от g до g + dg;
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Jнукл(ϕg, t) — интенсивность образования но-
вых частиц с массой g; K(g, g1) — частота
столкновения частиц массами g и g1; g1 — те-
кущая переменная (масса), по которой произ-
водится интегрирование.

Уравнение (4.6) учитывает процессы кон-
денсационного роста и слияния частиц из-за
коагуляции. Численный алгоритм его реше-
ния приведен в [3–8].

5. Сопряженная задача

Сопряженные задачи, дополняя основные
системы уравнений, играют важную роль
в диагностических исследованиях качества
моделей и экологического прогнозирования.
Непосредственное решение сопряженных за-
дач участвует в вычислении функции чув-
ствительности, которые по определению яв-
ляются частными производными заданных
характеристик модели по параметрам. В зада-
чах экологии объектом изучения иногда слу-
жит не само поле концентрации, а некоторые
функционалы от этого поля. К числу таких
функционалов относятся, например, средне-
годовая концентрация различных субстанций,
полное количество примесей, осевших в кон-
кретном регионе, экономический ущерб, нано-
симый окружающей среде, и др. В таких за-
дачах весьма эффективно использование со-
пряженных функций.

Рассмотрим функционалы от решения ϕ
следующего вида:

J =

T∫
0

dt

∫
D

pϕ dD, (5.1)

где p = p(x, y, z, t) — заданная функция из
L2(Dt), Dt = {D × [0, T ]}. Если, например,

p =

{
p0, (x, y, z) ∈ ω,
0, (x, y, z) ∈ D\ω,

p0 > 0, ω ⊂ D,
(5.2)

то функционал J представляет собой сум-
марную концентрацию примеси в выделенной
подобласти ω области D, взвешенную с весом
p0. Область ω соответствует зоне, где произ-
водится оценка загрязнения.

В зависимости от задания области ω
мы можем получить различные интеграль-

ные характеристики поля загрязнения приме-
сей. Итак, задача сводится к оценке функци-
оналов вида (5.1), определяемых на множе-
стве функций состояния, удовлетворяющих
исходной задаче. Для оценки функционала J
целесообразно реализовать подход, основан-
ный на использовании сопряженных уравне-
ний [1, 14, 15]. С его помощью можно оценить
степень потенциальной опасности загрязне-
ния атмосферы в области ω от всех источни-
ков, расположенных в области Dt. Сопряжен-
ная задача будет иметь вид

− ∂ϕ∗

∂t
− divuϕ∗ − ∂

∂x
Kx

∂ϕ∗

∂x
−

− ∂

∂y
Ky

∂ϕ∗

∂y
− ∂

∂σ
Kσ

∂ϕ∗

∂σ
= p, (5.3)

ϕ∗ = 0 при t = T,

где p — функция, определяющая функционал
(5.1). Краевые условия для уравнения (5.3)
идентичны условиям уравнения (2.1).

Как следует из общей теории, задача (5.3)
корректна при решении от t = T к t = 0. По-
этому в качестве «начального» условия выбе-
рем ϕ∗ = 0 при t = T . Проведем некоторые
преобразования. Умножим уравнение (2.1) на
ϕ∗ скалярно, а уравнение (5.3) на ϕ, из одно-
го результата вычтем другой и проинтегриру-
ем по времени на отрезке [0, T ]. Интегрирова-
нием по частям с учетом граничных условий
из полученного соотношения с точностью до
малых слагаемых получим другое представ-
ление для функционала J :

J =

T∫
0

dt

∫
D

Fϕ∗ϕdD. (5.4)

Таким образом, общее количество приме-
си в области ω можно рассчитать, исполь-
зуя решение ϕ∗ сопряженной задачи (5.3). По-
ясним физический смысл функции ϕ∗. Она
является весовой функцией, определяющей
вклад каждого источника загрязнения F и на-
чального состояния функции ϕ = ϕ0 в вели-
чину загрязнения атмосферы в выделенной
подобласти ω. Итак, она характеризует сте-
пень опасности загрязнения атмосферы в об-
ласти ω от источника, который может нахо-
диться в любой точке области Dt, т.е. вклад
источника в функционал равен произведению
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мощности выброса и значения функции ϕ∗

при каждом t в той области, где размещен
источник. По значениям функции ϕ∗ можно
районировать область Dt, выделяя опасные
зоны по отношению к загрязнению атмосфе-
ры в области ω.

6. Модель управления мощностью
источников

Рассмотрим оптимизационную задачу
управления мощностью выбросов загрязняю-
щих примесей по заданным критериям и огра-
ничениям экологического и экономического
характера. Для конкретности в качестве кри-
терия оптимальности выберем условие мини-
мизации величины ущерба, наносимого за-
грязнениями территории региона [7, 15, 16].
Пусть в области Dt находится n источников
примесей с концентрациями ϕi (i = 1, 2, . . . , n)
и мощностями выбросов Qi (i = 1, 2, . . . , n).
В этой же области имеется зона экологиче-
ского контроля ω, которую условно назовем
экологически значимой зоной. Рассмотрим
функционалы

aci =

t1∫
t0

dt

∫
ω

piϕi (x, y, z, t) dω, (6.1)

ai =

t1∫
t0

dt

∫
D

piϕi (x, y, z, t) dD, (6.2)

характеризующие суммарную концентрацию
примесей в зоне ω и во всей области D,
где pi — весовая функция; ϕi — концентра-
ция примесей, полученная из решения зада-
чи (2.1) с источником единичной мощности,
расположенным в точке (xi; yi; zi). Составля-
ющие ущерба, наносимого источником с номе-
ром i в экологически значимой зоне и во всей
области, запишем в виде

αci = acif1(ϕi), αi = aif2(ϕi), (6.3)

где f1(ϕi), f2(ϕi) — заданные функции от сум-
марной концентрации [15,17]. Следовательно,
общий ущерб в экологически значимой зоне ω
можно представить соотношением

Y c =
n∑
i=1

αciQi(1− ei), (6.4)

а во всей области D

Y0 =

n∑
i=1

αiQi(1− ei), (6.5)

где ei (i = 1, 2, . . . , n) — коэффициенты отно-
сительного снижения мощности источников.
Задача оптимизации заключается в нахожде-
нии вектора e = {ei}, доставляющего мини-
мум функционалу

Y c =
n∑
i=1

αciQi(1− ei)→ min
ei

(6.6)

при ограничениях

0 6 ei 6 1,

k1Y0 6
n∑
i=1

αiQi(1− ei) 6 k2Y0,
(6.7)

где k1, k2 — коэффициенты, характеризу-
ющие необходимое сокращение ущерба. По-
сле нахождения коэффициентов ei допусти-
мые мощности источников Q̄i вычисляются
по формуле Q̄i = Qi(1− ei).

Отметим, что в ряде случаев реальный
ущерб редко имеет линейную зависимость от
концентрации вредных веществ, выпавших за
длительный период времени. Как правило,
эта зависимость имеет более сложный вид
[17]. Покажем на конкретном примере, почему
может оказаться, что ущерб нелинейно зави-
сит от концентрации. Предположим, что над
лесом площадью S единовременно с осадка-
ми выпало Q вредных веществ, из-за которых
вымирает доля αQ этого леса. Ущербом будем
называть затраты на восстановление утрачен-
ного леса. Примем эти затраты пропорцио-
нальными времени, необходимому для восста-
новления. Найдем это время в предположе-
нии, что лес растет в геометрической прогрес-
сии с фактором δ = 1 + β, из условия

S = S (1− αQ) (1 + β)t ,

t =
ln 1

1−αQ
ln(1 + β)

.
(6.8)

Например, если в результате загрязнения
было поражено 20% леса (αQ = 0, 2), а лес
растет со скоростью δ = 1, 1, то на восстанов-
ление потребуется 2,34 года; если поражено
50% леса, то время восстановления составит
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уже 7,27 лет. Следует отметить, что харак-
тер поражения растительности тоже зависит
от концентрации вредных веществ, но эта за-
висимость более сложная, чем αQ, а именно
описывается функцией выпуклой вниз, тогда
следует ожидать еще более выпуклого вида
функции зависимости ущерба от концентра-
ции вредных веществ. Статистические дан-
ные подтверждают подобный вид функции
ущерба [17].

Теперь рассмотрим случай, когда функ-
ция ущерба квадратично зависит от сум-
марной концентрации. Действительно, любую
функцию выпуклую вниз можно аппрокси-
мировать квадратичной функцией с положи-
тельным коэффициентом при квадратичном
члене. Итак, функция ущерба в охраняемой
зоне D будет иметь вид

n∑
i=1

(αiQi)
2. (6.9)

Ущерб же в остальной области G = D\ω
равен

n∑
i=1

(βiQi)
2. (6.10)

Заметим, что из-за весовой функции
p(x, y), содержащейся в коэффициентах βi,
коэффициенты β2i при Q2

i в функции ущерба
области ω в десятки и сотни раз превосходят
коэффициенты α2

i .
Поэтому аппроксимируем квадратичную

функцию ущерба в области ω линейной функ-
цией методом наименьших квадратов. В ито-
ге, вместо набора коэффициентов βi полу-
чим набор соответствующих им коэффициен-

тов
−
βi. Задачу минимизации ущерба теперь

можно переписать в виде∑
(αiQi)

2 → min
Qi

(6.11)

при условиях

0 6 QI 6
_
Q
i
, (6.12)

kY0 6
n∑
i=1

β
i
Qi 6 Y0. (6.13)

Задачи такого вида называют задачами
квадратичного программирования, для их ре-

шения существует множество методов и про-
грамм. Здесь используется программа для ре-
шения задач квадратичного программирова-
ния, основанная на методе Вульфа [18]. Суть
этого метода заключается в том, что для ис-
ходной задачи нелинейного программирова-
ния вида

Q(x) = pTx + xTCx→ min (6.14)

при
Ax 6 b, x > 0, (6.15)

строится задача линейного программирова-
ния, решение которой совпадает с решением
задачи (4.4). Для этого вводится новый век-
тор переменных u размерности k, где k — ко-
личество ограничений матрицы A. Далее по-
лучаемая задача линейного программирова-
ния выглядит следующим образом:

Inx + Iku→ min (6.16)

при условии, что

2x + ATu > p, Ax 6 b, x > 0, (6.17)

где In и Ik — квадратные единичные матри-
цы порядка n и k соответственно. Полученная
задача линейного программирования решает-
ся обычным симплекс-методом. Следует отме-
тить, что задача оптимизации ущерба имеет
ненулевое решение, т.е. достижение оптимиза-
ции задачи вида (6.11)–(6.13) не требует пол-
ного закрытия предприятия (Q = 0), а пред-
полагает регулирование выброса в пределах
Q =

(
0, Q̄i

)
.

7. Результаты численных
экспериментов

7.1. Фотохимическое загрязнение
атмосферы

Расчеты проводились для двух регио-
нов: Хьюстона–Гальвестона (США) и Моск-
вы. Для первого региона данные о выбро-
сах газовых веществ от точечных и площад-
ных источников задавались из базы данных
COAST (6–11 сентября 1993 г.) В этот пери-
од наблюдались высокие концентрации озо-
на в нижних слоях атмосферы. Рассматри-
ваемая область охватывает 320×240 км с го-
ризонтальными шагами 4 км, а по вертика-
ли — переменные шаги (верхняя граница об-
ласти интегрирования расположена на вы-
соте 2,3 км). Количество узловых точек —
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82×62×15. Цель этих экспериментов состояла
в том, чтобы наряду с фотохимическим меха-
низмом показать и влияние атмосферной цир-
куляции на пространственно-временную из-
менчивость газовых примесей в рассматри-
ваемом регионе. На рис. 1–2 приведены по-
ля концентрации NO2, озона и изопрена при
t = 12 ч (рис. 1) и 24 ч (рис. 2) в единицах
ppb.

Результаты численных экспериментов по-
казали существенную суточную и простран-
ственную изменчивость концентраций озона и
других газовых примесей, что отчасти явля-
ется следствием влияния атмосферной цирку-
ляции в мезомасштабном пограничном слое и
конкретной динамики их концентраций из-за
переноса и фотохимической трансформации
веществ. Полученные результаты свидетель-
ствуют также о существенном влиянии изме-
нений в выбросах окислов азота и летучих
органических соединений на кинетику обра-
зования радикалов OH и HO2 — важнейших
промежуточных частиц. На рис. 3 приведе-
ны профили временной изменчивости средне-
часовых концентраций озона в сопоставлении
результатов расчета с данными наблюдений
для интервалов времени несколько дней. Со-
поставление показало их хорошее качествен-
ное и количественное согласие.

Следующие численные эксперименты
проводились для г. Москвы и окружающего
региона с целью исследования характеристик
вторичного загрязнения атмосферы, обуслов-
ленного фотохимической трансформацией и
образованием сульфатных аэрозольных ча-
стиц. Задавались мощности выбросов (SO2,
NO, NO2) при эксплуатации нескольких мос-
ковских ТЭЦ. На рис. 4 показаны векторные
поля течения скорости ветра на высоте 250 м
в моменты времени t = 14 и t = 22 ч. На рис. 5
представлено поле SO2 на высоте 350 м.

Проведены две серии численных экспери-
ментов: первая — в рамках трехмерной моде-
ли гидротермодинамики атмосферы с учетом
фотохимической трансформации и переноса,
вторая — образования сульфатных аэрозоль-
ных частиц в регионе г. Москвы. Схема реа-
лизации включает три основных этапа:

– моделирование атмосферной циркуля-
ции для рассматриваемого региона при задан-
ных параметрах подстилающей поверхности и
фонового движения атмосферы;

– моделирование переноса от точечных
источников, расположенных в городе, и
трансформации многокомпонентных загряз-
няющих газовых примесей на фоне атмосфер-
ной циркуляции;

– моделирование формирования частиц
новой фазы, обусловленной бинарной нуклеа-
цией при наличии инородных частиц и кине-
тическими процессами конденсации и коагу-
ляции.

Численные эксперименты проводились
при следующих значениях параметров: шаг
по времени — 600 с, шаги по горизонтали —
4 000 м, количество вертикальных уровней (с
переменными шагами) — 20, верхняя грани-
ца — 2 000 м. Масса частиц изменяется в
логарифмическом масштабе 2gi = gi+1, где
i и i + 1 — последовательные фракции в
шкале линейных размеров (диаметров). По-
следовательные фракции связаны соотноше-
нием 3

√
2di = di+1. Число фракций — 40,

dmin = 1 nm, dmax = 8, 1 µm.
На рис. 5 показано поле концентрации па-

ров серной кислоты на высоте z = 250 м в
момент времени t = 14 ч.

Так как наибольший интерес для форми-
рования нуклеационных частиц представля-
ют серная кислота и вода, поля других газо-
фазных веществ, образующихся после фото-
химических реакций, не приводятся.

На рис. 6 представлен критический ради-
ус частиц.

На рис. 7 изображен рост числа частиц с
радиусом r = 0,185 µm благодаря конденсации
и коагуляции (z = 250 м, t = 48 ч).

7.2. Черноморский бассейн

С использованием сопряженных функций
проведены численные эксперименты по оцен-
ке чувствительности антропогенной нагрузки
на бассейн Черного моря и вклада каждого
из сопредельных государств. Расчеты прово-
дились при следующих входных параметрах:
число узлов сеточной области по долготе —
65, по широте — 41, по высоте — 15 (с перемен-
ным шагом до высоты около 20 км), горизон-
тальный шаг по обоим направлениям — 1,25◦,
шаг интегрирования по времени — 30 мин.
На входе модели использовались метеороло-
гические данные ECMWF и данные EMEP по
эмиссиям SO2 для стран Европы. Численное
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Рис. 1. Концентрация озона (а), NO2 (б ) и изопрена (в) на высоте 10 м и t = 12 ч

Рис. 2. Концентрация озона (а), NO2 (б ) и изопрена (в) на высоте 10 м и t = 24 ч

моделирование распространения SO2 в Евро-
пейском регионе велось в области Северно-
го полушария. На рис. 8 представлена гисто-
грамма, показывающая в процентном отноше-
нии вклад государств, окружающих Черное
море, в общее загрязнения бассейна. На рис. 9
дано поле функции чувствительности бассей-
на Черного моря к загрязнению.

7.3. Оптимизация мощности источников
в г. Москве

На первом этапе решалась задача гидро-
термодинамики для пяти характерных для
данной местности направлений фонового по-
тока: восточного (В), северо-западного (СЗ),
юго-западного (ЮЗ), северо-восточного (СВ)
и юго-восточного (ЮВ).

На следующем этапе решалась задача пе-
реноса и диффузии примеси. В качестве за-
грязняющих источников были выбраны Мос-
ковский нефтеперерабатывающий завод, ком-
плекс заводов ЗИЛ и Московская мусоросжи-
гательная станция. Они расположены в узлах
сетки (14, 8, 3), (12, 9, 3) и (9, 16, 3) соответ-
ственно.

На рис. 10 показано расположение источ-
ников примеси и защищаемых от загрязнения
областей. На фоне сформировавшихся полей
течения при разных направлениях фонового
потока вычислялись поля концентрации при-
месей.

Третьим этапом численных эксперимен-
тов было решение задачи оптимизации ущер-
ба, наносимого примесями. При решении за-
дачи использовались данные Гидрометцен-
тра России о среднегодовой розе ветров в
г. Москве и Московской области. Для вычис-
ления суммарных объемов загрязнения в раз-
личных зонах рассматриваемой области по-
ля концентраций примесей, полученные в ре-
зультате решения задач переноса и диффу-
зии, складывались с весами, соответствующи-
ми розе ветров.

В численных экспериментах весовая
функция p(x, y) была взята равной 0,3 в черте
города и 0,1 в остальной области. Вес парко-
вых зон был взят равным единице.

Численное решение задачи квадратичного
программирования показало, что при задан-
ном 10-кратном уменьшении ущерба в неохра-
няемой зоне (k = 0, 1) для минимизации
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Рис. 3. Сопоставление результатов расчета с данными наблюдений по среднечасовым концентрациям
озона: (а — результаты расчетов, б — данные наблюдений)

Рис. 4. Поле течения вектора скорости на высоте 250 м для момента времени 14 (а) и 22 ч (б )

Рис. 5. Поле концентрации серной кислоты
для z = 250 м, t = 22 ч

Рис. 6. Критический радиус кластера (нм)
для z = 250 м, t = 22 ч
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Рис. 7. Концентрация аэрозольных частиц с радиусом r = 0, 185 µm для z = 250 м, t = 48 ч

Рис. 8. Процентное соотношение вклада сопредельных
государств в общее загрязнения бассейна Черного моря

Рис. 9. Двумерные разрезы функции
чувствительности бассейна Черного моря

к загрязнению в плоскости (x, y)
для интервала времени 60 дней

Рис. 10. Расположение источников примеси и защищаемых от загрязнения областей
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ущерба в охраняемых областях необходимо
регулирование источников.

Приведены данные для Битцевского пар-
ка:

Источник Q Q− Q/Q−

Нефтеперера-
батывающий
завод

223,78 3 278 0,07

Мусоросжи-
гательная
станция

1167,13 3 514 0,33

ЗИЛ 195,27 3 086 0,06

Таким образом, наибольшее влияние на
Битцевский парк оказывают первый и третий
источники, следовательно, их мощность нуж-
но ограничить до 10%. Второй же источник
достаточно отрегулировать до 35%.

Представим аналогично расчеты для пар-
ка Лосиный остров.

Источник Q Q− Q/Q−

Нефтеперера-
батывающий
завод

1446,90 3 278 0,44

Мусоросжи-
гательная
станция

418,75 3 514 0,12

ЗИЛ 471,62 3 086 0,15

Как видим, на Лосиный остров наиболь-
шее влияние оказывает мусоросжигательная
станция, чью мощность следует ограничить
практически до 10% нынешней мощности.
Нефтеперерабатывающий завод влияет в го-
раздо меньшей степени, и его мощность мож-
но снизить только до 45%.

Заключение

В статье демонстрируются некоторые воз-
можности математических моделей для реше-
ния задач экологического прогнозирования.
Выявлены взаимосвязи между гидродинами-
ческими, фотохимическими и кинетически-
ми процессами аэрозолеобразования. Эти вза-
имосвязи дают представление об изменени-
ях динамического, химического и аэрозольно-
го фона в климатической системе, обуслов-
ленных влиянием антропогенных факторов.
На базе математических моделей проведены
численные расчеты при различных сценари-
ях антропогенной нагрузки. Количественно

и качественно проанализированы возможные
механизмы вторичного загрязнения атмосфе-
ры: продукты трансформации могут оказать-
ся более токсичными, чем первоначальные
выбросы.

На базе сопряженных функций исследова-
на функция чувствительности отдельных ре-
гионов к загрязнению, а также решена опти-
мизационная задача по регулированию мощ-
ности источников с целью уменьшения ущер-
ба, наносимого окружающей среде.

Результаты численных экспериментов по-
казывают, что только в идеализированных
условиях можно фиксировать основные ме-
ханизмы, ответственные за трансформацию
газовых примесей и аэрозолей. На практи-
ке каждый регион характеризуется своими
особенностями метеорологического режима и
состава выбросов. Следовательно, в модели
необходимо вводить некоторую избыточность
в описании схем химических реакций и кине-
тических механизмов аэрозолеобразования и
в возможностях перестройки самих моделей в
зависимости от конкретных условий.
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