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Dispersive properties of two symmetric composites from carbon-epoxy AS4/3502 considered
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В последнее время композитные материа-
лы все чаще находят свое применение в авто-
мобильной промышленности, самолетострое-
нии и других областях. Все более широкое
использование волокнистых композитов свя-
зано с высокой прочностью и легкостью из-
готовляемых из них конструкций. Такие кон-
струкции на 50% легче аналогичных, изго-
товленных из стали, и на 25% — изготов-
ленных из алюминия. К недостаткам мож-
но отнести большие расходы на изготовле-
ние. Моделирование конструкций из волок-
нистых композитов также связано с высоки-
ми вычислительными затратами. Волокни-
стые композиты представляют собой струк-
туры, механические свойства которых зави-
сят от ориентации волокон и их свойств, а
также вещества, в которое эти волокна по-
мещаются. Как упругие материалы они об-
ладают анизотропией.

Одна из важнейших задач, стоящих пе-
ред исследователями — создание новых эф-
фективных вычислительных методов для
расчета напряженно-деформированного со-
стояния конструкций из композитных ма-

териалов. Все более актуальным является
также разработка методов неразрушающего
контроля [1, 2] и мониторинга технического
состояния [3], которые, как правило, осно-
ваны на анализе распространения упругих
волн в слоистых структурах.

Наибольшие успехи достигнуты в ис-
следовании свойств изотропных материа-
лов [4, 5]. Множество публикаций посвяще-
но рассмотрению задач о колебаниях слои-
стых анизотропных сред [5–7]. Для расче-
та воздействия нагрузок на композиты за-
частую инженеры-разработчики ограничива-
ются лишь достаточно простым и удобным
в применении методом конечных элементов,
который, как показывает практика, не все-
гда может быть применим или же требует
слишком больших временных затрат. Невоз-
можность применения общего конечноэле-
ментного подхода привела к рассмотрению
адаптированного для задачи распроcтране-
ния волн полуаналитического метода конеч-
ных элементов [8]. Для анализа распростра-
нения волн используются также метод ко-
нечных разностей, метод граничных элемен-
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тов и их модификации, метод преобразова-
ний Фурье [6, 9]. Большое количество пуб-
ликаций и исследований по данной темати-
ке в последние годы свидетельствует о том,
что по-прежнему актуальной остается раз-
работка новых аналитических и численно-
аналитических методов анализа волновых
процессов в анизотропных средах.

Одним из первых этапов в решении та-
ких задач, как правило, является исследова-
ние дисперсионных свойств материала. В за-
висимости от применяемого метода получа-
ют различные формы дисперсионных урав-
нений, решение которых дает фазовые скоро-
сти или волновые числа — величины, харак-
теризующие упругую среду вне зависимости
от источника возбуждения волн.

В данной работе анализ дисперсион-
ных свойств упругих волноводов сводится к
численному анализу вещественных полюсов
символа Фурье матрицы Грина пакета ани-
зотропных слоев.

Для однородного изотропного полупро-
странства и слоя явный вид матрицы Гри-
на приведен в [4,5]. При зависимости свойств
среды от глубины (стратифицированная сре-
да [4]) или пространственных координат
(анизотропия), а также в слоистых средах и
средах со сложными физико–механическими
свойствами (термоупругие, электроупругие,
термоэлектроупругие и т. п.) построение мат-
рицы Грина становится достаточно сложной
задачей, которая успешно решена в рабо-
тах [5, 6].

1. Формулировка задачи и метод
исследования

Пусть среда представляет собой пакет од-
нородных слоев{
−∞ 6 x1, x2 6∞, x(n+1)

3 6 x3 6 x
(n)
3

}
n = 1, N, x

(1)
3 = 0; x

(N+1)
3 = −h

с упругими тензорами C
(n)
ijnk и плотностями

ρ(n). Здесь и далее верхний индекс соответ-
ствует номеру слоя.

Гармонические колебания среды возбуж-
даются поверхностными механическими ис-
точниками, действующими в ограниченной
области Ω плоскости x3 = 0, и описывают-
ся следующими уравнениями (общий множи-
тель exp(−iωt) всюду опущен):

∂σ
(n)
jk

∂xk
+ ρ(n)ω2u

(n)
j = 0 (1.1)

(i, j, k,m = 1, 2, 3; n = 1, N),

σ
(n)
ji = C

(n)
kmji

∂u
(n)
m

∂xk
. (1.2)

Здесь σ(n)
ij — тензор напряжений, u(n)

j — ком-
поненты вектора перемещений, ρ(n) — плот-
ность материала, ω — круговая частота.

Граничные условия в плоскости
x3 = x

(1)
3 = 0 имеют вид

σ
(1)
j3 = 0, (1.3)

(x1, x2) ∈ Ω (j = 1, 2, 3).

В области Ω задан вектор поверхностных на-
грузок q:

qi = qi(x1, x2), (1.4)

(x1, x2) ∈ Ω (i = 1, 2, 3).

Граничные условия в основании слоя
x3 = x

(N+1)
3 = −h могут быть различными.

Рассмотрим три варианта.
Слой жестко сцеплен с недеформируе-

мым основанием, механические смещения в
основании слоя равны нулю

u
(N)
1 = u

(N)
2 = u

(N)
3 = 0. (1.5)

Слой имеет механически свободную нижнюю
грань

σ
(N)
13 = σ

(N)
23 = σ

(N)
33 = 0. (1.6)

Слой лежит на жестком основании без тре-
ния

σ
(N)
13 = σ

(N)
23 = u

(N)
3 = 0. (1.7)

Из физических соображений необходимо вы-
полнение условий убывания на бесконечно-
сти

u→ 0 при r =
√
x2

1 + x2
2 + x2

3 →∞. (1.8)

Методами преобразований Фурье представ-
ление решений краевых задач (1.1)–(1.8) мо-
жет быть получено в виде интегралов Фурье

u
(n)
i (x1, x2, x3) =

1

4π2

∫
Γ1

∫
Γ2

K
(n)
ij (α1, α2, x3)×

×Qj(α1, α2) exp(−i (α1x1 + α2x2))dα1dα2,
(1.9)

(i, j = 1, 2, 3).
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ЗдесьKmn — двукратное преобразование Фу-
рье матрицы Грина kij , символ матрицы Гри-
на Kmn = Fx1x2 [kmn]. Вектор Q с компонен-
тами Qj = Fx1x2 [qj ] — образ Фурье векто-
ра q (1.4). В формуле (1.9) Γ1, Γ2 — конту-
ры интегрирования, частично отклоняющие-
ся от вещественных осей при обходе полюсов
Kmn в соответствии с принципом предельно-
го поглощения [4,5].

2. Символ Фурье матрицы Грина
анизотропного упругого слоя

Опишем схему построения символа мат-
рицы Грина однородного анизотропного
слоя. Применяя двукратное преобразова-
ния Фурье к уравнениям (1.1), получа-
ем систему обыкновенных дифференци-
альных уравнений второго порядка от-
носительно трехкомпонентного вектора
U = Fx1x2 [u] = {U1, U2, U3}T — символа век-
тора перемещений

AU + iBU
′
x3 − JU

′′
x3 = 0. (2.1)

Здесь A, B, G — симметричные матрицы

Ajs = −Cnsrjαrαn + δjsρω
2

(r, n = 1, 2; j, k, s,m = 1, 2, 3),

Bjk = −αn(Ckn3j + Ck3nj), Jjk = −C3k3j ,

δjl — символ Кронекера.
Умножая выражение (2.1) сле-

ва на J−1, относительно вектора
U = {U1, U2, U3, U

′
1, U

′
2, U

′
3} получаем систе-

му первого порядка

dU

dx3
= MU (2.2)

с матрицей M

M =

 O
... I

· · · · · · · · ·
J−1A

... iJ−1B

 , (2.3)

где I, O — единичная и нулевая матрицы со-
ответственно.

Решение системы (2.2) приводит к про-
блеме на собственные значения вида

(M− λI)p = 0. (2.4)

Образуем из собственных чисел λi и соб-
ственных векторов pi матрицы M (2.3) мат-
рицу L

L(x3) =

= {p1 exp(λ1x3), . . . ,p6 exp(λ6x3)} , (2.5)

столбцы которой являются фундаменталь-
ной системой решений (2.2) (предполагается,
что канонический вид M не содержит жор-
дановых клеток выше первого порядка, крат-
ность λi при этом может быть произволь-
ной).

Далее, матрица K является решением
вспомогательной задачи — K должна удовле-
творять матричному уравнению (2.1), гра-
ничным условиям на поверхности слоя x3 = 0

R

(
K(0)

K′x3(0)

)
= I (2.6)

с единичной матрицей I в правой части и
условиям на нижней грани слоя x3 = −h

R̂

(
K(−h)

K′x3(−h)

)
= O.

Матрицы R, R̂ описываются ниже. Уравне-
ние (2.6) соответствует следующим гранич-
ным условиям:

Fx1x2 [σj3] = 1, x3 = 0 (j = 1, 2, 3).

Матрица R в (2.6) получена двукратным
преобразованием Фурье Fx1x2 из выражений
(1.2)

Rjk = −iαnCknj3, Rj(k+3) = Ck3j3, (2.7)

(j, k = 1, 2, 3; n = 1, 2).

Будем искать K в виде линейных комбина-
ций столбцов L (2.5):

Kij = Lin(x3)Wnj

(i, j = 1, 2, 3; n = 1, 6)

с неизвестной матрицей W.
Первая часть системы уравнений для

матрицы W имеет вид

RjnLnk(0)Wkm = δjm (2.8)

(j,m = 1, 2, 3; n, k = 1, 6).

Вторая часть системы уравнений для матри-
цы W следующая:

R̂jnLnk(−h)Wkm = 0 (2.9)

(j,m = 1, 2, 3; n, k = 1, 6).
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Конкретный вид R̂ зависит от типа гранич-
ных условий (1.5)–(1.7) при x3 = −h. Для
случая (1.5) R̂ принимает следующие значе-
ния:

R̂ij = δij

(i = 1, 2, 3; j = 1, 6).

В случае (1.6) R̂ имеет вид

R̂ij = Rij

(i = 1, 2, 3; j = 1, 6).

Случаю (1.7) соответствует R̂

R̂ij = Rij

(i = 1, 2; j = 1, 6),

R̂3j = δ3j .

Обозначим через ∆ матрицу с элементами

∆jk = RjnLnk(0)

∆(j+3)k = R̂jnLnk(−h) (2.10)

(j = 1, 2, 3, n = 1, 6).

Из формул (2.8), (2.9) и (2.10) W выра-
жается следующим образом:

Wij = ∆−1
ij

(i = 1, 6;  = 1, 2, 3),

что и завершает построение K для слоя.

3. Символ Фурье матрицы Грина для
пакета анизотропных упругих слоев

В монографии [4] разработан устойчивый
алгоритм построения символа Фурье матри-
цы Грина многослойного изотропного полу-
пространства, не содержащий растущих экс-
понент ни на одном из этапов вычислений.
Описываемый далее метод является обобще-
нием данного алгоритма на случай пакетов
анизотропных слоев.

В каждом слое искомый вектор U(n) мож-
но представить следующим образом:

U(n) =

6∑
s=1

t(n)
s p(n)

s exp(λ(n)
s x3), n = 1, N,

где λ(n), p(n) — собственные значения и соб-
ственные векторы системы (2.4) для n-го
слоя.

На границах раздела слоев условия
непрерывности смещений и напряжений в
матричной форме принимают вид

R(n)U(n)
(
x

(n+1)
3

)
=

= R(n+1)U(n+1)
(
x

(n+1)
3

)
, (3.1)

U
(n)
j

(
x

(n+1)
3

)
= U

(n+1)
j

(
x

(n+1)
3

)
(j = 1, 2, 3; n = 1, N − 1),

где R(n) — (2.8), (2.9).
Относительно неизвестных векторов t(n)

равенства (3.1) приводят к линейным алгеб-
раическим уравнениям

C(n)(x
(n+1)
3 )t(n)−

−C(n+1)(x
(n+1)
3 )t(n+1) = 0, (3.2)

n = 1, N − 1

с матрицами C(n)(x3):

C(n)(x3) =

(
R(n)H(n)

H̃(n)

)
E(n)(x3) =

= C(n)(0)E(n)(x3), (3.3)

где H(n) — матрица, составленная из соб-
ственных векторов систем (2.4) p(n)

ij

H
(n)
ij = p

(n)
ij (i, j = 1, 6), (3.4)

H̃
(n)
ij = p

(n)
ij (i = 1, 2, 3; j = 1, 6).

В формуле (3.3) E(n)(x3) — диагональная
матрица с элементами

E
(n)
ii = exp(λ

(n)
i x3) (i = 1, 6), (3.5)

C(n)(0) =

(
R(n)H(n)

H̃(n)

)
,

t(n) = {t(n)
1 , . . . , t

(n)
6 }

T .

Условия (2.6) на поверхности пакета слоев
x

(1)
3 = 0 относительно t(1) приобретают вид

St(1) = R(1)H(1)t(1) = ek,

ek = {δ1k, δ2k, δ3k}T , (k = 1, 2, 3).
(3.6)

Соотношения (3.2) представляют собой си-
стему с блочно-диагональной матрицей P

PT = E, (3.7)
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где

P =


S O
P1

2 −P2
2

...
PN−1
N −PN

N
O PN

N+1

 ,

Pj
i = C(j)(x

(i)
3 ),

T =


t(1)

t(2)

...
t(N−1)

t(N)

 , E =


ek
0
...
0
0

 .

Соотношения (3.7) позволяют выразить t(n)

через t(n+1)

t(n) =

= C(n)(x
(n+1)
3 )−1C(n+1)(x

(n+1)
3 )t(n+1) (3.8)

и последовательно все t(n) через t(N). В част-
ности, для t(1)

t(1) =
(
C(1)

(
x

(2)
3

))−1
C(2)

(
x

(2)
3

)
×

×
(
C(2)

(
x

(3)
3

))−1
C(3)

(
x

(3)
3

)
. . .(

C(N−1)
(
x

(N)
3

))−1
C(N)

(
x

(N)
3

)
t(N) ≡

≡ D̃t(N). (3.9)

Для нахождения t(N) подставляем (3.9) в
(3.6) и, с учетом последнего уравнения (3.7),
получаем систему(

SD̃

C(N)
(
x

(N+1)
3

)) t(N) =

(
ek
0

)
, (3.10)

(k = 1, 2, 3).

После решения (3.10) остальные t(n) опре-
деляются из соотношений (3.8). На этом ос-
новная часть алгоритма вычисления матри-
цы K завершается. Дальнейшие преобразо-
вания необходимы для расширения диапазо-
на аргументов α, ω, в котором вычисления
матрицы K остаются значимыми. Растущие
при увеличении α, ω показатели экспонент
λ(n) (2.4), входящие в матрицы C, E быст-
ро приводят к переполнению разрядных се-
ток при машинных вычислениях. Необходи-
мость в такого рода преобразованиях часто

появляется при непосредственных вычисле-
ниях контурных интегралов, оценке асимп-
тотик и т. д.

Введем новые неизвестные S̃(n)

t(n) = G
(
x

(n+1)
3

)
S̃(n),

где G — диагональная матрица:

Gii = exp
(

(λ̂(n) − λ(n+1)
i )x

(n+1)
3

)
(3.11)

(i = 1, 6).

В последней формуле λ̂(n) — собственное чис-
ло системы (2.4) для n-го слоя с наибольшей
действительной частью. Данная замена при-
водит к выносу экспонент из матриц C(n)

C(n)
(
x

(n+1)
3

)
t(n) =

= exp
(
λ̂(n)x

(n+1)
3

)
C(n)(0)S̃(n),

C(n+1)
(
x

(n+1)
3

)
t(n+1) =

exp
(
λ̂(n+1)x

(n+1)
3

)
C(n+1)(0)E(n+1)S̃(n+1),

где E(n+1) — диагональная матрица с элемен-
тами

E
(n+1)
ii =

= exp
((
λ̂(n+1) − λ(n+1)

i

)(
x

(n+2)
3 − x(n+1)

3

))
(i = 1, 6).

Так как

Re λ̂(n+1) > Reλ
(n+1)
j и x(n+2)

3 − x(n+1)
3 < 0,

то элементы E(n+1) по модулю не превышают
единицы.

Ниже описывается аналогичный приве-
денному в [4] алгоритм построения символа
матрицы Грина для пакета слоев, получен-
ный на основе указанной замены и позволя-
ющий избавиться от растущих экспонент на
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всех этапах вычислений.

1. Dn =
(
C(n)(0)

)−1
C(n+1)(0)E(n+1)

(n = 1, N − 1), N > 2,

2. D = D1D2 . . .DN−1,

3. SN = M−1

(
ek
0

)
=

=

 SG
(
x

(2)
3

)
D

C(N)
(
x

(N+1)
3

)
G−1

(
x

(N+1)
3

)−1(
ek
0

)
(k = 1, 2, 3),

4. Sn = DnSn+1 (n = N − 1, 1),

5. U(n)(x3) = H(n)Y(n)(x3)Sn.
(3.12)

Здесь Y(n) — диагональная матрица

Y
(n)
ii = exp(λ

(n)
i x3 + (λ̂(n) − λ(n)

i )x
(n+1)
3 − Σn)

(i = 1, 6)

Σn =
n−1∑
k=1

(λ̂(k+1)λ̂(k))x
(k+1)
3 , Σ1 = 0, (3.13)

Sn = S̃n exp(Σn).

Элементы матриц H(n), G даются формула-
ми (3.4) и (3.11) соответственно. Последнюю
формулу (3.12) можно записать следующим
образом:

U(n)(x2) = H(n)Y(n)(x3)Dn . . .

. . .DN−1M
−1

(
ek
0

)
.

Вектору
(

ek
0

)
соответствует столбец матри-

цы Грина, поэтому для слоя с номером n

K(x3) = H(n)Y(n)(x3)DnDn+1 . . .

. . .DN−1M
−1

(
I
O

)
, (3.14)

x
(n+1)
3 6 x3 6 x

(n)
3 ,

где I, O — единичная и нулевая матрицы со-
ответственно.

Обозначим через D̃n матрицу

D̃n = Ỹ(n)DnDn+1 . . .DN−1M
−1

(
I
O

)
,

где Ỹ(n) — диагональная матрица с элемен-
тами

Ỹ
(n)
ii = exp

(
(λ̂(n) − λ(n)

i )x
(n+1)
3 − Σn

)
,

i = 1, 6.

Здесь Σn дается соотношениями (3.13). Те-
перь формула (3.14) приобретает оконча-
тельный вид

K(x3) = K(n)(x3) = H(n)E(n)(x3)D̃n,

x
(n+1)
3 6 x3 6 x

(n)
3 .

4. Численные примеры

Далее рассматривается задача (1.1)–(1.4)
с граничными условиями (1.6), когда нижняя
граница пакета слоев свободна от напряже-
ний.

В такой постановке волновые поля, воз-
буждаемые в композите, представляют собой
обобщенные волны Лэмба [2, 12], определяе-
мые механическими свойствами слоев, векто-
ром прикладываемой нагрузки qj(x, y) (1.4) и
формой области Ω.

При переходе к системе координат

x1 = r cosβ, x2 = r sinβ, x3 = z,

r =
√
x2

1 + x2
2, β = arctg

x2

x1
,

α1 = α cos γ, α2 = α sin γ,

α =
√
α2

1 + α2
2, γ = arctg

α2

α1

интегральное представление (1.9) векто-
ра механических смещений точек среды
u(r, β, z) можно представить в виде [4, 5]

u
(n)
i (r, β, z) =

1

4π2

2π∫
0

∫
Γ

K
(n)
ij (α, γ, z)Qj(α, γ)×

× exp(−iαr cos(γ − β))αdαdγ,

m, n = 1, 2, 3,

где Γ — контур интегрирования, частично от-
клоняющийся от вещественной оси при обхо-
де особенностей Kmn в соответствии с прин-
ципом предельного поглощения [4,5].

В пространственной постановке диспер-
сионное уравнение для волн Лэмба в пла-
стине из материала с произвольной анизо-
тропией было получено в работе [12].
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Рис. 1

В рассматриваемом случае дисперсион-
ные свойства пакета слоев определяются ну-
лями определителя системы (3.7) [4]. Приме-
няя правило Крамера для решения систем
(3.7), получим

K
(n)
ij (α, γ, x3, ω) =

=
1

det P(α, γ, ω)
K̃

(n)
ij (α, γ, x3, ω).

Элементы блочных матриц S, C(i)(x
(j)
3 ), вхо-

дящих в состав P, непрерывны, поэтому и
K̃

(n)
ij как алгебраические дополнения соот-

ветствующих элементов P — непрерывные
функции. Тогда из последнего соотношения
следует, что полюсы элементов матрицы K
удовлетворяют дисперсионному уравнению

det P(α, γ, ω) = 0. (4.1)

Для поиска корней уравнения (4.1) использо-
вался алгоритм, основанный на методе Мюл-
лера [13]. Этот метод также позволяет отыс-
кать характеристические поверхности в про-
странстве (γ, ω) для заданного диапазона ча-
стот ω. Сечение полученных поверхностей
плоскостью γ = γ0 дает дисперсионные кри-
вые материала для выбранного направле-
ния γ0. Сечение дисперсионных поверхностей
плоскостью ω = ω0 дает кривые, показываю-
щие изменение волновых чисел в зависимо-
сти от направления 0 6 γ 6 2π.

В расчетах рассматривались два симмет-
ричных композиционных материала, некото-
рые волновые свойства которых исследованы
в статье [7] теоретически, численно и экспе-
риментально. Первый — четырехслойный I:

[+45/−45/−45/+45], второй — восьмислой-
ный II: [+45/−45/0/+90/+90/0/−45/+45].
Запись структуры композита в виде
[ϕ1/ . . . /ϕm/ . . . /ϕn] означает, что каждый
слой с номером m = 1, . . . , n повернут на
соответствующий угол ϕm относительно вы-
бранной оси. Каждый из слоев представлен
ортотропным материалом AS4/3502, повер-
нутым вокруг оси x3 на соответствующий
угол относительно исходной установки. При
поворотах тензор упругих модулей пересчи-
тывается известным образом [14]

C
(n)
ijkm = dpidqjdrkdsmC

′(n)
pqrs,

где C ′(n)
pqrs — тензор модулей упругости в ис-

ходной системе координат, C(n)
ijkm — тензор

модулей упругости в повернутой системе ко-
ординат, dij — матрица поворота.

В работе [7] упругие модули материала
AS4/3502 заданы в виде инженерных кон-
стант [10]. Переход от инженерных констант
к упругим модулям выполняется согласно
формулам, описанным в [10]. Приведем плот-
ность и пересчитанные значения упругих мо-
дулей для данного материала

C11 = 1, 308, C12 = C13 = 0,05263,

C22 = C33 = 0,1299, C23 = 0,04556,

C44 = 0,0375,

C55 = C66 = 0,0597(×1011Па),

ρ = 1 578 кг/м3.

Переход от матрицы упругих модулей к тен-
зору осуществляется по формулам [14]

Сijnm ↔ Cab
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Рис. 2

(i, j ↔ a = 1, 6; n,m↔ b = 1, 6),

где соответствие единичных индексов a, b и
пар индексов ij, nm имеет вид: 1 ↔ 1, 1;
2 ↔ 2, 2; 3 ↔ 3, 3; 4 ↔ 2, 3; 3, 2; 5 ↔ 3, 1; 1, 3;
6↔ 1, 2; 2, 1.

Матрица K для пакета слоев рассчиты-
валась по формулам (3.3)–(3.14). На рис. 1
представлены фазовые скорости (обозначены
звездочками), наложенные на соответствую-
щие графики из статьи [7]. Данные кривые
представляют собой безразмерные скорости
cp/cT симметричных и антисимметричных
мод для безразмерной частоты ωh/cT , где
cT =

√
G12/ρ, h — полная толщина пакета,

G12 = 3, 75 × 109 Па — одна из инженерных
констант материала [7]. Размерные фазовые
скорости имеют вид vk(γ, ω) = ω/ζk(γ, ω), ве-
щественные полюсы матрицы Грина ζk(γ, ω)
являются корнями уравнения (4.1). Левая
часть рис. 1 соответствует скоростям волн,
распространяющимся в композите I в плоско-
сти xOy под углом γ = π/6 к оси Ox. В пра-
вой части рис. 1 представлены скорости волн
в композите II, распространяющихся вдоль
прямой под углом γ = π/4 к оси Ox в плос-
кости xOy.

Обозначения Sn соответствуют продоль-
ным волнам, An — поперечным, SHn — го-
ризонтальным сдвиговым волнам.

На рис. 2 представлены безразмерные
скорости распространения волн в зависимо-
сти от направления распространения — уг-
ла γ для безразмерной частоты ωh/cT = 4 в

композите I (слева) и ωh/cT = 1, 78 для ком-
позита II (справа) соответственно. Как видно
из приведенных графиков (рис. 1, 2), (1.2),
качественно результаты совпадают.

Рассматривался также более простой
пример однослойного композита AS4/3502.
На рис. 3 приведены дисперсионные поверх-
ности ζ(ω, γ) для ω 6 1 — участка суще-
ствования только 3 фундаментальных мод —
поперечной A0 (внутренняя поверхность по-
люсов ζ1), продольной S0 (внешняя поверх-
ность ζ3), и горизонтальной сдвиговой SH0

(средняя поверхность ζ2). В практических
задачах неразрушающего контроля наиболее
существенное значение играет мода A0, по-
скольку экспериментально наиболее просто
измеряются вертикальные перемещения uz.
В этой компоненте основную роль играет
именно поперечная (антисимметричная) мо-
да. Горизонтально поляризованные продоль-
ная мода S0 и сдвиговая мода SH0 распро-
страняются быстрее моды A0 (рис. 1, 2, 4).
Обычно амплитуда вызываемых ими колеба-
ний среды мала, вследствие чего обе моды го-
раздо хуже поддаются экспериментальному
определению и практического применения в
теории неразрушающего контроля не имеют.

На рис. 3 представлены волновые числа
в виде линий уровня (справа) и поверхно-
стей (слева). Как видно, для трех главных
мод в диапазоне низких частот волновые чис-
ла практически линейно зависят от частоты
ω. В зависимости от угла распространения
γ картина волновых чисел однородная, раз-
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Рис. 3

личия в разных направлениях объясняются
преимущественно анизотропией материала.

На рис. 4 представлены фазовые скорости
для однослойного материала AS4/3502 в ви-
де поверхности cp(ω, γ) (слева), в правой ча-
сти эти же поверхности изображены линиями
уровня. Фазовые скорости мод S0 (внешняя
поверхность, слева) и SH0 (средняя поверх-
ность, слева) для низкочастотного диапазона
представляют собой почти постоянные зна-
чения — их волновые числа в этом диапа-
зоне растут с частотой линейно. Мода A0

(внутренняя поверхность, слева) с уменьше-
нием частоты имеет меньшую скорость рас-
пространения. В представленном материале
скорость моды A0 не имеет сильной зави-
симости от направления распространения γ,
как и в ранее описанных многослойных ком-
позитах на основе AS4/3502.
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