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The work offers generalization of the decomposition method for the non-singular-
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Введение

При математическом моделировании раз-
личных задач мембранной электрохимии, на-
нотехнологий возникает необходимость ре-
шения краевых задач для системы уравнений
Нернста–Планка и Пуассона.

Структура этих уравнений неудобна для
применения численных методов. Кроме того,
при естественной нормировке, возникает ма-
лый параметр при операторе Лапласа в урав-
нении Пуассона. В связи с этим актуальной
является проблема преобразования системы
уравнений Нернста-Планка и Пуассона к бо-
лее удобному виду.

Для одномерного случая в работах [1, 2]
был предложен метод декомпозиции, исполь-
зование которого привело фактически к со-
зданию теории переноса произвольного элек-
тролита [3–6].

В данной работе предлагается обобщение
метода декомпозиции на неодномерный слу-
чай. Полученные декомпозиционные уравне-
ния содержат неизвестную вектор-функцию
плотности тока.

В работе предлагается вывод нового урав-
нения для плотности тока из исходной си-
стемы уравнений Нернста-Планка-Пуассона,
которое обеспечивает замыкание системы де-
композиционных уравнений, гарантируя тем
самым полную декомпозицию.

Эта система уравнений удобна при по-
становке различных модельных задач, для
численного и асимптотического решений, что
показано на примере вывода и решения двух
модельных задач.

1. Декомпозиция неодномерной
системы уравнений

Нернста–Планка–Пуассона

Исходная система уравнений Нернста-
Планка и Пуассона в отсутствии химических
реакций для бинарного электролита имеет
вид [7]

ji = − F

RT
ziDiCi gradϕ−Di gradCi+

+ CiV, (1.1)
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∂Ci

∂t
= −div ji, i = 1, 2, (1.2)

ε0∆ϕ = −F (z1C1 + z2C2) , (1.3)

где Ci и ji — концентрация и поток ионов, Di

и zi — коэффициенты диффузии и зарядовые
числа ионов i-го вида, ϕ — электрический по-
тенциал, F — число Фарадея, ε0 — диэлек-
трическая проницаемость вакуума, V — век-
тор скорости течения раствора электролита,
R — универсальная газовая постоянная, T —
абсолютная температура.

Обозначим через I плотность тока, обу-
словленного потоком ионов, а через E — на-
пряженность электрического поля, тогда

I = F (z1j1 + z2j2) , (1.4)

E = − gradϕ,

а уравнения (1.1) и (1.3) примут вид

ji =
F

RT
ziDiCiE−Di gradCi + CiV, (1.5)

i = 1, 2,

ε0 div E = F (z1C1 + z2C2) . (1.6)

Покажем, что вместо исходной системы
уравнений (1.2), (1.5), (1.6) для определения
неизвестных C1, C2, j1, j2, E можно полу-
чить два уравнения для двух неизвестных
функций, после решения которых, остальные
неизвестные могут быть найдены по форму-
лам или по отдельным независимым урав-
нениям, то есть, что можно произвести рас-
щепление (декомпозицию) исходной системы
уравнений.

Обозначим C1 + C2 = S0,

z1C1 + z2C2 = S1 =
ε0
F

div E.

Отсюда следует

C1 = − z2
z1 − z2

S0 +
ε0

F (z1 − z2)
div E, (1.7)

C2 =
z1

z1 − z2
S0 −

ε0
F (z1 − z2)

div E. (1.8)

С учетом (1.7), (1.8) путем непосредственных
вычислений проверяем справедливость фор-
мул

D1C1 +D2C2 = −d1S0 +
ε0
F
d2 div E, (1.9)

D1z1C1 +D2z2C2 = −d2z1z2S0+

+
ε0
F
d3 div E, (1.10)

D1z
2
1C1 +D2z

2
2C2 = −d3z1z2S0+

+
ε0
F
d4 div E, (1.11)

где

d1 =
D1z2 −D2z1
z1 − z2

, d2 =
D1 −D2

z1 − z2
,

d3 =
D1z1 −D2z2
z1 − z2

, d4 =
D1z

2
1 −D2z

2
2

z1 − z2
.

Сложим уравнения (1.2) (i = 1 и i = 2)

∂S0
∂t

= −div(j1 + j2). (1.12)

Умножим каждое из уравнений (1.2) на
соответствующие зарядовые числа zi и сло-
жим. В результате, с учетом (1.6) и формулы
(1.4) получим

ε0
∂

∂t
div E = −div I. (1.13)

Пусть Φ = ε0
∂E

∂t
+ I — общий ток, состо-

ящий из тока смещения ε0
∂E

∂t
и тока I, обу-

словленного потоком ионов. Тогда из (1.13)
следует div Φ = 0 и уравнение (1.13) заме-
ним системой из двух уравнений

ε0
∂E

∂t
= −I + Φ,

div Φ = 0. (1.14)

Первое из этих уравнений можно запи-
сать в виде

ε0
∂E

∂t
= −F (z1j1 + z2j2) + Φ. (1.15)

Подставим выражения j1, j2 в уравнения
(1.12) и (1.15)

∂S0
∂t

= − F

RT
div ((z1D1C1 + z2D2C2) E) +

+ ∆ (D1C1 +D2C2)− div(S0V), (1.16)

ε0
∂E

∂t
= − F

2

RT

(
z21D1C1 + z22D2C2

)
E+

+ F grad (z1D1C1 + z2D2C2)−
− ε0 (V div E) + Φ. (1.17)
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Воспользуемся теперь формулами (1.9)–
(1.11) и исключим C1, C2 из уравнений
(1.16)–(1.17):

∂S0
∂t

=
Fd2z1z2
RT

div (S0E)−

− ε0d3
RT

div(EdivE)− d1∆S0+

+
ε0d2
F

∆ (div E)− div(S0V), (1.18)

ε0
∂E

∂t
=
F 2d3z1z2
RT

S0E−

− Fε0d4
RT

E div E− Fd2z1z2 gradS0+

+ ε0d3d4∆E− ε0 (V div E) + Φ. (1.19)

Так как

div (E div E) = (div E)2 + (∆E,E) ,

(∆E,E) =
1

2
∆ ‖E‖2−||gradE1||2−‖gradE2‖2 ,

то уравнение (1.18) преобразуется к виду

∂S0
∂t

=
Fd2z1z2
RT

div (S0E)− ε0d3
RT

(div E)2−

− ε0d3
2RT

∆ ‖E‖2 +
ε0d3
RT
‖gradE1‖2 +

+
ε0d3
RT
‖gradE1‖2 − d1∆S0+

+
ε0d2
F

∆ (div E)− div(S0V). (1.20)

Введем в рассмотрение функцию

S̃ = S0 +
ε0d3

2d1RT
‖E‖2 . (1.21)

Тогда из (1.19), (1.20) получим систему урав-
нений относительно E и S̃

∂S̃

∂t
=
Fd2z1z2
RT

div
(
S̃E
)
−

− ε0Fd3
2d1R2T 2

div(‖E‖2 E)−

− ε0d3
RT

(div E)2 +
ε0d3
RT
‖gradE1‖2 +

+
ε0d2
F

∆ (div E)− div(S̃V)+

+
ε0d3

2d1RT
div(‖E‖2 V)− d1∆S̃+

+
ε0d3

2d1RT

∂

∂t
‖E‖2 , (1.22)

ε0
∂E

∂t
=
F 2d3z1z2
RT

S̃E− F
2ε0d

2
3z1z2

2d1R2T 2
E ‖E‖2−

− Fε0d4
RT

E div E− Fd2z1z2 grad S̃+

+
ε0Fd2d3z1z2

2d1RT
grad ‖E‖2 + ε0d3d4∆E−

− ε0 (V div E) + Φ. (1.23)

В систему уравнений (1.22), (1.23) наря-
ду с неизвестными функциями E и S̃ входит
и неизвестная общая плотность тока Φ. В [8]
были получены и исследованы системы урав-
нений, подобные (1.22), (1.23), в предположе-
нии о различных частных случаях функции
Φ.

Для решения задачи в общем виде систе-
ма уравнений (1.18), (1.19) должна быть до-
полнена уравнениями относительно вектор-
функции Φ. Одним из этих уравнений слу-
жит (1.14). Этого уравнения недостаточно
для однозначного определения Φ. Для одно-
значного определения Φ, действуя по анало-
гии с теоремой о решении обратной задачи
векторного анализа, найдем rot Φ.

2. Вывод уравнения для общей
плотности тока

Из определения Φ следует, что

rot Φ = ε0
∂

∂t
rot E + rot I,

так как E = − gradϕ, то rot E = 0, и следо-
вательно,

rot Φ = rot I.

Таким образом, достаточно получить вы-
ражение для rot I. Для удобства рассуж-
дений рассмотрим отдельно трехмерный и
двухмерный случаи вектора I.

В трёхмерном случае применим к уравне-
нию (1.4) операцию rot, тогда

rot I = Fz1 rot j1 + Fz2 rot j2.

Используя (1.5) запишем

rot ji =
F

RT
ziDi rot(CiE) + rot(CiV),

i = 1, 2.



Полная декомпозиция неодномерной системы уравнений Нернста–Планка–Пуассона. . . 35

Следовательно,

rot I =
F 2

RT
rot
((
z21D1C1 + z22D2C2

)
E
)

+

+ F rot ((z1C1 + z2C2) V) .

Так как rot(ua) = gradu× a + u rot a, то

rot I =
F 2

RT
grad(D1z

2
1C1 +D2z

2
2C2)E+

+ F grad(z1C1 + z2C2)V+

+ F (z1C1 + z2C2) rot V.

Исключим, как и выше, C1 и C2 с учетом
формул (1.6) и (1.11)

rot I =(
F

RT
grad(−Fd3z1z2S0 + ε0d4 div E)

)
E+

+ ε0∆E×V + ε0 div E× rot V.

Заменим S0, используя формулу (1.21),
тогда

rot I =
F

RT
grad×

×

(
− Fd3z1z2S̃ +

ε0Fd
2
3z1z2

2d1RT
‖E‖2 +

+ ε0d4 div E

)
×

×E + ε0∆E×V + ε0 div E× rot V.

В двумерном случае приведем аналогич-
ные преобразования, используя в качестве
rot I функцию

∂I2
∂x
− ∂I1
∂y

.

Из уравнения (1.4), получим

∂I2
∂x
− ∂I1
∂y

= Fz1

(
∂j12
∂x
− ∂j11

∂y

)
+

+ Fz2

(
∂j22
∂x
− ∂j21

∂y

)
. (2.1)

Воспользуемся (1.5), тогда

∂j12
∂x
− ∂j11

∂y
=

F

RT
z1D1 (gradC1,E)1 +

+ (gradC1,V)1 + C1

(
∂V2
∂x
− ∂V1

∂y

)
, (2.2)

∂j22
∂x
− ∂j21

∂y
=

F

RT
z2D2 (gradC2,E)1 +

+ (gradC2,V)1 + C2

(
∂V2
∂x
− ∂V1

∂y

)
, (2.3)

где для удобства записи использовано обо-
значение

(a,b)1 = a1b2 − a2b1.

Подставляя (2.2), (2.3) в (2.1), находим

∂I2
∂x
− ∂I1
∂y

=

=
F 2

RT
(grad

(
D1z

2
1C1 +D2z

2
2C2

)
,E)1+

+ F (grad(z1C1 + z2C2),V)1+

+ F (z1C1 + z2C2)

(
∂V2
∂x
− ∂V1

∂y

)
. (2.4)

Исключим теперь C1, C2 из (2.4), исполь-
зуя (1.6), (1.10)

∂I2
∂x
− ∂I1
∂y

=

=
F

RT
(grad (−Fd3z1z2S0 + ε0d4 div E) ,E)1+

+ ε0(∆E,V)1 + ε0 div E

(
∂V2
∂x
− ∂V1

∂y

)
.

(2.5)

С учетом формулы (1.21) уравнение (2.5)
преобразуется к виду

∂I2
∂x
− ∂I1
∂y

=
F

RT

(
grad

(
− Fd3z1z2S̃+

+
ε0Fd

2
3z1z2

2d1RT
‖E‖2 − ε0d4 div E

)
,E

)
1

+

+ ε0(∆E,V)1 + ε0

(
∂V2
∂x
− ∂V1

∂y

)
div E.

3. Модельные задачи

Для физико-химического анализа процес-
са переноса бинарного электролита важны
модельные задачи, выявляющие различные
факторы, действующие на изучаемый про-
цесс. Декомпозиционные уравнения (1.22),
(1.23) совместно с уравнением для общей
плотности тока удобны для формирования
таких модельных задач.
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3.1. Модельная задача с условием
электронейтральности

Вместо уравнения Пуассона (1.3) вос-
пользуемся условием электронейтральности

z1C1 + z2C2 = 0,

что формально эквивалентно ε0 = 0.
Система декомпозиционных уравнений в

этом случае значительно упростится.
В трехмерной постановке с учетом усло-

вия электронейтральности система декомпо-
зиционных уравнений примет вид

∂S̃

∂t
=
Fd2z1z2
RT

div
(
S̃E
)
−

− div(S̃V)− d1∆S̃, (3.1)

F 2d3z1z2
RT

S̃E− Fd2z1z2 grad S̃ + Φ = 0, (3.2)

div Φ = 0,

rot Φ = −F
2d3z1‘z2
RT

grad S̃ ×E.

Здесь
Φ = I,

S̃ = S0 =
z2 − z1
z2

C1 =
z1 − z2
z1

C2.

Отметим, что S0 можно выразить и через эк-
вивалентную концентрацию [7].

Подставляя S0E из уравнения (3.2) в
(3.1), получаем для S0 уравнение конвектив-
ной диффузии

∂S0
∂t

= div(S0V) +D∆S0, (3.3)

D =
D1D2(z1 − z2)
D1z1 −D2z2

,

E =
d2RT

Fd3S0
gradS0 +

RT

S0F 2d3z1z2
I, (3.4)

div I = 0, (3.5)

rot I = −F
2d3z1‘z2
RT

gradS0 ×E. (3.6)

В двухмерном случае имеем уравнения,
аналогичные уравнениям (3.3)–(3.5). Однако
вместо (3.6) будем иметь уравнение

∂I2
∂x
− ∂I1
∂y

= −F
2d3z1‘z2
RT

(gradS0,E)1 . (3.7)

Кроме того, из (3.5) следует существование
такой функции η, что

∂η

∂x
= I2,

∂η

∂y
= −I1. (3.8)

Тогда уравнение (3.5) выполняется автома-
тически, а из (3.7) получаем

∆η = −F
2d3z1‘z2
RT

(gradS0,E)1 . (3.9)

Уравнение (3.9) можно решать, например,
методом установления.

Таким образом, метод декомпозиции сво-
дит решение исходной системы уравнений
Нернста–Планка с условием электроней-
тральности к решению обычного уравнения
конвективной диффузии и уравнения (3.8).

Предложенные выше декомпозиционные
уравнения (3.3), (3.4), (3.8), (3.9) были ис-
пользованы совместно с системой уравнений
Навье–Стокса и уравнением теплопроводно-
сти при численном анализе решения гравита-
ционной конвекции в электромембранных си-
стемах [9] и позволили найти основные зако-
номерности переноса бинарного электролита
с учетом гравитационной конвекции, возни-
кающей вследствие джоулевского разогрева
электролита и изменения концентрационно-
го поля.

3.2. Простейшая модельная задача с учетом
пространственного заряда в

неодномерном случае

В одномерном случае простейшей зада-
чей, позволяющей рассматривать сверхпре-
дельные режимы переноса, является модель-
ная задача с кубическим уравнением [5,6].

Аналогом этой задачи в трехмерном ста-
ционарном случае является задача

Fd2z1z2
RT

div
(
S̃E
)
−

− div(S̃V)− d1∆S̃ = 0, (3.10)

F 2d3z1z2
RT

S̃E− F 2ε0d
2
3z1z2

2d1R2T 2
E ‖E‖2−

− Fd2z1z2 grad S̃ + Φ = 0, (3.11)

div Φ = 0,

rot Φ = −F
2d3z1z2
RT

grad×

×
(
S̃ − ε0d3

F2d1RT
‖E‖2

)
×E, (3.12)
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Φ = I.

Уравнение (3.11) является аналогом ку-
бического уравнения (4.21) из [5]. В двумер-
ном случае (3.12) заменяется на уравнение

∂I2
∂x
− ∂I1
∂y

= −F
2d3z1z2
RT

×

×
(

grad

(
S̃ − ε0d3

2d1FRT
‖E‖2

)
,E

)
1

или относительно функции η на уравнение

∆η = −F
2d3z1z2
RT

×

×
(

grad

(
S̃ − ε0d3

2d1FRT
‖E‖2

)
,E

)
1

. (3.13)

Решение системы уравнений (3.10),
(3.11), (3.13) с соответствующими краевы-
ми условиями в принципе не сложнее реше-
ния приведенной выше системы уравнений с
условием электронейтральности и позволя-
ет исследовать влияние пространственного
заряда на массоперенос в неодномерном слу-
чае, изучать такие явления, как электрокон-
векция, неустойчивость стационарного реше-
ния, а также построить алгоритм асимптоти-
ческого решения краевых задач для системы
неодномерных уравнений Нернста–Планка–
Пуассона.
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