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АНАЛИТИЧЕСКОЕ РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ О НАХОЖДЕНИИ
СТАЦИОНАРНОГО ПРОФИЛЯ МАЛОЙ «ПЛОСКОЙ» КАПЛИ,

ЛЕЖАЩЕЙ НА НЕРОВНОЙ ПОВЕРХНОСТИ
Лесев В.Н.1

ANALYTICAL SOLUTION OF THE PROBLEM ABOUT DETERMINATION OF A STATIONARY
PROFILE OF A SMALL ”PLANE“ DROP LYING ON ROUGH SURFACE

Lesev V.N.

The problem of identifying the profile of a small liquid drop lying on the deformed solid
surface is studied on the basis of relations describing the energy of the gas-fluid-substrate system
with the help of optimizing methods and methods of special functions. The analytical solution
of the problem is developed, which makes it possible to carry out numerical experiment for a
wide range of actual physical data corresponding to the systems under study.
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Введение

Распад пленок, напыление красок, метал-
лических расплавов и полимеров, пайка, про-
блемы адсорбции и диффузии нефтепродук-
тов, а также пропитки пористых поверхно-
стей — все это лишь некоторые из процес-
сов, в описании и исследовании которых гла-
венствующими являются законы кинетики и
статики малых капель.

Множество прикладных задач механи-
ки жидкости капиллярных размеров приво-
дит к большому количеству различного ро-
да их постановок и методов исследования.
Несмотря на достигнутые успехи по опреде-
лению физических параметров, дающих воз-
можность контролировать и анализировать
явления смачивания твердых подложек, воз-
никают новые потребности (продиктованные
современными производственными техноло-
гиями) в проведении исследований, еще в
большей степени приближенных к процес-
сам, протекающим на практике. При этом
особый интерес вызывают проблемы термо-
динамического равновесия.

Здесь следует отметить, что на сегодняш-
ний день изучению этого вопроса посвяще-
но немало работ, однако при исследовании
процессов кинетики капель, соответствую-

щих режимам полного и неполного смачи-
вания, в большинстве из них речь идет об
идеально отшлифованных поверхностях, на-
пример, [1–3]. В случаях же, когда поверх-
ность имеет дефекты или изучаются процес-
сы равновесия на априори неровных подлож-
ках, большинство из известных методов ока-
зываются непригодными для применения.

Кроме того, до сих пор остается нерешен-
ной проблема гистерезиса углов трехфазного
контакта, т. е. проблема, связанная с зацепле-
нием граничных точек профиля капли за ма-
лые локализованные дефекты поверхности
в момент установления термодинамического
равновесия как при «сухом» растекании (на-
катывании жидкости на поверхность), так и
растекании с эффектами проскальзывания.
Гистерезис может иметь и другие проявле-
ния, в частности, когда капля лежит на по-
ристой или трещиноватой поверхности, запи-
рая в ней микро объемы воздуха, что так-
же сказывается на значениях краевых углов
смачивания.

В связи с перечисленными проблема-
ми повышается значимость аналитически
определенных закономерностей, позволяю-
щих изучать как качественные, так и количе-
ственные связи в системах газ – жидкость –
подложка. Еще более актуальными для опи-
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Рис. 1. Половина профиля малой капли на неровной поверхности

сания термодинамического равновесия таких
структур представляются соотношения, по-
лученные с учетом энергии подобных систем.

Данная работа является продолжением
исследований, начатых в [4–7], и направлена
на решение отдельных проблем, указанных
выше.

1. Постановка задачи

Рассмотрим «плоскую» осесимметрич-
ную каплю вязкой нелетучей жидкости, сво-
бодно лежащую на неровной твердой поверх-
ности (рисунок) в гравитационном поле, на-
правленном вдоль оси Oz вертикально вниз.

Пусть z = h (x) — искомое уравнение
профиля поверхности капли, z = H (x) —
уравнение профиля поверхности подложки,
θ = ϕ0 + ψ0 — угол трехфазного контакта,
x0 — радиус растекания капли, а h∗ — орди-
ната, соответствующая случаю ровной гори-
зонтальной подложки (рисунок).

Как известно [8], энергию системы газ –
жидкость – подложка, приходящуюся на еди-
ницу длины контура капиллярной поверхно-
сти, можно записать в виде

W (xf ) =

=

x0∫
−x0

[
σ23

(√
1 + (h′)2

)
+

h2

2a2

]
dx+

+ 2x0 (σ12 − σ13) , (1.1)

где a2 = σ23/ [g(ρ2 − ρ3)] — капиллярная по-
стоянная, g — ускорение свободного падения,
σij — удельные свободные межфазные по-
верхностные энергии на границе фаз, причем
индексам i (j) = 1 соответствует твердое те-
ло, i (j) = 2 — жидкая капля, а i (j) = 3 —
окружающая среда.

Дополним уравнение (1.1) граничными
условиями

h (x)|x=±x0 = 0 (1.2)

и условием
h′ (x)

∣∣
x=0

= 0, (1.3)

которое предполагает, что касательной к гра-
фику профиля поверхности капли в апексе
является прямая, перпендикулярная оси Oz
и проходящая через точку z = h (0) = h0,
т. е. обеспечивается равенство нулю кривиз-
ны профиля в апексе капли.

Таким образом, задача отыскания про-
филя капли сводится к задаче оптимизации
(1.1)–(1.3).

2. Редукция вопроса разрешимости
задачи к разрешимости

дифференциального уравнения

Основываясь на методе коэффициентов
Лагранжа, введем в рассмотрение функцио-
нал

F = σ23

(√
1 + (h′)2 +

h2

2a2

)
+ λh, (2.1)

где λ — вариационный параметр.
Будем искать функцию h (x), доставляю-

щую экстремум функционалу
x0∫
−x0

F dx+ 2x0 (σ12 − σ13)→ extr (2.2)

и удовлетворяющую условиям (1.2), (1.3).
Необходимые условия, при которых иско-

мая функция доставляет локальный мини-
мум задаче (1.2), (1.3), (2.2), имеют вид [9]

Fh −
d

dx
[Fh′ ] = 0, −x0 < x < x0, (2.3)
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(
F − h′Fh′

)∣∣
x=−x0 =

∂l

∂ (−x0)
,(

F − h′Fh′
)∣∣
x=x0

= − ∂l

∂ (x0)
,

(2.4)

где l (−x0, x0) = 2x0 (σ12 − σ13).
Учитывая, что функционал F не зави-

сит явно от x, представим уравнение Эйлера
(2.3) в форме

d

dx

(
F − h′Fh′

)
= 0. (2.5)

Интегрируя (2.5) с учетом (2.1), будем
иметь

σ23

 1√
1 + (h′)2

+
h2

2a2

+ λh = c1, (2.6)

где c1 — неизвестная постоянная.
Из условий трансверсальности (2.4), при-

нимая во внимание (2.1), получим√1 + (h′)2 − (h′)2√
1 + (h′)2

∣∣∣∣∣∣
x=−x0

+

+

√1 + (h′)2 − (h′)2√
1 + (h′)2

∣∣∣∣∣∣
x=x0

=

= −2 (σ12 − σ13)
σ23

. (2.7)

Согласно принятым обозначениям

h′ (±x0) = ∓ tgϕ,

следовательно, из (2.7) будем иметь

cosϕ0 =
σ13 − σ12

σ23
. (2.8)

Заметим, что полученное соотношение
является известной формулой Юнга [10].

Далее, переходя к пределу при x → x0 в
(2.6), а также принимая во внимание (1.2) и
(2.8), выпишем выражение для c1

c1 = σ23 cosϕ0 = σ13 − σ12. (2.9)

Из (2.6) с учетом (1.3) при x→ 0 получим

h20 +
2a2λ

σ23
h0 + 2a2

(
1− c1

σ23

)
= 0.

Принимая во внимание (2.9), преобразуем
последнее соотношение к виду(

h0 +
a2λ

σ23

)2

+

+ a2

[
2 (1− cosϕ0)−

(
aλ

σ23

)2
]

= 0. (2.10)

Частным случаем, при котором равенство
(2.10) оказывается справедливым, является
случай обращения в ноль каждого из входя-
щих в него слагаемых. Следовательно,

λ = −σ23
a

√
2 (1− cosϕ0).

Тогда

h0 = a
√

2 (1− cosϕ0).

Высота капли в апексе
_

h может быть найдена
по формуле

_

h = h0 −H0.

3. Построение аналитического
решения

Исследуем уравнение (2.6), предвари-
тельно представив его в виде

1√
1 + (h′)2

=
c1
σ23
− h2

2a2
− λh.

Последнее равенство можно записать в фор-
ме

dx

dh
=

α− βh− λh2√
1− (α− βh− λh2)2

,

где α = cosϕ0, β = 1
/

2a2.
Разделяя переменные и интегрируя, по-

лучим

x+ c2 =

∫
α− βh− λh2√

1− (α− βh− λh2)2
dh. (3.1)

Введем замену [11]

h = t− β

2λ
.

Тогда интеграл в (3.1) примет вид∫
α− βh− λh2√

1− (α− βh− λh2)2
dh =

=
4λ√

(4λ (1− α)− β2) (4λ (1 + α) + β2)
I,

(3.2)
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где

I =

∫
α+ β2

4λ − λt
2

∆0
dt, (3.3)

∆0 =

[(
1 +

4λ2t2

4λ (1− α)− β2

)
×

×
(

1− 4λ2t2

4λ (1 + α) + β2

)]1/2
.

В (3.2) использовано разложение

1−
(
α− βh− λh2

)2
=

= −λ2
(
h2 +

β

λ
h+

1− α
λ

)
×

×
(
h2 +

β

λ
h− 1 + α

λ

)
.

Приведем интеграл I к канонической
форме. Для этого положим

t2 =

(
1− u2

) (
4λ (1 + α) + β2

)
4λ2

, (3.4)

0 < u 6 1, t <

√
4λ (1 + α) + β2

2λ
.

В результате, для подынтегрального вы-
ражения будем иметь

dt

∆0
=

= −
√

(4λ [1− α]− β2) (4λ [1 + α] + β2)

4λ
√

2λ
×

× du√
(1− u2) (1− k2u2)

. (3.5)

Подставляя (3.5) и (3.4) в (3.3) и прини-
мая во внимание (3.2), получим

4λ√
(4λ [1− α]− β2) (4λ [1 + α] + β2)

I =

=
1√
2λ

∫
du√

(1− u2) (1− k2u2)
−

− 4λ (1 + α) + β2

4λ
√

2λ

∫
u2du√

(1− u2) (1− k2u2)
.

(3.6)

Здесь

k =
1

2

√
4λ (1 + α) + β2

2λ
.

Выполнив подстановку u = sinω с учетом
(3.1) и (3.6), запишем

x+ c2 =
1√
2λ

[2E (k, ω)− F (k, ω)] , (3.7)

где F (k, ω) и E (k, ω) — эллиптические инте-
гралы 1-го, 2-го рода соответственно,

ω = arcsin 2λ

√
(h1 − h) (h+ h2)

4λ (1 + α) + β2
,

h1 =

√
β2 + 4λ (1 + α)− β

2λ
,

h2 = −
√
β2 + 4λ (1 + α) + β

2λ
.

Таким образом, профиль капли опреде-
лен как неявно заданная функция посред-
ством (3.7). Остается найти постоянную ин-
тегрирования c2, входящую в это соотноше-
ние. Для этого в (3.7) положим x = 0, будем
иметь

c2 =
1√
2λ

[
2E (k, ω)|h=h0 − F (k, ω)|h=h0

]
.

Подставляя в полученное соотношение
реальные физические параметры системы,
на основе численных методов определяем ис-
комую постоянную.

Заметим, что построенное аналитическое
решение позволяет устанавливать радиус
растекания капли x0 как точку пересечения
графиков функций, определяющих профили
поверхностей капли и подложки, угол трех-
фазного контакта

θ = ϕ0 + ψ0 = ϕ0 + arctg
[
H ′ (x0)

]
,

а также объем капли на основе элементар-
ных геометрических соотношений и очевид-
ного равенства для половины площади ее се-
чения в апексе

S =

x0∫
0

[y (x)−H (x)] dx.

Отметим также, что равенство (3.7) чис-
ленно реализуемо в современных приклад-
ных программных пакетах.
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Заключение

Исследования, направленные на изуче-
ние термодинамического равновесия капель
жидкости на твердой поверхности и процес-
сов, предшествующих ему, неразрывно свя-
заны с уменьшением свободной энергии си-
стемы и, в первую очередь, со снижением
поверхностной энергии. Поэтому предложен-
ный подход, суть которого состоит в миними-
зации соответствующего функционала, пред-
ставляется вполне естественным для нахож-
дения профиля поверхности жидкой капли
на неровной подложке.

В результате реализации указанного ме-
тода построено аналитическое решение зада-
чи в виде неявно определенной функции че-
рез эллиптические интегралы первого и вто-
рого рода. Полученные соотношения пред-
ставляют собой новые с точки зрения тео-
рии капиллярности результаты, которые со-
гласуются с результатами, представленными
в работах [12–14]. Кроме того, значимость по-
строенного аналитического решения может
быть определена и тем, что его наличие дела-
ет возможным качественный и количествен-
ный анализ рассматриваемой системы при
различных входных физических данных. Это
очевидное свойство аналитического решения
способствует проведению согласования меж-
ду теоретическим и экспериментальным ана-
лизом проблемы, тем более, что получение
экспериментальных данных в рамках изуча-
емого процесса является в известной степени
трудоемким и материально затратным.
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