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ВЛИЯНИЕ КОНВЕКТИВНОГО СЛАГАЕМОГО В УРАВНЕНИИ
НЕРНСТА–ПЛАНКА НА ХАРАКТЕРИСТИКИ ПЕРЕНОСА ИОНОВ
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EFFECT OF A CONVECTIVE TERM OF THE NERNST-PLANK EQUATION ON THE IONS TRANSFER
CHARACTERISTICS IN THE SYNTHETIC MEMBRANE CHARGED CAPILLARY

Suleymanov S. S., Kurilenko A.K., Lebedev K.A.

Within the framework of the Nernst-Plank model, a one-dimensional boundary value
problem of stationary ion transfer through the charged media is set and solved with the account
of a normal convective component. The problem is applied to a thin pore with charged walls
pairing two solutions of different concentrations. Numerical and analytical methods of solution
of a boundary value problem are given. The dependences of electrical strength in a pore and
effective transfer numbers from the value of a convective component are investigated. It is shown
that the Goldman’s approximation can be applied to nano-size systems with some exceptions.
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Введение

Развитие теории переноса ионов в мем-
бранных системах, включая транспорт в
мембранах и их порах, представляет боль-
шой интерес, так как лежит в основе опи-
сания многочисленных технологических про-
цессов, в частности, процессов очистки при-
родных вод от примесей, биологических
систем и нано-структур. В традиционных
подходах математическое описание ионного
транспорта, вызванного действием внешнего
электрического поля, основывается на урав-
нениях переноса Нернста–Планка, не содер-
жащего конвективного слагаемого. Однако в
последнее время усилился интерес к изуче-
нию переноса ионов в процессах, где суще-
ственную роль играют три механизма пере-
носа: диффузионный, электромиграционный
и конвективный. Интерес представляет пере-
нос ионов в самой мембране или перенос в
тонких каналах мембраны, где существенно

влияние заряженных фиксированных ионо-
генных групп.

При моделировании переноса ионов че-
рез системы с наноразмерами увеличивают-
ся требования к точности воспроизведения
их характеристик. В ранних работах по ис-
следованию переноса ионов в синтетических
мембранах использовались различные при-
ближения для решения возникающих крае-
вых задач, однако вопрос о точности прибли-
жений остаётся открытым. В данной рабо-
те предлагаются способы решения возникаю-
щей краевой задачи и оценивается точность
приближения по Гольдману, анализируются
такие характеристики системы, как распре-
деление напряжённости и числа переноса.

1. Постановка задачи

В работе [1] модель Нернста–Планка
с учётом конвективной составляющей рас-
сматривалась применительно к переносу
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Рис. 1. а) Схема рассматриваемой системы, б) Схема нанопоры с подвижными положительными и
отрицательными ионами внутри и фиксированными зарядами на её поверхности

ионов через диффузионный слой или неза-
ряженный широкий нанокапилляр. В работе
рассмотрена задача переноса ионов сильно-
го электролита типа NaCl через заряженный
нанокапилляр радиуса a, достаточно широ-
кий для того, чтобы не принимать во внима-
ние нарушение электронейтральности, и дли-
ной d, соединяющий резервуары с раство-
ром простого электролита с концентрация-
ми соответственно сIj и cIIj . Через нанопору
протекает ток плотности i вследствие прило-
женной разности потенциалов u = ϕI − ϕII .
Если через капилляр протекает эксперимен-
тально фиксируемый ток iэ (рис. 1), то плот-
ность тока ионов можно найти по формуле
i = iэ/πa

2. На границах нанопоры с раство-
ром существуют Доннановские скачки потен-
циала ∆ϕI , ∆ϕII , разность потенциала внут-
ри мембраны ∆ϕD и скачки концентраций
на границах. Внутри мембраны на границах
потенциал и концентрации обозначены ϕ(0),
ϕ(d), cj(0), cj(d), распределение потенциала
и концентраций по длине нанопоры — ϕ(x),
cj(x), скорость вынужденной конвекции —
v. Предполагаем, что радиус капилляра в
несколько раз больше, чем дебаевская длина,
и нарушением электронейтральности можно

пренебречь (a = 3 · 10−9 м, d = 10−5 м). По-
добные системы рассматривались, например,
в [2, 3], однако в этих работах конвективное
слагаемое не учитывалось (рис. 1).

Введем следующие безразмерные пара-
метры [1,4]
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Здесь x— пространственная координата в ка-
пилляре 0 6 x 6 d (рис. 1); jl — плотности
потоков ионов (индекс l = 1 — положитель-
ные ионы, l = 2 ≡ A — отрицательные ио-
ны); cl, cl — мольные концентрации ионов в
растворе и в капилляре соответственно; ϕ —
потенциал в капилляре; c0 = z1c

I
1 = −zAcIA —

эквивалентная концентрация в глубине рас-

твора; Er =
dϕ

dx
— напряженность электриче-

ского поля; Dl — коэффициенты диффузии
ионов; Q < 0 — обменная ёмкость капилляра
со стенками из катионообменного материала;
zl — заряды ионов (z1 > 0, zA < 0); i — плот-
ность протекающего тока; k1A — константа
Доннана; Tl — эффективные числа переноса
ионов; i0m — параметр предельного тока в ка-
пилляре; R — газовая постоянная; F — кон-
станта Фарадея; T — абсолютная температу-
ра. Положительно заряженные переносимые
ионы имеют заряд z1 > 0, противоположный
заряду обменной емкости Q < 0 и поэтому
называются противоионами, а отрицательно
заряженные zA < 0 — коионами и обознача-
ются индексом l = A = 2.

Запишем задачу в безразмерном виде,
следуя [1],

J l = −dl
(
dC l

dX
+ ZlC l

dψ

dX

)
+ V C l, (1.2)

0 6 X 6 1, l = 1, A,

C1 − CA = 1, (1.3)

J1 − JA = I. (1.4)
Перенос ионов описывается расширен-

ным уравнением Нернста–Планка с конвек-
тивным слагаемым (1.1), учитывая усло-
вия электронейтральности (1.2) и протека-
ния электрического тока (1.3). Предполага-
ется также выполнение условия стационар-
ности

J j = const. (1.5)
На границах мембрана/раствор действуют
условия, вытекающие из равенства электро-
химических потенциалов [1, 4][

С1СA = K(CI)2
]
X=0

,[
С1СA = K(CII)2

]
X=1

.
(1.6)

Краевые условия отражают постоянство кон-
центраций в резервуарах, соединённых нано-
капиляром

C|X=0 = CI = 1,

C|X=1 = CII , где CII = 0÷10.
(1.7)

Задача переноса ионов через ионообмен-
ную мембранную систему при нулевой ско-
рости конвекции (V=0) подробно рассматри-
валась в [5], поэтому данную работу можно
рассматривать как расширение исследования
на случай присутствия дополнительной дви-
жущей силы в виде вынужденной или сопря-
жённой конвекции. С другой стороны, дан-
ная работа обобщает результаты работы [1]
на случай наличия заряда Q в широком ка-
пилляре.

2. Вывод основных уравнений

Введём параметры
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J1

d1
− JA

dA
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1

d1
− 1

dA
,
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d1
+
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dA
, g2 =

1

d1
+

1

dA
=

2

d1A

и основные электродиффузионные характе-
ристики системы

d1A =

d1dA(
2∑
i=1
|Zi|Ci)

2∑
i=1
|Zi| diCi

= d1tA + dAt1, (2.1)

t1 =
Z1d1C1

Z1d1C1 + dACA
,

tA =
dACA

Z1d1C1 + dACA
,

d1A — коэффициент диффузии электроли-
та в мембране, tl — электромиграционные
числа переноса ионов в капилляре. Далее
рассмотрим случай простого 1:1 электроли-
та |Zj | = 1.

Эффективность работы системы по раз-
делению ионов (к. п. д. системы) определяет-
ся эффективными числами переноса Tl [6],
отражающими зарядовую селективность ка-
пилляра

T1 =
z1j1F

i
=

z1
|z1|

J1
I
,

TA =
zAjAF

i
, T1 + TA = 1.

(2.2)
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Из (1.2), (1.3) имеем уравнение для напря-
женности электрического поля

dψ

dX
= −E =

(
−G1 + g1C1(X)V +

V

dA

)
×

× 1

2C1(X)− 1
. (2.3)

Интегрируя (2.3), получим распределение
потенциала по толщине слоя

ψ(X) = −
X∫
0

E(t) dt,

0 6 X 6 1.

Для заданного тока можно определить паде-
ние потенциала на капилляре и тем самым
вольтамперную кривую. Подставляя в (1.2)
выражение для напряжённости (2.3), полу-
чим

dC1

dX
= −J1

d1
+

(
G1 − g1C1(X)V − V

dA

)
×

× C1(X)

2C1(X)− 1
+
V

d1
C1(X). (2.4)

Эту формулу можно записать в виде, отра-
жающем вклад различных потоков,

J1 = −d1A
dC1

dX
+ C1V + t1I − t1V (2.5)

или

d1A
dC1

dX
= C1V −∆TI − t1V, (2.6)

где ∆T = T−t1 — разность между эффектив-
ным и электромиграционным числами пере-
носа противоионов. Эффективное число пе-
реноса T1 зависит от перепада концентраций,
протекающего тока, других параметров си-
стемы и находится из решения краевой зада-
чи.

3. Методы решения краевой задачи

3.1. Численное решение

Сведем исходную однослойную электро-
диффузионную задачу (1.2)–(1.7) к двухто-
чечной краевой задаче. Совокупность (2.4) и
уравнения

dJ1(X)

dX
= 0, (3.1)

отражающего независимость потока от про-
странственной координаты, образуют систе-
му обыкновенных дифференциальных урав-
нений.

Обозначим через

Y = {C(X1), J1(X1)}Т

вектор, составленный из неизвестных исход-
ных функций. С помощью вектора Y(X) си-
стему дифференциальных уравнений (2.4),
(3.1) можно записать в общем виде

dY(X)

dX
= f(Y(X)). (3.2)

Для граничных точек X1 = 0 и X2 = 1 сле-
дует записать условия Доннана

X1 = 0 : ϕ(1) =
[
C1CA −K

(
CI
)2]

X1
, (3.3)

X2 = 1 :

ϕ(2) =
[
C1CA −K

(
CII
)2]

X2
. (3.4)

Обозначим через F и θ векторы

F =
{
ϕ(1), ϕ(2)

}T
,

θ = {θ1, θ2} = {C(X1 + 0), J1(X1 + 0)}Т.

Таким образом, имеем систему дифферен-
циальных уравнений (3.2) и краевые усло-
вия (3.3), (3.4). Необходимо найти такой век-
тор θ, представляющий начальное значение
для искомого вектора-функции Y(X), чтобы
невязки F =

{
ϕ(1), ϕ(2)

}T на левой и правой
границах обратились в нуль. Так как задача
является однослойной (0 6 X 6 1), приме-
нялся простой немодифицированный метод
стрельбы.

Решение нелинейного векторного уравне-
ния

F(θ) = 0

строится классическим методом Ньютона [1]

F′(θp)wp = −F (θp) ,

θp+1 = θp + wp,

где F′(θp) — матрица производных вектор-
ной функции F от векторного аргумента θ на
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p-м итерационном шаге; wp — вектор прира-
щения искомого аргумента. Численный рас-
чет матрицы производных F′

F′ = [aik] =

[
∂ϕ(i)

∂θk

]
i,k=1,2

осуществляется с помощью аппроксимации
производных разделенными разностями вто-
рого порядка точности

aik =
∂ϕ(i)

∂θk
≈ 1

2
∆−1

(
ϕ(i)(. . . , θk + ∆, . . .)−

− ϕ(i)(. . . , θk −∆, . . .)
)
,

i, k = 1, 2

на 4-х точечном шаблоне, что требует четы-
рёх дополнительных процедур интегрирова-
ния системы (3.2) на каждом p-м итерацион-
ном шаге. Итерации проводятся до тех пор,
пока не выполнится условие

‖θp+1 − θp‖+ ‖F(θp+1)‖ < ε,

где ε = 10−4–10−5 – заданная точность ре-
шения системы нелинейных алгебраических

уравнений; ‖F‖ =

√
2∑
i=1

ϕ2
i — Евклидова нор-

ма вектора.

3.2. Приближённое аналитическое решение

Дифференциальное уравнение (2.4) с
дробно-рациональной функцией от концен-
трации C1 в правой части

dC1

dX
= R(C1)

может быть проинтегрировано в элементар-
ных функциях

C1∫
C1(0)

dt

R(t)
= X.

Однако оно громоздко и неудобно для прак-
тического использования. Поэтому предла-
гается другой путь. Приближенное реше-
ние краевой задачи можно получить, решая
исходное уравнение Нернста–Планка (1.2),
предполагая что

− dψ
dX

= E ≈ const.

Используется известное приближение «по-
стоянства электрической напряжённости»
Гольдмана (“constant field assumption”
GSF) [7], которое нашло широкое примене-
ние для описания переноса ионов в синтети-
ческих и биологических мембранах, напри-
мер [8–11]. Согласно процедуре Гольдмана,
требуется выбрать постоянную напряжен-
ность E таким образом, чтобы удовлетво-
рялись краевые условия (3.3)–(3.4), которые
могут быть решены относительно граничных
концентраций СI , CII в капилляре

Cj(0) = C
I

= ±1

2
+

√
1

4
+K (CI)2, (3.5)

Cj(1) = C
II

= ±1

2
+

√
1

4
+K (CII)2. (3.6)

В формулах (3.5)–(3.6) знак «+» использо-
ван для противоионов, а знак «−» — для ко-
ионов. Тогда имеем решение краевой задачи
(1.2)–(1.7) с граничными концентрациями из
(3.5)–(3.6)

Cj(X) =
C
I
j − C

II
j

1− eηj
exp

(
ηjX

)
−
C
I
je
ηj − CIIj

1− eηj
,

Jj = djηj
C
I
je
ηj − CIIj

1− eηj
,

где ηj = ZjE + V
dj
.

Приближение Гольдмана широко приме-
няется для моделирования процессов перено-
са через мембраны [2,3] и капилляры [12,13] в
сложных случаях, когда численное решение
краевой задачи затруднительно. В услови-
ях минитюаризации систем, достижении ими
наноразмеров требования к точности воспро-
изведения свойств и характеристик мембран-
ных систем повышаются. До сих пор оста-
ётся невыясненным вопрос о возможной по-
грешности расчёта характеристик системы
при таком приближении, когда в капилляр-
ной или мембранной системе присутствует
конвекция и исходные параметры меняют-
ся в широком диапазоне. Проблема в методе
Гольдмана заключается в выборе константы
E ≈ const. Ниже будет дана некоторая воз-
можность выбора величины E, которая поз-
воляет достичь удовлетворительного согла-
сия с численным решением при расчёте кон-
центрационных профилей, расчёте эффек-
тивных чисел переноса в случаях больших
токов. При малых токах применение этого
приближения не всегда оправдано.
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Другая возможность приближённого ре-
шения краевой задачи (1.2), (3.3)–(3.4) — ре-
шение дифференциального уравнения (2.6) с
краевыми условиями (3.5), (3.6). Если при-
нять коэффициент диффузии электролита
d1A ≈ const и электромиграционное число пе-
реноса t1 ≈ const, то краевая задача (2.6),
(3.5), (3.6) решается аналитически. Имеем
линейное уравнение первого порядка с посто-
янными коэффициентами

µ
dC1

dX
− C1 = υ, где µ =

d1A
V
.

Решение даётся следующей формулой:

C1(X) =
(
C
I
1 + υ

)
exp

(
X

µ

)
− υ, (3.7)

в которой υ = −t1 −∆T1(I/V ) определяется
через граничные условия СI , CII

T1 =
V

I

C
I
1 exp (1/µ)− CII1
exp (1/µ)− 1

−
(

1− V

I

)
t1.

Второе приближение (3.7) позволяет добить-
ся лучшего согласования распределения кон-
центраций с численным решением по срав-
нению с методом Гольдмана, однако каж-
дый раз приходится подбирать 2 парамет-
ра: коэффициент диффузии электролита d1A
и электромиграционные числа переноса t1,
(вместо одного E в методе Гольдмана), что
затруднительно для практического использо-
вания.

4. Анализ и результаты

4.1. Потоки ионов

Используя приближённое соотношение
можно дать оценку вклада различных пото-
ков в общий поток иона

J1 = J1
1 + J2

1 + J3
1 + J4

1 =

= −d1A
dC1

dX
+ t1I − t1V + C1V.

Когда безразмерная скорость конвекции рав-
на плотности тока (I − V = 0), уравнение
принимает вид

J1 = −d1A
dC1

dX
+ C1V.

В этом случае поток определяется только
диффузией и конвекцией, электромиграци-
онная составляющая будет равна нулю.

4.2. Распределение напряжённости
электрического поля

Формула (2.4) упрощается при d1 ≈ dA

dψ

dX
= −E = − I − V(

2C1(X)− 1
)
d1
. (4.1)

Если C1 ≈ 1 (это справедливо, когда кон-
станта Доннана K мала и, следовательно, ма-
ло присутствие коионов в капилляре), то рас-
пределение напряжённости аппроксимирует-
ся константой

dψ

dX
= −E ≈ −I − V

d1
, (4.2)

однако это не даёт возможности исследовать
селективность мембранной системы. Поэто-
му константу E в методе Гольдмана предла-
гается выбирать из условия

E =
I − V

(2C
I
1 − 1)d1

, если V > 0

E =
I − V

(2C
II
1 − 1)

, если V < 0,

(4.3)

что даёт некоторую модификацию прибли-
жения по Гольдману (рис. 2).

Остальные параметры модели равны

СI = 1, CII = 0, d1 = 0, 5, dA = 0, 7, K = 1.

Однако, когда конвекция V направлена
противоположно току и диффузии, хорошего
приближения по числам переноса достичь не
удаётся (табл. 1) даже при больших токах.
Из рис. 2 видно, что напряжённость может
отклоняться от константы значительно при
X ≈ 0 или X ≈ 1, поэтому, несмотря на при-
влекательную простоту приближения, нель-
зя рекомендовать его использование во всех
случаях.

Распределение локальной напряжённости
(2.3) можно переписать в виде

dψ

dX
= −E =

−I + V

Ω
−

2∑
i=1

ti
Zi

d lnCi

dX
,

где Ω = Z1d1C1+dACA — безразмерная вели-
чина электропроводности, зависящая от кон-
центрации Cj(X) ионов. Из этой формулы
видно, что потенциал складывается из оми-
ческой части, потенциала конвекции и кон-
центрационного потенциала, причём два пер-
вых естественным образом объединяются в
одно слагаемое.
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Рис. 2. Распределение напряжённости по толщине слоя I = −2 при различных скоростях
конвекции V . Кривые 1–6 соответствуют значениям V = −6, −4, −2, 0, 2, 4. Сплошная —

численный расчёт по модели (1.2)–(1.7), короткий пунктир — по упрощённой формуле (4.1),
длинный пунктир — по формуле (4.3)

4.3. Эффективные числа переноса

Из формулы (2.5) получим выражение
для эффективного числа переноса

T1 = −d1A
I

dC1

dX
+ t1

(
1− V

I

)
+ C1

V

I
.

Формула отражает вклад различных движу-
щих сил в селективность, которые, меняясь
по пространственной координате, в сумме со-
ставляют постоянную величину (1.5), (2.2).
На рис. 3 показаны кривые зависимости T1
от плотности тока I при разных скоростях
конвекции.

Видно, что с ростом тока значения T1
приближается к единице независимо от ве-
личины и знака скорости конвекции, т. е. эф-
фективность процесса разделения ионов при-
ближается к 100%, тогда как при малых то-
ках разделение ионов практически не проис-
ходит. С ростом абсолютной величины ско-
рости конвекции селективность ухудшается.
Однако за счёт выбора знака скорости кон-
векции величиной селективности T1 можно
управлять, делая её меньше или больше еди-
ницы.

5. Выводы

Рассмотрено влияние нормальной состав-
ляющей конвективного слагаемого на пе-
ренос ионов простого электролита через
плоский слой мембраны, когда тангенциаль-
ной составляющей конвекцией можно прене-
бречь. Дано численное решение дифферен-
циального уравнения с граничными услови-
ями, предполагающими, что концентрации
ионов в растворе на левой и правой границах
слоя известны. Показано, что в случае линей-
ного распределения потенциала метод Гольд-
мана даёт хорошее приближение для расчё-
тов селективности системы при наличии нор-
мальной составляющей сопряжённой элек-
троконвекции. Однако в случае конвекции,
действующей против сил электрического то-
ка и диффузии, применение приближённых
методов типа Гольдмана не всегда оправда-
но и для анализа явлений следует приме-
нять численные конечно-разностные методы.
Рассмотрено влияние конвективного слага-
емого на потоки ионов, напряжённость по-
ля, эффективные числа переноса. Показано,
что конвективный перенос может существен-
но изменять потоки ионов, вплоть до изме-
нения их знака. В данной работе не рассмат-
ривалась такая важная характеристика как
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Рис. 3. Зависимость эффективного числа переноса T1 от плотности тока при различных значениях
V . Кривые 1–3 соответствуют V = −6, 0, 6. Остальные параметры те же, что и на рис. 2.

Погрешность приближения T1

I = −2 I = 2

V = −6 V = 6 V = −6 V = 6

2% 12% 64% 4%

вольтамперная кривая, на исследования ко-
торой, главным образом, были нацелены ра-
боты [2, 3, 12, 13], однако полученные резуль-
таты дополняют исследования [2,3] и важны
для понимания транспорта ионов через заря-
женные синтетические нанопоры.
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