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The work discusses applications of the block element method in various problems of
mechanics and geophysics. The authors study the possibility of applying analytical or numeric-
analytical methods to investigating problems not only for a separate body, but also for
such objects as built-up areas. To apply this approach to investigating objects of complex
configuration, a block element in the form of a pyramid is used, which makes it possible to
describe e.g. inclined boundaries of bodies more precise than with the use of a rectangular
parallelepiped. The representation of the block element, pseudodifferential equations and
general representation of the solution of one of anisotropic boundary problems is adduced.
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Метод блочного элемента, развитый в ра-
ботах [1, 2], в отличие от метода конечного
элемента, позволяет точно описывать волно-
вые поля в области, при условии такого же
решения соответствующих псевдодифферен-
циальных уравнений. Поэтому представля-
ет интерес развитие этого метода для охва-
та областей сложной конфигурации, где вол-
новые поля пока не построены. К ним отно-
сятся не только отдельные тела, но и такие
объекты, как застроенные территории. Бла-
годаря построению блочного элемента во-
просы напряженно-деформированного состо-
яния литосферных плит и территорий боль-
шой протяженности, в том числе с гра-
ницами, уходящими на бесконечность, ста-
новятся доступными уже для исследова-
ния как аналитическими, так и численно-

аналитическими подходами, детально опи-
санными в [1,2].

Блочный элемент в форме прямоугольно-
го параллелепипеда, введенный в работе [1],
эффективен при изучении тел, имеющих
плоскую структуру. Кроме этого, он может
вводиться для описания решений краевых за-
дач в строго внутренних точках области или
на плоской границе. Вблизи неплоской гра-
ницы он неудобен, хотя его использование в
уменьшающихся размерах может допускать-
ся. Гораздо более удобным оказывается блоч-
ный элемент, имеющий скошенные границы.
Для описания общих границ областей ни-
же вводится блочный элемент в форме пря-
моугольной пирамиды, занимающей в про-
странстве R3 область Ω. Ребра прямоуголь-
ной пирамиды являются осями прямоуголь-
ной системы координат xo, (x1, x2, x3, o), с на-
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чалом в точке o, а наклонная грань описыва-
ется плоскостью в отрезках на осях. Тогда
пирамида полностью определяется ее разме-
рами вдоль ребер 0 6 x1 6 2c, 0 6 x2 6 2a,
0 6 x3 6 2b и плоскостью v, задаваемой урав-
нением

px1 + qx2 + rx3 − 1 = 0, (1)

p = (2c)−1 , q = (2a)−1 , r = (2b)−1 .

Такой блочный элемент необходим как для
описания границы произвольной области,
так и для обеспечения сплошного контакта с
внутренними блочными элементами в форме
прямоугольных параллелепипедов [1], а так-
же для общих блочных структур [3–5].

1. Будем рассматривать блочный элемент
как топологическое многообразие Ω с краем
∂Ω, для чего введем топологию, индуцировав
ее метрикой эвклидова пространства. Осу-
ществим касательное расслоение тех частей
границы этого многообразия, которые имеют
ограниченную кривизну, т.е. опуская ребра.
На каждой грани индуцируются правые ло-
кальные системы координат. На ортогональ-
ных гранях принимаем прямоугольные коор-
динаты, полностью совпадающие с введен-
ными на таких же гранях в прямоугольном
параллелепипеде в [1] с сохранением нумера-
ции.

Принимаем в качестве начал координат
те же точки, что и в случае упомянуто-
го параллелепипеда. Таким образом, в каче-
стве начал локальных координат принима-
ются следующие точки: для системы x2o2 бе-
рется точка o2 (c, 0, b); для системы x3o3 —
соответственно точка o3 (c, a, 0), для системы
x6o6 — точка o6 (0, a, b). В качестве начала
координат локальной системы xνoν на плос-
кости (1) принимается общая точка перпен-
дикуляра, опущенного из начала 0 (0, 0, 0) на
линию пересечения плоскостей (1) и x3 = 0,
и этой линии.

Во всех локальных системах координат,
как принято и в [1], первые две оси лежат
в касательной плоскости, а третья направле-
на по внешней нормали. Сохраняются приня-
тые в [1] обозначения локальных координат
с учетом новой xνoν , и строятся формулы пе-
рехода между локальными координатами. В
результате имеем соотношения с суммирова-
нием по нижним повторяющимся индексам,
что будет использоваться и в дальнейшем

x2
1 = −c3mx

ν
m − x3

3ν0 − b,

x2
2 = c2mx

ν
m + x3

2ν0,

x2
3 = c1mx

ν
m + x3

1ν0 − a,
x3
k = ckmx

ν
m + x3

kν0,

x6
1 = c1mx

ν
m + x3

1ν0,

x6
2 = −c3mx

ν
m − x3

3ν0 − b,
x6

3 = c2mx
ν
m + x3

2ν0 − c.
Здесь приняты обозначения

c11 = − p

M2
, c12 =

rq

M1M2
, c13 = − q

M1
,

c21 =
q

M2
, c22 =

rp

M1M2
, c23 = − p

M1
,

c31 = 0, c32 = −p
2 + q2

M1M2
, c33 = − r

M1
,

M1 =
√
p2 + q2 + r2, M2 =

√
p2 + q2.

Ниже для краткости записи будем прини-
мать cmn ≡ c3

mn.
Начало системы координат xνoν в систе-

ме x3o3 дается значениями

x3
1ν0 =

a
(
a2 − c2

)
a2 + c2

, x3
2ν0 =

c
(
c2 − a2

)
a2 + c2

,

x3
3ν0 = 0.

Введем операторы преобразования Фурье

F(αk1 , α
k
2)ϕ =

∞∫
−∞

∞∫
−∞

ϕ(xk1, x
k
2)×

× exp i(αk1x
k
1 + αk2x

k
2)dxk1dx

k
2,

F−1(xk1, x
k
2)Φ =

1

(2π)2

∞∫
−∞

∞∫
−∞

Φ(αk1 , α
k
2)×

× exp
[
−i(αk1xk1 + αk2x

k
2)
]
dαk1dα

k
2 ,

F(αk1 , α
k
2 , α

k
3)ϕ =

∞∫
−∞

∞∫
−∞

∞∫
−∞

ϕ(xk1, x
k
2, x

k
3)×

× exp i(αk1x
k
1 + αk2x

k
2 + αk3x

k
3)dxk1dx

k
2dx

k
3,

F−1(xk1, x
k
2, x

k
3)Φ =

=
1

(2π)3

∞∫
−∞

∞∫
−∞

∞∫
−∞

Φ(αk1 , α
k
2 , α

k
2)×

×exp
[
−i(αk1xk1 + αk2x

k
2 + αk3x

k
3)
]
dαk1dα

k
2dα

k
3 ,
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k = 1, 2, . . . , 6.

Тогда для координат и параметров Фурье
имеем формулы перехода в виде

xνm = c2
kmx

2
k + x2

mν0, ανm = c2
kmα

2
k,

x2
k = c2

kmx
ν
m − c2

kmx
2
mν0,

xνm = c3
kmx

3
k + x3

mν0, ανm = c3
kmα

3
k,

x3
k = c3

kmx
ν
m − c3

kmx
3
mν0,

xνm = c6
kmx

6
k + x6

mν0, ανm = c6
kmα

6
k,

x6
k = c6

kmx
ν
m − c6

kmx
6
mν0.

Здесь введены обозначения

−c31 = c2
11, c21 = c2

21, c11 = c2
31,

−c32 = c2
12, c22 = c2

22, c12 = c2
32,

−c33 = c2
13, c23 = c2

23, c13 = c2
33,

c11a− c31b+ x3
1ν0 = x2

1ν0,

c12a− c32b = x2
2ν0,

c13a− c33b = x2
3ν0,

c11 = c6
11, −c31 = c6

21, c21 = c6
31,

c12 = c6
12, −c32 = c6

22, c22 = c6
32,

c13 = c6
13, −c33 = c6

23, c23 = c6
33,

c21c− c31b+ x6
1ν0 = x6

1ν0,

c22c− c32b = x6
2ν0,

c23c− c33b = x6
3ν0.

2. В работе [1] под номером (1) рассмат-
ривается краевая задача, на примере которой
вводится блочный элемент в форме прямо-
угольного параллелепипеда, она же рассмат-
ривается и в настоящей работе но в прямо-
угольной пирамиде. В [1] представлен вид
дифференциальных уравнений краевой за-
дачи во всех введенных граничных локаль-
ных системах координат, сохраняемый и для
прямоугольной пирамиды в системах xnon,
n = 2, 3,6. В настоящей работе введена на
плоскости (1) новая локальная система ко-
ординат xνoν , в которой дифференциальное
уравнение краевой задачи имеет вид

Q (∂xν1 , ∂x
ν
2 , ∂x

ν
3)ϕ ≡ (Aν

ms∂x
ν
m∂x

ν
s + А)ϕ = 0,

Appсpmсps = Aν
ms.

Внешняя форма для этого уравнения
представима

ω = Rνdxν1 ∧dxν2 +Qνdxν3 ∧dxν1 + Pνdxν2 ∧dxν3 ,

Rν = ei〈αx〉

[
Aν

33

(
∂ϕν
∂xν3

− iαν3ϕν
)
−

− iαν1Aν
13ϕν − iαν2Aν

23ϕν

]
,

Gν = ei〈αx〉

[
Aν

22

(
∂ϕν
∂xν2

− iαν2ϕν
)
−

− iαν1Aν
12ϕν + Aν

23

∂ϕν
∂xν3

]
,

Pν = ei〈αx〉

[
Aν

11

(
∂ϕν
∂xν1

− iαν1ϕν
)

+

+ Aν
13

∂ϕν
∂xν3

+ Aν
12

∂ϕν
∂xν2

]
,

ei〈αx〉 = exp i (αν1x
ν
1 + αν2x

ν
2 + αν3x

ν
3) .

Здесьm — номер уравнения, r — номер пред-
ставления функции φr.

Внешние формы для остальных локаль-
ных систем координат приведены в [1]. Для
построения функциональных уравнений вве-
дем обозначения

exp i
(
α2

1x
2
1 + α2

2x
2
2 + α2

3x
2
3

)
= exp iα2

kx
2
k =

exp iα2
k(c

2
kmx

ν
m − c2

kmx
2
mν0) =

= E2ν

(
α2

1, α
2
2, α

2
3, x

ν
1 , x

ν
2 , x

ν
3

)
,

exp i
(
α3

1x
3
1 + α3

2x
3
2 + α3

3x
3
3

)
= exp iα3

kx
3
k =

exp iα3
k(c

3
kmx

ν
m − c3

kmx
3
mν0) =

= E3ν

(
α3

1, α
3
2, α

3
3, x

ν
1 , x

ν
2 , x

ν
3

)
,

exp i
(
α6

1x
6
1 + α6

2x
6
2 + α6

3x
6
3

)
= exp iα6

kx
6
k =

exp iα6
k(c

6
kmx

ν
m − c6

kmx
6
mν0) =

= E6ν

(
α6

1, α
6
2, α

6
3, x

ν
1 , x

ν
2 , x

ν
3

)
,

exp i (αν1x
ν
1 + αν2x

ν
2 + αν3x

ν
3) = exp iανkx

ν
k =

exp iανk(cnmkx
n
m + xnkν0) =

= Eνn (αν1 , α
ν
2 , α

ν
3 , x

n
1 , x

n
2 , x

n
3 ) ,

n = 2, 3, 6.
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Приведем функциональные уравнения
краевой задачи для прямоугольной пирами-
ды в двух типичных системах координат
xτoτ , τ = 3, ν

K3Φ3 =

a∫
−a

c∫
−c

A33

(
ϕ′33 − iα3

3ϕ3

)
×

× exp i
[
α3

1η
3
1 + α3

2η
3
2

]
dη3

1dη
3
2−

−
b∫
−b

c∫
−c

A11

(
ϕ′23 − iα3

1ϕ2

)
×

× exp i
[
α3

1α+ α3
2x

2
2 − α3

3

(
x2

1 + b
)]
dx2

1dx
2
2−

−
a∫
−a

b∫
−b

A22

(
ϕ′63 − iα3

2ϕ6

)
×

× exp i
[
α3

1x
6
1 + α3

2c− α3
3

(
x6

2 + b
)]
dx6

1dx
6
2+

+

∫∫
∂Ων

[
Aν

33

(
ϕ′ν3 − ic3

k3α
3
kϕν

)
−

− ic3
k1α

3
kA

ν
13ϕν − ic3

k3α
3
kA

ν
23ϕν

]
×

× E3ν

(
α3

1, α
3
2, α

3
3, x

ν
1 , x

ν
2 , 0
)
dxν1dx

ν
2 ,

KνΦν =

∫∫
∂Ων

[
Aν

33

(
ϕ′ν3 − iαν3ϕν

)
−iαν1Aν

13ϕν−

− iαν2Aν
23ϕv

]
exp i [αν1η

ν
1 + αν2η

ν
2 ] dην1dη

ν
2+

+

b∫
−b

c∫
−c

A11

(
ϕ′23 − ic2

3mα
ν
mϕ2

)
×

× Eν2

(
αν1 , α

ν
2 , α

ν
3 , x

2
1, x

2
2, 0
)
dx2

1dx
2
2+

+

a∫
−а

c∫
−c

A33

(
ϕ′33 − ic3

3mα
ν
mϕ3

)
×

× Eν3

(
αν1 , α

ν
2 , α

ν
3 , x

3
1, x

3
2, 0
)
dx3

1dx
3
2+

+

a∫
−a

b∫
−b

A22

(
ϕ′63 − ic6

3mα
ν
mϕ6

)
×

× Eν6

(
αν1 , α

ν
2 , α

ν
3 , x

6
1, x

6
2, 0
)
dx6

1dx
6
2.

Составим псевдодифференциальные
уравнения для рассматриваемого блочного
элемента. Для этого найдем корни характе-
ристического уравнения

K (αν) ≡ −Q (−iαν) ≡
≡ Aν

33 (αν3)2 + A1α
ν
3 + A0 −A = 0,

A1 =

2∑
m,s=1

[Am3α
ν
m + A3sα

ν
s ] ,

A0 =

2∑
m,s=1

Aν
msα

ν
mα

ν
s .

Здесь коэффициент Aν
33 не зависит от αν , а

коэффициенты A0, A1 зависит только от αν1 ,
αν2 . Искомые корни уравнения имеют вид

αν3± =
−A1 ±

√
A2

1 − 4Aν
33 (A0 −A)

2Aν
33

.

Обозначаем через αν3− корень с отрицатель-
ной мнимой частью, т. е. Imαν3− < 0, а через
αν3+, Imαν3+ > 0 — с положительной.

3. Псевдодифференциальные уравнения
рассматриваемой краевой задачи, получае-
мые дифференциальным методом фактори-
зации [3–5], имеют вид

F−1(x3
1, x

3
2)

{ a∫
−a

c∫
−c

A33

(
ϕ′33 − iα3

3−ϕ3

)
×

× exp i
[
α3

1η
3
1 + α3

2η
3
2

]
dη3

1dη
3
2−

−
b∫
−b

c∫
−c

A11

(
ϕ′23 − iα3

1ϕ2

)
×

× exp i
[
α3

1α+ α3
2x

2
2 − α3

3−
(
x2

1 + b
)]
dx2

1dx
2
2−

−
a∫
−a

b∫
−b

A22

(
ϕ′63 − iα3

2ϕ6

)
×

× exp i
[
α3

1x
6
1 + α3

2c− α3
3−
(
x6

2 + b
)]
dx6

1dx
6
2+

+

∫∫
∂Ων

[
Aν

33

(
ϕ′ν3 − i(c3

k3α
3
k)−ϕν

)
−

− i(c3
k1α

3
k)−Aν

13ϕν − i(c3
k3α

3
k)−Aν

23ϕν

]
×

× E3ν

(
α3

1, α
3
2, α

3
3−, x

ν
1 , x

ν
2 , 0
)
dxν1dx

ν
2

}
= 0,

x3
1, x

3
2 ∈ ∂Ω3,

F−1(xν1 , x
ν
2)

{∫∫
∂Ων

[
Aν

33

(
ϕ′ν3 − iαν3−ϕν

)
−

− iαν1Aν
13ϕ
−
ν iα

ν
2Aν

23ϕν

]
×

× exp i [αν1η
ν
1 + αν2η

ν
2 ] dην1dη

ν
2+
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+

b∫
−b

c∫
−c

A11

(
ϕ′23 − i(c2

3mα
ν
m)−ϕ2

)
×

× Eν2

(
αν1 , α

ν
2 , α

ν
3−, x

2
1, x

2
2, 0
)
dx2

1dx
2
2+

a∫
−a

c∫
−c

A33

(
ϕ′23 − i(c3

3mα
ν
m)−ϕ3

)
×

× Eν3

(
αν1 , α

ν
2 , α

ν
3−, x

3
1, x

3
2, 0
)
dx3

1dx
3
2+

+

a∫
−a

b∫
−b

A22

(
ϕ′63 − i(c6

3mα
ν
m)−ϕ6

)
×

× Eν6

(
αν1 , α

ν
2 , α

ν
3−, x

6
1, x

6
2, 0
)
dx6

1dx
6
2

}
= 0,

xν1 , x
ν
2 ∈ ∂Ων .

Здесь для αn3−, n = 2, 3, 6 приняты обозначе-
ния работы [1] и введено обозначение

(cspmα
n
m)− = csp1α

n
1 + csp2α

n
2 + csp3α

n
3−.

Интегральное представление блочного эле-
мента в указанных локальных системах ко-
ординат дается в форме

ϕ3(x3
1, x

3
2, x

3
3) = F−1(x3

1, x
3
2, x

3
3)×

×K−1
3

{ a∫
−a

c∫
−c

A33

(
ϕ′33 − iα3

3ϕ3

)
×

× exp i
[
α3

1η
3
1 + α3

2η
3
2

]
dη3

1dη
3
2−

−
b∫
−b

c∫
−c

A11

(
ϕ′23 − iα3

1ϕ2

)
×

× exp i
[
α3

1α+ α3
2x

2
2 − α3

3

(
x2

1 + b
)]
dx2

1dx
2
2−

−
a∫
−a

b∫
−b

A22

(
ϕ′63 − iα3

2ϕ6

)
×

× exp i
[
α3

1x
6
1 + α3

2c− α3
3

(
x6

2 + b
)]
dx6

1dx
6
2+

+

∫∫
∂Ων

[
Aν

33

(
ϕ′ν3 − ic3

k3α
3
kϕν

)
−

− ic3
k1α

3
kA

ν
13ϕν − ic3

k3α
3
kA

ν
23ϕν

]
×

× E3ν

(
α3

1, α
3
2, α

3
3, x

ν
1 , x

ν
2 , 0
)
dxν1dx

ν
2

}
.

ϕν(xν1 , x
ν
2 , x

ν
3) = F−1(xν1 , x

ν
2 , x

ν
3)×

×K−1
ν

{∫∫
∂Ων

[
Aν

33

(
ϕ′ν3 − iαν3ϕν

)
−

− iαν1Aν
13ϕν − iαν2Aν

23ϕν

]
×

× exp i [αν1η
ν
1 + αν2η

ν
2 ] dην1dη

ν
2+

+

b∫
−b

c∫
−c

A11

(
ϕ′23 − ic2

3mα
ν
mϕ2

)
×

× Eν2

(
αν1 , α

ν
2 , α

ν
3 , x

2
1, x

2
2, 0
)
dx2

1dx
2
2+

+

a∫
−a

c∫
−c

A33

(
ϕ′23 − ic3

3mα
ν
mϕ3

)
×

× Eν3

(
αν1 , α

ν
2 , α

ν
3 , x

3
1, x

3
2, 0
)
dx3

1dx
3
2+

+

a∫
−a

b∫
−b

A22

(
ϕ′63 − ic6

3mα
ν
mϕ6

)
×

× Eν6

(
αν1 , α

ν
2 , α

ν
3 , x

6
1, x

6
2, 0
)
dx6

1dx
6
2

}
.

Замечание. Рассмотренный блочный эле-
мент может быть самостоятельным упругим
телом в форме прямоугольной пирамиды, за-
нимающим область Ω. В этом случае реше-
ния псевдодифференциальных уравнений и
их производные могут иметь особенности в
вершинах пирамиды и на ее ребрах [6], как и
само решение краевой задачи. Если же блоч-
ный элемент возник как результат разбиения
на контактирующие блоки некоторой обла-
сти, занятой однородной средой, то в этом
случае указанные особенности взаимно уни-
чтожаются при контакте блоков и не присут-
ствуют в решении. Это обстоятельство поз-
воляет упрощать решение псевдодифферен-
циальных уравнений для блоков указанной
природы, используя для этого большой арсе-
нал методов [7–14].
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