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The problem of bending vibrations of a heterogeneous pre-stressed rod is investigated. The
direct problem is reduced to the solution of the Fredholm equation of the second kind. An
iterative process for solving the inverse problem is developed. Examples of reconstruction of
monotone functions of the pre-stressed state distribution are adduced.
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Введение

В настоящее время к классу коэффици-
ентных обратных задач теории упругости,
в которых требуется определить коэффици-
енты дифференциальных операторов по ин-
формации о граничных полях смещений, от-
носят три типа задач [1]. Один из них —
задачи определения структуры существенно
неоднородного предварительного напряжен-
ного состояния — практически не изучался,
однако в последние годы область приложе-
ния такого типа задач постоянно расширяет-
ся. Предварительно напряженное состояние
обычно возникает в результате различных
технологических процессов, таких как ли-
тье, ковка, сварка, термообработка, а также
при жестком соединении материалов с раз-
личными физико-химическими свойствами.
Отметим, что в ряде искусственных и при-
родных конструкций существуют остаточные
напряжения; например, учет этих напряже-
ний играет важную роль в задачах иденти-
фикации биологических тканей и органов в
рамках моделей линейной теории упругости
и вязкоупругости. Анализ уровня предвари-
тельных напряжений является основополага-
ющим фактором в задачах оценки прочно-

сти сооружений на различных стадиях экс-
плуатации и имеет приложения в совершен-
ствовании методик неразрушающего контро-
ля в геофизике и горной механике и иденти-
фикации сложных композиционных матери-
алов, медицинской диагностике мягких тка-
ней [2–4].

Как известно, к основным методам иден-
тификации структуры и уровня внутрен-
них напряжений относят акустические и
интерференционные методы исследования.
Исследование влияния однородного пред-
варительного напряженного состояния на
амплитудно-частотные характеристики кон-
струкций позволяет оценивать его уровень
и дать практические рекомендации. В слу-
чае же неоднородного предварительного на-
пряженного состояния, которое наблюдается
в окрестности сильных концентраторов ти-
па полостей, трещин или включений, реше-
ние такой задачи может быть осуществлено
лишь в рамках некоторой коэффициентной
обратной задачи теории упругости с исполь-
зованием современных вычислительных тех-
нологий.

Основной проблемой в решении нелиней-
ных коэффициентных обратных задач явля-
ется процедура построения операторных со-
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отношений, связывающих искомые и изме-
ряемые функции. Наличие переменных ко-
эффициентов не дает возможности построе-
ния в явном виде общих представлений ре-
шений для таких операторов. В этом случае
решения прямых задач опираются либо на
аппарат интегральных уравнений Фредголь-
ма второго рода, либо на конечноэлементные
технологии. При этом для построения реше-
ний в обратных задачах формулируются ите-
рационные процессы, основанные на обобще-
нии теоремы взаимности [1, 4].

В настоящей работе рассматриваются как
прямая задача о поперечных колебаниях
предварительно напряженного стержня, так
и обратная — о восстановлении закона рас-
пределения предварительного напряженного
состояния.

1. Общая постановка прямой задачи

В качестве объекта исследования рас-
смотрим упругое тело объема V , ограничен-
ное поверхностью S = Su∪Sσ, в котором име-
ется неоднородное предварительное напря-
женное состояние, характеризующееся ком-
понентами тензора напряжений σ0ij . Матери-
ал, из которого состоит тело, имеет плот-
ность ρ. Будем считать, что колебания с ча-
стотой ω вызываются нагрузкой P, прило-
женной на части Sσ, а часть Su закрепле-
на. Так как объектом исследования являет-
ся упругое тело с тензором упругих модулей
Сijkl, то возмущения компонент тензора на-
пряжений подчиняются обобщенному закону
Гука.

Линеаризованные уравнения колебаний
после отделения временного множителя име-
ют следующий вид [1,2]:

Tij,j + ρω2ui = 0, (1.1)

Tij = σij + ui,mσ
0
mj , (1.2)

σij = Cijkluk,l, (1.3)

ui|Su = 0, Tijnj |Sσ = pi, i = 1, 2, 3, (1.4)

где Tij — компоненты несимметричного тен-
зора, определяемого согласно (1.2).

Изменение амплитудно-частотных харак-
теристик точек тела V может быть положено
в основу процедуры идентификации началь-
ных напряжений. Пусть на части границы Sσ
измеряются компоненты поля смещений fi в

зависимости от частоты колебаний. Требу-
ется определить компоненты предваритель-
ного напряженного состояния σ0ij . Сформу-
лированная задача относится к классу нели-
нейных некорректных задач [5], которые тре-
буют специальной процедуры построения ре-
шения, основанной на теории регуляризован-
ных итерационных процессов.

2. Вариационная постановка задачи

Для вывода вариационной постановки за-
дачи о колебаниях предварительно напря-
женного тела применим к задаче (1.1)–(1.4)
методы и приемы вариационного исчисле-
ния.

Произведем следующие преобразования
над уравнениями и граничными условиями:

– выберем некоторые гладкие функции
δui таким образом, чтобы они удовлетворя-
ли граничному условию на части поверхно-
сти Su: δui|Su = 0;

– умножим уравнения движения и гра-
ничные условия на выбранные функции δui
и проинтегрируем соответственно по поверх-
ности Sσ и по объему V ;

– вычтем из первого соотношения второе,
тогда получим

∫
Sσ

TijnjδuidS −
∫
Sσ

piδuidS−

−
∫
V

Tij,jδuidV −
∫
V

ρω2uiδuidV = 0. (2.1)

Упростим уравнение (2.1), используя фор-
мулу Гаусса–Остроградского, приводя подоб-
ные и подставляя выражения Tij , σij соглас-
но (1.2)–(1.3)∫

V

(Сijkluk,l + ui,mσ
0
mj)δui,jdV−

−
∫
Sσ

piδuidS −
∫
V

ρω2uiδuidV = 0.

Таким образом, получена общая вариацион-
ная постановка задачи о колебаниях пред-
варительно напряженного тела в следующей
форме:

δ
(
П− ω2К+Пσ

)
= 0, (2.2)

где введены обозначения функционалов
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П = 1
2

∫
V

Сijkluk,lui,jdV −
∫
sσ

piuidS — по-

тенциальная энергия системы;
Пσ = 1

2

∫
V

σ0mjui,mui,jdV , К = 1
2

∫
V

ρu2i dV —

кинетическая энергия системы.

3. Формулировка обратной задачи и
построение итерационного процесса

Сформулированная обратная задача по
определению структуры предварительного
напряженного состояния является нелиней-
ной задачей, при построении решения ко-
торой требуется использовать итерационную
процедуру, основанную на методе линеари-
зации. Для того чтобы избежать утоми-
тельной процедуры решения задачи перво-
го приближения, можно использовать обоб-
щенное соотношение взаимности, построен-
ное в [1,4]. Пусть имеется два решения зада-
чи (1.1)–(1.4), отвечающие различным пред-
варительным напряженным состояниям. Ос-
новные характеристики задачи снабдим со-
ответственно индексами 1 и 2: u(1)i , σ(01)ij , T (1)

ij

и u(2)i , σ(02)ij , T (2)
ij . В соответствии с [1] имеем

0 =

∫
Sσ

pi(u
(2)
i − u

(1)
i )ds−

∫
V

(σ
(01)
mj u

(1)
i,mu

(2)
i,j −

− σ(02)mj u
(2)
i,mu

(1)
i,j )dV, (3.1)

ω ∈ [ω1, ω2] .

Соотношение (3.1) позволяет построить ите-
рационный процесс и сформулировать после-
довательность линейных интегральных урав-
нений Фредгольма 1-го рода с суммируемы-
ми ядрами, если положить σ

(01)
mj = t

(n−1)
mj ,

σ
(02)
mj = t

(n−1)
mj + t

(n)
mj , u

(1)
i = u

(n−1)
i ,

u
(2)
i = u

(n−1)
i + u

(n)
i . Тогда, сохраняя в (3.1)

линейные относительно возмущений слагае-
мые, получим [1]∫
Sσ

pi(fi − u(n−1)i )ds+

+

∫
V

(t
(n)
mju

(n−1)
i,m u

(n−1)
i,j )dV = 0, (3.2)

ω ∈ [ω1, ω2] .

С помощью уравнения (3.2) можно организо-
вать итерационный процесс для определения

поправок компонент тензора предваритель-
ных напряжений t(n)mj по отношению к некото-
рому начальному состоянию, которое может
быть выбрано простейшим образом, напри-
мер, однородным или линейным. Сразу от-
метим, что уравнение (3.2) есть интегральное
уравнение Фредгольма первого рода, для ре-
шения которого необходимо использовать ре-
гуляризующие алгоритмы [7]. При этом отме-
тим, что из одного операторного уравнения
нельзя определить сразу все компоненты тен-
зора предварительных напряжений, обычно
составляется несколько таких соотношений,
соответствующих различным видам прило-
женной нагрузки.

4. Формулировка краевой задачи для
предварительно напряженного

стержня

Одним из важных примеров поставлен-
ной проблемы является задача об установив-
шихся изгибных колебаниях прямолинейного
упругого изотропного стержня длины l под
действием периодической во времени силы
Peiωt с предварительным одноосным напря-
женным состоянием.

Рассмотрим задачу (1.1)–(1.4), считая,
что из компонент тензора предварительных
напряжений отлична от нуля лишь ком-
понента σ011 6= 0. Оси Ox2, Ox3 выбе-
рем главными. Введем следующие обозна-
чения в соответствии с гипотезами стерж-
ней: u1 = −x3w′(x1) — компонента век-
тора смещений вдоль оси x1, u2 = 0 —
компонента вектора смещений вдоль оси x2,
u3 = w(x1) — компонента вектора смеще-
ний вдоль оси x3, F – площадь поперечно-
го сечения, V = [0; l] × F — объем стержня,
J =

∫
F

x23dS — осевой момент инерции, E —

модуль Юнга. Тогда ненулевые компоненты
тензора Tij представимы в виде

T11 = σ11 + u1,1σ
0
11, T13 = σ13, (4.1)

T31 = σ31 + u3,1σ
0
11, T33 = σ33, (4.2)

где σ11 = Eu1,1 = −Ex3w′′(x1), а функция
смещения нейтральной оси стрежня w(x1)
удовлетворяет условию консольного закреп-
ления на левом конце w′(0) = 0, w(0) = 0.

Подставляя выражения (4.1)–(4.2) в каж-
дое из представлений П, Пσ, К и произво-
дя интегрирование по площади поперечного
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сечения, получим следующее вариационное
уравнение:

δ
(
П− ω2К+Пσ

)
=

=

l∫
0

{
(J(E + σ011)w

′′)′′ − (Fσ011w
′)′−

− ρFω2w + ω2(Jρw′)′
}
δwdx1+

+
{
(Fσ011w

′)(l)− (J(E + σ011)w
′′)′(l) + P−

− ω2(Jρw′)(l)
}
δw(l)+

+ (J(E + σ011)w
′′)(l)δw′(l) = 0. (4.3)

Приравнивая нулю коэффициенты при неза-
висимых вариациях, получим уравнение дви-
жения и граничные условия в следующем ви-
де:

(J(E + σ011)w
′′)′′−

− (Fσ011w
′)′ − ρFω2w = 0, (4.4)

w(0) = 0,

w′(0) = 0,

(J(E + σ011)w
′′)(l) = 0,

((J(E + σ011)w
′′)′ − Fσ011w′)(l) = P.

(4.5)

При этом осуществлено пренебрежение со-
ставляющей ω2Jρw′, часто используемое в
прикладных теориях.

Полученные уточненные граничные усло-
вия соответствуют действию сосредоточен-
ной поперечной силы на конце консольно за-
крепленного стержня.

Заметим, что в приведенных соотношени-
ях параметры системы J , E, σ011, F , ρ мо-
гут быть заданы как функции по перемен-
ной x = x1. Краевая задача (4.4)–(4.5) есть
задача для уравнения 4 порядка с перемен-
ными коэффициентами, ее решение получим,
используя предварительное сведение к ин-
тегральному уравнению Фредгольма второго
рода.

5. Сведение краевой задачи к
интегральному уравнению
Фредгольма второго рода

Введем в рассмотрение безразмерные па-
раметры и функции

τ =
maxσ011
E0

, κ21 =
F0l

2

J0
τ, κ42 =

ρ0F0l
4

J0E0
ω2,

P0 =
Pl2

J0E0
, ϕ(ξ) =

σ011
maxσ011

, J = J0f1(ξ),

E = E0f2(ξ), F = F0f3(ξ), ρ(ξ) = ρ0f4(ξ),

g1(ξ) = f1(ξ)f2(ξ), g2(ξ) = f3(ξ)f4(ξ),

где ξ = x
l ∈ [0; 1]. При этом отметим, что

безразмерный параметр κ1 характеризует ве-
личину максимального значения компоненты
предварительного напряжения σ011, а κ2 — ча-
стоту колебаний ω.

Решение поставленной задачи в безраз-
мерном виде сведено к интегральному урав-
нению Фредгольма 2-го рода относительно
функции y(ξ) [6]

y(ξ) = −
1∫

0

K(ξ, s)y(s)ds+ f(ξ), (5.1)

где
f(ξ) = (ξ − 1)P0,

K(ξ, s) =
1

a(s)

1∫
max(ζ,s)

(κ21f3(η)ϕ(η)+

+ κ42(ξ − η)(η − s)g2(η))dη,

a(s) = g1(s)

(
1 + τ

ϕ(s)

f2(s)

)
.

Численная реализация определения функ-
ции w(ξ) (прямая задача) при заданном виде
функции, характеризующей предваритель-
ное напряженное состояние, осуществлена
следующим образом на основе метода колло-
каций:

1) для аппроксимации интегрального опе-
ратора в уравнении (5.1) использована со-
ставная квадратурная формула Симпсона
с соответствующими коэффициентами Bj и
шагом h = l/(N −1), где N — нечетное коли-
чество узлов. Значения функции y(ξ) в вы-
бранных узлах si = (i − 1)h находим из ре-
шения следующей линейной алгебраической

системы: y(si)+
N∑
j=1

BjK(si, sj) · y(sj) = f(si),

i = 1 . . . N ;
2) вычисление значений искомой функ-

ции w(ξ) в тех же узлах si, i = 1 . . . N − 1
осуществлено по квадратурной формуле тра-
пеций, а для повышения точности на конце
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стержня — по составной квадратурной фор-
муле Симпсона

w(sN ) =
N∑
j=1

Bj(sN − sj)
yj
a(sj)

. (5.2)

Тестирование программы, реализующей
представленный подход, показало, что при
постоянных параметрах системы для частот
колебаний, находящихся ниже второго резо-
нанса, относительная погрешность прибли-
женного (5.2) решения и аналитического ре-
шения [8] в точке ξ = 1 при 41 узлах не
превосходит 0,002%.

Отметим, что анализ влияния величи-
ны однородного предварительного напряже-
ния на частотные характеристики [6] пока-
зал, что это влияние заметно для значений
τ > 10−4; поэтому процедуру реконструкции
следует проводить для частот, не превосхо-
дящих первую резонансную частоту [6], где
это влияние наиболее значительно.

6. Решение обратной задачи для
предварительно напряженного

стержня

В качестве конкретной реализации сфор-
мулированного выше итерационного процес-
са, необходимого для построения решения об-
ратной задачи, рассмотрим задачу об отыс-
кании предварительного одноосного напря-
женного состояния (σ011 6= 0), тогда уравне-
ние (3.2) примет вид

l∫
0

t
(n)
11 (J(w(n−1)′′)2 + F (w(n−1)′)2)dx−

− P (f − w(n−1)) = 0,

ω ∈ [ω1;ω2] .

Или, переходя к безразмерным параметрам
и вводя обозначение f0 = f/l, имеем

1∫
0

ϕ(n)(ξ)
(
τf2(ξ)(w

(n−1)′′)2+

+ κ21f3(ξ)(w
(n−1)′)2

)
dξ−

− P0(f0 − w(n−1)(1)) = 0, (6.1)

κ2 ∈
[
κ
(1)
2 ;κ

(2)
2

]
.

Уравнение (6.1) есть интегральное уравнение
Фредгольма 1-го рода с вполне непрерывным
оператором, при обращении которого необхо-
димо использовать регуляризующую проце-
дуру [7]. Отметим также, что вопрос о вы-
боре отрезка изменения частоты колебаний
является весьма важным как с точки зре-
ния обоснования единственности поставлен-
ных обратных задач, так и с точки зрения по-
строения эффективных численных схем. Как
правило, этот отрезок необходимо выбирать
в нерезонансном диапазоне.

При вычислительной реализации обрат-
ной задачи в качестве регуляризующей про-
цедуры использован метод Тихонова с авто-
матическим выбором параметра регуляриза-
ции, а частотный диапазон выбран до пер-
вой резонансной частоты. Начальное прибли-
жение определялось из условия минимума
функционала невязки

J =

κ
(2)
2∫

κ
(1)
2

(w(1, κ2)− f0(κ2))2dκ2

в классе линейных функций на некотором
компакте, построенном по данным об услови-
ях ограниченности восстанавливаемой функ-
ции.

На рис. 1–4 представлены результаты вы-
числительных экспериментов по восстанов-
лению безразмерной функции ϕ(ξ), характе-
ризующей изменение величины σ011, для сле-
дующих законов ϕ(ξ) = 1 + ξ2, ϕ(ξ) = 1 + eξ,
ϕ(ξ) = −(1+0,5ξ2), ϕ(ξ) = −(1+e0,5ξ). В вы-
числительном эксперименте рассматривал-
ся отрезок измерения амплитудно-частотной
характеристики w(1, κ1). В серии расчетов
было принято κ1 = 0,2, κ2 = [0,9; 1,8], что со-
ответствует частотному диапазону, располо-
женному до 1-ой резонансной частоты, изме-
рения производились для пяти частот внутри
выбранного диапазона. Здесь и далее сплош-
ной линией показан график исходной функ-
ции, прерывистой — начального приближе-
ния, точками — восстановленной функции.

Заключение

Предложен способ реконструкции неод-
нородного напряженного состояния в
стержне, основанный на анализе изгибных
колебаний. Сформулированы операторные
уравнения в обратной задаче, приведены ре-
зультаты вычислительных экспериментов.
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Рис. 1. 7 итераций
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Рис. 2. 15 итераций
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Рис. 3. 4 итерации
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Рис. 4. 11 итераций
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