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Коэффициентные обратные задачи тер-
момеханики привлекают все большее вни-
мание ученых в связи с внедрением во
многие области техники новых неоднород-
ных материалов, таких как функционально-
градиентные, и возникшими технологически-
ми проблемами контроля их качества после
изготовления. Для расчета компонент физи-
ческих полей в конструкциях из этих мате-
риалов необходимо отказаться от гипотезы
однородности среды и использовать услож-
ненную модель, для которой характеристи-
ки исследуемого объекта (модули упругости,
коэффициенты переноса, плотность) явля-
ются функциями координат. Такие функции
не могут быть определены из простых мак-
роэкспериментов и требуют решения коэф-
фициентных обратных задач термоупруго-
сти при динамическом нагружении. Для та-
ких задач по данным о граничных полях
смещений и температуры, которые доступ-
ны для непосредственного измерения, тре-
буются восстановить функции — коэффици-
енты дифференциальных операторов урав-
нений термоупругости. В настоящее время
накоплен достаточный опыт решения коэф-
фициентных обратных задач теплопроводно-
сти [1, 3, 6–8] и теории упругости [3–5]. При
их решении наибольшие трудности возника-
ют при построении нелинейных операторных
соотношений, связывающих искомые и из-

меряемые в эксперименте функции. Чтобы
обойти эту сложность, в [3–8] предложены
подходы, основанные на построении итераци-
онных процессов, исходя либо из обобщения
соотношения взаимности [3–8], либо из усло-
вия ортогональности [4,5]. При этом на каж-
дом этапе итерационного процесса необхо-
димо решать интегральное уравнение Фред-
гольма первого рода с суммируемым ядром
и осуществлять решение прямой задачи с
переменными характеристиками, найденны-
ми на предыдущем этапе. В основе такого
подхода лежат либо конечноэлементные тех-
нологии, либо аппарат интегральных урав-
нений Фредгольма второго рода (для одно-
мерных обратных задач). В настоящей ра-
боте для восстановления теплофизических и
механических характеристик неоднородных
тел построен итерационный процесс, осно-
ванный на обобщении уравнения взаимности
в пространстве трансформант по Лапласу.
Приведены результаты реконструкции коэф-
фициентов переноса неоднородного изотроп-
ного термоупругого стержня. При решении
прямой задачи использованы метод возмуще-
ний и сведение к интегральному уравнению
Фредгольма 2-го рода в пространстве транс-
формант.

Рассмотрим динамическую связанную за-
дачу термоупругости [2] в ограниченной об-
ласти V с границей S = ST ∪ Sq ∪ Su ∪ Sσ.
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При этом будем различать два состояния:
первое состояние с компонентами тензора
модулей упругости c

(1)
ijkl(M), компонентами

тензора теплопроводности k
(1)
ij (M), компо-

нентами тензора температурных напряже-
ний γ

(1)
ij (M), плотностью ρ(1)(M), теплоем-

костью С(1)(M), приращением температуры
θ(1)(M, t) = T (1)(M, t) − T0 от естественного
состояния с температурой T0, компонентами
вектора смещений u(1)i (M, t) и тензора напря-
жений σ

(1)
ij (M, t), второе — соответственно

c
(2)
ijkl(M),k(2)ij (M), γ(2)ij (M) ρ(2)(M), С(2)(M),

θ(2)(M, t) и σ(2)ij (M, t). В области V для каж-
дого состояния выполнены уравнения термо-
упругости и граничные условия (одинаковые
для обоих состояний)

σ
(m)
ij,j = ρ(m)ü

(m)
i , m = 1, 2, (1)

σ
(m)
ij = c

(m)
ijklε

(m)
kl − γ

(m)
ij θ(m), m = 1, 2, (2)

(k
(m)
ij (M)θ

(m)
,j (M, t)),i−

− С(m)ρ(m)(M)θ̇(m) − T0γ(m)
ij u̇

(m)
i,j = 0, (3)

m = 1, 2,

θ(m)|ST = 0, −k(m)
ij θ

(m)
,j ni|Sq = q, (4)

m = 1, 2,

u
(m)
i |Su = 0, σ

(m)
ij nj |Sσ = pi, (5)

m = 1, 2.

Применим к уравнениям (1)–(3) и гранич-
ным условиям (4)–(5) преобразование Ла-
пласа и, полагая тепловые и механические
начальные условия нулевыми, запишем для
каждого состояния

(k
(1)
ij (M)θ̃

(1)
,j (M,p)),i−

− pС(1)ρ(1)(M)θ̃(1)(M,p)−

− pT0γ(1)ij ũ
(1)
i,j = 0, (6)

(k
(2)
ij (M)θ̃

(2)
,j (M,p)),i−

− pС(2)ρ(2)(M)θ̃(2)(M,p)−

− pT0γ(2)ij ũ
(2)
i,j = 0, (7)

(c
(1)
ijklũ

(1)
k,l − γ

(1)
ij θ̃

(1)),j = p2ρ(1)ũ
(1)
i , (8)

(c
(2)
ijklũ

(2)
k,l − γ

(2)
ij θ̃

(2)),j = p2ρ(2)ũ
(2)
i . (9)

Умножим уравнение (6) на θ̃(2)(M,p), а
(7) — на θ̃(1)(M,p) и вычтем их друг из дру-
га

(k
(1)
ij θ̃

(1)
,j ),iθ̃

(2) − (k
(2)
ij θ̃

(2)
,j ),iθ̃

(1)−

− p(С(1)ρ(1) − С(2)ρ(2))θ̃(1)θ̃(2)−

− pT0(γ(1)ij ũ
(1)
i,j θ̃

(2) − γ(2)ij ũ
(2)
i,j θ̃

(1)) = 0. (10)

Аналогично, умножим уравнение (8) на
ũ
(2)
i (M,p), а (9) — на ũ(1)i (M,p) и вычтем их

друг из друга

(c
(1)
ijklũ

(1)
k,l − γ

(1)
ij θ̃

(1)),j ũ
(2)
i −

− (c
(2)
ijklũ

(2)
k,l − γ

(2)
ij θ̃

(2)),j ũ
(1)
i −

p2(ρ(1) − ρ(2))ũ(1)i ũ
(2)
i = 0. (11)

Далее выполним следующую последователь-
ность действий: преобразуем (10), (11) с ис-
пользованием формулы дифференцирования
произведения, проинтегрируем полученные
соотношения по области V с границей S, ис-
пользуя формулу Остроградского–Гаусса, а
также граничные условия и симметрию тен-
зоров теплопроводности и модулей упруго-
сти. Тогда имеем∫

V

(k
(2)
ij − k

(1)
ij )θ̃

(1)
,i θ̃

(2)
,j dV+

+ p

∫
V

(С(2)ρ(2) − С(1)ρ(1))θ̃(1)θ̃(2)dV−

− pT0
∫
V

(γ
(1)
ij ũ

(1)
i,j θ̃

(2) − γ(2)ij ũ
(2)
i,j θ̃

(1))dV−

−
∫
Sq

q̃(θ̃(2) − θ̃(1))dS = 0, (12)

∫
V

(c
(2)
ijkl − c

(1)
ijkl)ũ

(1)
k,l ũ

(2)
i,j dV+

+

∫
V

p2(ρ(2) − ρ(1))ũ(1)i ũ
(2)
i dV+

+

∫
V

(γ
(1)
ij ũ

(2)
i,j θ̃

(1) − γ(2)ij ũ
(1)
i,j θ̃

(2))dV+

+

∫
V

p̃i(ũ
(2)
i − ũ

(1)
i dV ) = 0. (13)
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Умножив (13) на pT0 и сложив с (12), полу-
чим соотношение взаимности в пространстве
трансформант

pT0

∫
V

(c
(2)
ijkl − c

(1)
ijkl)ũ

(1)
k,l ũ

(2)
i,j dV+

+ T0

∫
V

p3(ρ(2) − ρ(1))ũ(1)i ũ
(2)
i dV+

+

∫
V

(k
(2)
ij − k

(1)
ij )θ̃

(1)
,i θ̃

(2)
,j dV+

+ p

∫
V

(С(2)ρ(2) − С(1)ρ(1))θ̃(1)θ̃(2)dV−

− pT0
∫
V

(γ
(2)
ij + γ

(1)
ij )(ũ

(1)
i,j θ̃

(2) − ũ(2)i,j θ̃
(1))dV =

= −pT0
∫
Sσ

p̃i(ũ
(2)
i − ũ

(1)
i )dS+

+

∫
Sq

q̃(θ̃(2) − θ̃(1))dS. (14)

Соотношение (14) можно трактовать как
обобщение соотношения взаимности [2] на
случай термоупругих тел с различными теп-
лофизическими характеритеристиками. Оно
используется для получения операторных
уравнений в обратной задаче. Обратная зада-
ча о нахождении коэффициентов дифферен-
циальных операторов уравнений термоупру-
гости может быть решена на основе итера-
ционного процесса, на каждом этапе которо-
го осуществляется решение линейной задачи.
Полагая

θ̃(1) = θ̃(n−1), θ̃(2) = θ̃(n−1) + θ̃(n),

ũ(1) = ũ(n−1), ũ(2) = ũ(n−1) + ũ(n),

k
(1)
ij = k

(n−1)
ij , k

(2)
ij = k

(n−1)
ij + k

(n)
ij ,

с(1)ijkl = c
(n−1)
ijkl , c

(2)
ijkl = c

(n−1)
ijkl + c

(n)
ijkl,

ρ(1) = ρ(n−1), ρ(2) = ρ(n−1) + ρ(n),

С(1) = С(n−1), С(2) = С(n−1) + С(n)

и сохраняя в соотношении взаимности (14)
линейные слагаемые, с учетом дополни-
тельной информации в обратной задаче

ui|Sσ = fi(M, t), θ|Sq = θT (M, t), получим

pT0

∫
V

c
(n)
ijklũ

(n−1)
k,l ũ

(n−1)
i,j dV+

+ T0

∫
V

p3ρ(n)ũ
(n−1)
i ũ

(n−1)
i dV+

+

∫
V

k
(n)
ij θ̃

(n−1)
,i θ̃

(n−1)
,j dV+

+ p

∫
V

С(n)ρ(n)θ̃(n−1)θ̃(n−1)dV =

= −pT0
∫
Sσ

p̃i(f̃i − ũ(n−1)i )dS+

+

∫
Sq

q̃(θ̃T − θ̃(n−1))dS. (15)

Соотношение (15) является интеграль-
ным уравнением относительно компонент
k
(n)
ij (M), С(n)(M), ρ(n)(M), с(n)ijkl(M) и позво-

ляет находить приближения коэффициентов,
если предварительно решена прямая задача
о динамическом поведении тела V с тепло-
физическими и упругими характеристика-
ми предыдущего этапа k(n−1)ij (M),C(n−1)(M),

ρ(n−1)(M), с(n−1)ijkl (M). Итерационный процесс
стартует при выбранном, например, методом
минимизации функционала невязки, некото-
ром начальном распределении коэффициен-
тов k(0)ij (M), С(0)(M), ρ(0)(M), с(0)ijkl(M). Для
реконструкции всех тепловых и механиче-
ских характеристик одного интегрального
уравнения вида (15) недостаточно. Допол-
нительные уравнения обычно получают при
изменении вида или области нагружения.
Однако в некоторых частных случаях этого
уравнения вполне достаточно.

В качестве примера рассмотрим зада-
чу о продольных колебаниях стержня, воз-
бужденных внезапным приложением силы
p1 = σ0H(t) и (или) теплового потока
q = q0H(t) к одному из его торцов. В этом
случае уравнение (15) преобразуется к виду

pT0

l∫
0

E(n)

(
dũ(n−1)

dx

)2

dx+

+ T0p
3

l∫
0

ρ(n)ũ2(n−1)dx+



Коэффициентные обратные задачи термоупругости для неоднородных тел 27

+

l∫
0

k(n)(x)

(
dθ̃(n−1)

dx

)2

dx+

+ p

l∫
0

С(n)ρ(n)(x)θ̃2(n−1)dx =

= σ0T0(ũT − ũ(n−1))|x=l+

+
q0
p

(θ̃T − θ̃(n−1))|x=l. (16)

Входной информацией для решения обрат-
ной задачи служит измеренные смещения
(приращение температуры) на торце стерж-
ня

u(l, t) = f(t) (θ(l, t) = g(t)), (17)

которые необходимо знать в любой момент
времени. Однако из соотношения (16) нельзя
найти поправки для нахождения коэффици-
ента теплового расширения.

Имеем следующие возможные постанов-
ки обратных задач для стержня при наличии
дополнительной информации (17):

1) по известным C(x), ρ(x), k(x),α(x) най-
ти E(x);

2) по известным C(x), ρ(x), E(x), α(x)
найти k(x);

3) по известным C(x), E(x), k(x), α(x)
найти ρ(x);

4) по известным ρ(x), k(x), E(x), α(x)
найти C(x).

Перейдем в (16) к безразмерным перемен-
ным

z =
x

l
; k̄(n)(z) =

k(n)(zl)

k0
;

С̄(n)(z) =
С(n)(zl)

c0
; ρ̄(n)(z) =

ρ(n)(zl)

ρ0
;

ᾱ(n)(z) =
α(n)(zl)

α0
; Ē(n)(z) =

E(n)(zl)

E0
;

p0 =
c0ρ0l

2p

k0
; W̃(n)(z, p) =

θ̃(n)α0k0

c0ρ0l2
;

Ũ(n)(z, p) =
ũ(n)k0

l3c0ρ0
; Ω̃(n)(z, p) =

σ̃(n)k0

E0c0ρ0l2
;

ε2 =
k20

c20ρ0E0l2
; δ =

α2
0T0E0

c0ρ0
; λ =

σ0
E0

;

ϕ =
α0q0l

k0
; τ =

√
E0

ρ0

t

l
.

Здесь k0, α0, C0, ρ0, E0 — некоторые харак-
терные коэффициенты теплопроводности и

теплового расширения, теплоемкость, плот-
ность и модуль Юнга соответственно.

Для безразмерных параметров уравнение
(16) примет вид

δp0

1∫
0

E(n)

(
dŨ(n−1)

dz

)2

dz+

+ δε2p30

1∫
0

ρ̄(n)Ũ2
(n−1)dz+

+

1∫
0

k̄(n)(z)

(
dW̃(n−1)

dz

)2

dz+

+ p0

1∫
0

С̄(n)ρ̄(n)(z)W̃ 2
(n−1)dz =

= λδ(ŨT − Ũ(n−1))|z=1+

+
ϕ

p
(θ̃T − θ̃(n−1))|z=1. (18)

В случае, если параметр связанности по-
лей δ мал, положив его равным нулю в урав-
нении (18), получим интегральное уравнение
для восстановления коэффициентов перено-
са из несвязанной задачи теплопроводности,
хорошо изученной в [1, 6].

В настоящей работе численно восста-
навливались теплофизические коэффициен-
ты при внезапном приложении силы к од-
ному из торцов стержня, при этом для на-
хождения поправок k̄(n)(z) и C̄(n)(z) согласно
2-й и 4-й постановкам необходимо на каждом
шаге итерационного процесса решать инте-
гральные уравнения

1∫
0

k̄(n)(z)

(
dW̃(n−1)

dz

)2

dz =

= λδ(ŨT − Ũ(n−1))|z=1, (19)

p0

1∫
0

C̄(n)ρ̄(z)W̃ 2
(n−1)dz =

= λδ(ŨT − Ũ(n−1))|z=1. (20)

Трансформанты Ũ(n−1) и W̃(n−1) на (n − 1)-
ой итерации находятся из решения прямой
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задачи в пространстве трансформант

ε
d

dz

(
k̄(n−1)(z)

dW̃(n−1)

dz

)
=

= p0С̄(n−1)(z)ρ̄(n−1)(z)W̃(n−1)+

+ p0δᾱ
(n−1)(z)Ē(n−1)(z)

dŨ(n−1)

dz
, (21)

Ω̃(n−1)(z, p) = Ē(n−1)(z)
dŨ(n−1)

dz
−

− ᾱ(n−1)(z)Ē(n−1)(z)W̃(n−1)(z, p), (22)

dΩ̃(n−1)

dz
= p20ρ̄

(n−1)(z)Ũ(n−1)(z, p), (23)

W̃(n−1)(0, p) = 0, Ũ(n−1)(0, p) = 0,

dW̃(n−1)

dz
|z=1 = 0, Ω̃(n−1)(1, p) = −λ

p
.

(24)

Прямая задача исследовалась методом мало-
го параметра, в качестве которого был вы-
бран параметр δ, характеризующий связан-
ность упругих и тепловых полей. В этом слу-
чае решения задачи ищем в виде разложения
по малому параметру

Ũ(n−1) = Ũ
(0)
(n−1) + δŨ

(1)
(n−1),

W̃(n−1) = W̃
(0)
(n−1) + δW̃

(1)
(n−1),

Ω̃(n−1) = Ω̃
(0)
(n−1) + δΩ̃

(1)
(n−1).

(25)

Подставив (25) в уравнения и граничные
условия (21)–(24) и приравнивая коэффици-
енты при одинаковых степенях δ, получаем
следующую цепочку задач:

W̃
(0)
(n−1) ≡ 0, (26)

Ω̃
(0)
(n−1)(z, p) = Ē(n−1)(z)

dŨ
(0)
(n−1)

dz
, (27)

dΩ̃
(0)
(n−1)

dz
= p20ρ̄

(n−1)(z)Ũ
(0)
(n−1)(z, p), (28)

Ũ
(0)
(n−1)(0, p) = 0, Ω̃

(0)
(n−1)(1, p) = −λ

p
, (29)

ε
d

dz

k̄(n−1)(z)dW̃ (1)
(n−1)

dz

 =

= p0С̄(n−1)(z)ρ̄(n−1)(z)W̃
(1)
(n−1)+

+ p0ᾱ
(n−1)(z)Ē(n−1)(z)

dŨ
(0)
(n−1)

dz
, (30)

W̃
(1)
(n−1)(0, p) = 0,

dW̃
(1)
(n−1)

dz
|z=1 = 0, (31)

Ω̃
(1)
(n−1)(z, p) = Ē(n−1)(z)

dŨ
(1)
(n−1)

dz
−

− ᾱ(n−1)(z)Ē(n−1)(z)W̃
(1)
(n−1)(z, p), (32)

dΩ̃
(1)
(n−1)

dz
= p20ρ̄

(n−1)(z)Ũ
(1)
(n−1)(z, p), (33)

Ũ
(1)
(n−1)(0, p) = 0, Ω̃

(1)
(n−1)(1, p) = 0. (34)

Определение поправок из интегральных
уравнений (19), (20) является некорректной
задачей и требует регуляризации. Примене-
на дискретная реализация метода Тихонова
c выбором набора параметров аналогично [6].

После нахождения решения k̄(n)(z)

(C̄(n)(z)) строится новое приближение
k̄(n+1)(z) = k̄(n−1)(z) + k̄(n)(z) (C̄(n+1)(z) =

= C̄(n−1)(z) + C̄(n)(z)) и осуществляется ите-
рационная схема. Критерием выхода из ите-
рационного процесса является условие ста-
билизации функционала невязки

J(n−1) =

d∫
c

(
Ũ(n−1)(1, p0)−

− ŨT (1, p0)
)2
dp0. (35)

В работе натурный эксперимент заменен вы-
числительным. Здесь [c, d] — отрезок изме-
нения параметра p0, на котором вычисляет-
ся невязка, ŨT (1, p0) — вычисленная безраз-
мерная трансформанта смещений на торце
стержня при точных значениях коэффициен-
тов, а Ũ(n−1)(1, p0) — вычисленная безразмер-
ная трансформанта смещений на торце при
значениях коэффициентов на (n− 1)-ой ите-
рации; нулевое приближение ищется в классе
линейных функций из условия минимизации
функционала невязки (35).

При проведении вычислительных экс-
периментов полагалось, что модуль Юнга,
плотность, теплоемкость и коэффициент теп-
лового расширения известны и являются по-
стоянными. В этом случае решение прямой
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Рис. 1. Пунктирная линия обозначает
численное решение, сплошная линия —

k(z) = exp (−z)
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Рис. 2. Пунктирная линия обозначает
численное решение, сплошная линия —

c(z) = 1 + (1, 5z − 0, 7)2

задачи (26)–(34) сводится к последовательно-
му решению интегральных уравнений Фред-
гольма второго рода в пространстве транс-
формант [9]

W̃
(0)
(n−1) ≡ 0,

Ũ
(0)
(n−1)(z, p) = −p20

1∫
0

Ũ
(0)
(n−1)(η, p)×

×
min{z,η}∫

0

dξdη − λ

p0
z, (36)

W̃
(1)
(n−1)(z, p) = −p0

ε

1∫
0

С̄(n−1)(η)×

×
min{z,η}∫

0

dξ

k̄(n−1)(ξ)
dη+

+
p0
ε

( z∫
0

Ũ
(0)
(n−1)(η, p)dη−

− zŨ (0)
(n−1)(1, p)

)
, (37)

Ũ
(1)
(n−1)(z, p) = p20

1∫
0

Ũ
(1)
(n−1)(η, p)×

×
min{z,η}∫

0

dξdη +

z∫
0

W̃
(1)
(n−1)(η, p)dη. (38)

При решении интегральных уравнений (36)–
(38) использован метод коллокаций, а инте-
гралы заменены их приближенными значе-
ниями по квадратурной формуле трапеций.

В вычислительных экспериментах рас-
смотрены различные классы гладких функ-
ций — степенные, тригонометрические, экс-
поненциальные. Во всех расчетах принято:
[c, d] = [0,1, 0,2], λ = 0,05, δ = 0,001,
ε = 10−5. Важно обратить внимание на яд-
ра интегральных уравнений (19), (20). Они
обращается в нуль при z = 1 и z = 0 со-
ответственно, поэтому следует ожидать пло-
хого восстановления в окрестности торцов
(погрешность реконструкции до 30%). Для
улучшения восстановления необходимо зада-
вать значения реконструируемых коэффици-
ентов на торце. Результаты расчетов пока-
зали, что при известных торцевых значени-
ях погрешность восстановления значитель-
но снижается. Восстановление коэффициен-
та теплопроводности происходит с большей
погрешностью, чем теплоемкости, восстанав-
ливаются только монотонные функции, что
связано с особенностью численного построе-
ния ядра интегрального уравнения (19). Про-
ведена серия экспериментов по зашумлению
входной информации. На рисунках сплошной
линией изображен точный закон, точками —
восстановленный.

На рис. 1 представлен результат вос-
становления функции k̄(z) = exp(−z)
при C̄(z) = 1. Начальное приближе-
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Рис. 3. Пунктирная линия обозначает численное решение, сплошная линия — c(z) = 2 + 0, 5 sin(2πz)

ние k̄0(z) = 1 − 0,7z. При этом на
второй итерации погрешность восстановле-
ния не превысила 13%. На рис. 2 приво-
дится пример реконструкции теплоемкости
C̄(z) = 1 + (1,5z − 0,7)2 при k̄(z) = 1 и
задаваемых торцевых значениях. Параметр
регуляризации α = 10−12, начальное при-
ближение C̄0(z) = 1 + z. Погрешность ре-
конструкции во внутренних точках стержня
после четвертой итерации не превысила 5%.
На рис. 3 представлен график реконструкции
функции C̄(z) = 2+0, 5 sin(2πz) при k̄(z) = 1
и задаваемых торцевых значениях. Параметр
регуляризации α = 10−12, начальное прибли-
жение C̄0(z) = 1 + z. Погрешность рекон-
струкции во внутренних точках стержня по-
сле шестой итерации не превысила 8%. Про-
ведена серия экспериментов по зашумлению
входной информации. В случае 2% шума по-
грешность реконструкции функции возрас-
тает до 12%, а при 4%-м шуме погрешность
восстановления — 16%.

Результаты вычислительных эксперимен-
тов показали достаточную эффективность
предлагаемого подхода реконструкции моно-
тонных неоднородных теплофизических ха-
рактеристик.
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