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НЕЛИНЕЙНОЕ ДЕФОРМИРОВАНИЕ ОБОЛОЧЕК ВРАЩЕНИЯ
С ПОЛЮСОМ ПОД ДЕЙСТВИЕМ НЕОСЕСИММЕТРИЧНОГО
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NONLINEAR STRAINING OF SHELLS OF REVOLUTION WITH A POLE UNDER THE ACTION OF
NONAXISYMMETRIC LOADING

Ganeeva M. S., Moiseeva V.E.

The stress-strain state of non-shallow shells of revolution with a pole in case of intensive
loading reaching the limit loads of instability is investigated. The algorithm for calculating
nonlinear straining is given, which allows obtaining critical values of non-axisymmetric load
parameter. The calculation results for semispherical shell are analyzed.
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Введение

При современном уровне развития строи-
тельства, промышленности и энергетики на-
дежность и безопасность сооружений приоб-
ретает особое значение. Аварии на электро-
станциях, химических, нефтеперерабатыва-
ющих заводах, газопроводах не только при-
водят к жертвам и экономическому ущер-
бу, но могут стать причиной экологической
катастрофы. В современных конструкциях
широко используются тонкостенные элемен-
ты в виде оболочек, находящихся под дей-
ствием интенсивного нагружения. В силу
тонкостенности оболочек и интенсивности
действующих нагрузок возникает необходи-
мость расчета нелинейного деформирования
таких объектов. В данной работе исследу-
ется воздействие неосесимметричного нагру-
жения типа ветровой нагрузки на неполо-
гую оболочку вращения с полюсом в слу-
чае интенсивного нагружения с достижени-
ем предельных нагрузок потери устойчиво-
сти. Разработана методика расчета геометри-
чески и физически нелинейного напряженно-
деформированного состояния, позволяющая
получать критические значения параметра
неосесимметричной нагрузки. Представлены

и проанализированы результаты расчетов
для полусферической оболочки, замкнутой в
полюсе и с центральным отверстием.

1. Постановка задачи и метод решения

Рассматривается оболочка вращения
(рис. 1), замкнутая в окружном направле-
нии [1]. За координатные линии приняты
меридианы s, параллели ϕ и внешняя нор-
маль z к срединной поверхности. При этом
s1 6 s 6 sN , 0 6 ϕ 6 2π, −0, 5h 6 z 6 0, 5h,
h(s) — толщина оболочки; R1(s), R2(s) —
главные радиусы кривизны; r = R2 sin(θ) —
радиус параллели; θ ∈ [θ1, θN ] — угол меж-
ду осью вращения оболочки x и нормалью к
срединной поверхности z.

На оболочку действуют нагрузки
Хн
i (s, ϕ), i = 1, 3. Задача решается на основе

уравнений теории Кирхгофа–Лява в геомет-
рически нелинейной постановке при умерен-
ных поворотах. Допускается работа матери-
ала за пределом упругости, связь между на-
пряжениями и деформациями описывается
уравнениями теории малых упругопластиче-
ских деформаций [2]. Основные соотношения
получены в недеформированных координат-
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Рис. 1. Оболочка вращения

ных линиях. Далее используются соотноше-
ния и обозначения работы [1].

Пусть действующие на оболочку нагруз-
ки, граничные условия симметричны (анти-
симметричны) относительно некоторого ме-
ридионального сечения и представлены в ви-
де тригонометрических рядов по координа-
те ϕ

Xн
i (s, ϕ) =

n∑
k=0

Xн
i,k(s) cos kϕ,

Xн
2 (s, ϕ) =

n∑
k=1

Xн
2,k(s) sin kϕ,

i = 1, 3.

Вводится вектор искомых функций

Y = (T н
11, T

н
12, Q

∗
1,M11, v1, v2, w, ϑ1)

′,

Q∗1 = Qн
1 +

1

r

∂M12

∂ϕ
,

где T н
11, T н

12, Qн
1 — меридиональное, окружное

и перерезывающее усилия в недеформиро-
ванных осях; M11, M12 — изгибающий и кру-
тящий моменты; v1, v2 — касательные пере-
мещения в направлениях координатных осей
s и ϕ; w — прогиб (нормальное перемещение);
ϑ1 — поворот нормали к срединной поверхно-
сти оболочки. Для решения задачи использу-
ется метод разложения компонент вектора Y
в тригонометрические ряды по окружной ко-
ординате [3, 4]

w =

L∑
k=0

wk(s) cos kϕ,

v2 =
L∑
k=1

v2,k(s) sin kϕ, . . . .

(1.1)

В силу нелинейности задачи L > n, и значе-
ние L устанавливается численным экспери-
ментом.

Вводится вектор разрешающих функций
для амплитуд рядов (1.1)

Zk = (Tk,Wk)
′;

Tk = (T11,k, T12,k, Q1,k,M11,k)
′,

Wk = (v1,k, v2,k, wk, ϑ1,k)
′,

(1.2)

k = 0, L.

Задача сводится к интегрированию ряда си-
стем нелинейных обыкновенных дифферен-
циальных уравнений

dZk
ds

= Hk(s)Zk + gk(s,X
н
i,k)+

+ Γk(s, Y ) + Φk(s, Y ), (1.3)

k = 0, L

при соответствующих граничных условиях

AkZk = ak при s = s1,

BkZk = bk при s = sN ,
(1.4)

k = 0, L.

Здесь Hk(s) — матрица коэффициентов
(8×8); gk — вектор (8×1) амплитуд нагру-
зочных членов; Ak, Bk — матрицы (4×8); ak,
bk — векторы (4×1). При этом коэффициен-
ты Фурье разложений, связывающих систе-
мы (1.3) геометрически и физически нели-
нейных членов Γk(s, Y ), Φk(s, Y ), в ряды ви-
да (1.1) подсчитываются численно по форму-
лам Бесселя [5].

Для решения нелинейной краевой зада-
чи (1.3), (1.4) используется метод последо-
вательных приближений [4] в сочетании с
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Таблица 1. Варианты применения алгоритма

a1 a2 a3 Ведущий параметр
1 1 1 C̃k(3) = C̃k

1 0 0 C̃k(3) = C̃k(2) = C̃k(1)

0 1 0 C̃k(3) = C̃k(2)

0 0 1 C̃k(3)

методом ортогональной прогонки [6]. Про-
цесс последовательных приближений органи-
зован по ряду значений ведущего параметра,
удачный выбор которого обеспечивает сходи-
мость процесса для получения полной кар-
тины характерной кривой зависимости пара-
метров нагрузки и прогиба с определением
предельных точек. Основу методики состав-
ляет алгоритм продолжения численного ре-
шения по некоторому интегральному пара-
метру, который определяется эпюрой полу-
волны на амплитуде одной из основных гар-
моник прогиба в тригонометрическом ряду
по окружной координате (1.1). Для оболочки
с полюсом (θ1 = 0, r = 0) соотношения (1.3),
(1.4) в полюсе и его окрестности непримени-
мы, так как в (1.3), (1.4) присутствуют члены
вида r−α, α > 0. Тогда в малой окрестности
полюса ∆r используются для разрешающих
функций (1.2) разложения, полученные с до-
статочной точностью в [1].

В качестве неизвестного вводится пара-
метр нагружения Q. В (1.2) выделяется но-
мер k̃ для w̃k — амплитуды одной из основ-
ных гармоник в ряду (1.1). Вводится инте-
гральная амплитуда Ṽk [3]. Пусть меридиан
оболочки разбит на три части следующим об-
разом:

s1 6 s 6 si, Ṽk = a1

s∫
s1

w̃kds,

Ṽk(s1) = 0, Ṽk(si) = C̃k(1); (1.5)

si 6 s 6 sj , Ṽk = a2

s∫
si

w̃kds+ C̃k(1),

Ṽk(si) = C̃k(1), Ṽk(sj) = C̃k(2); (1.6)

sj 6 s 6 sN , Ṽk = a3

s∫
sj

w̃kds+ C̃k(2),

Ṽk(sj) = C̃k(2), Ṽk(sN ) = C̃k(3). (1.7)
В зависимости от выбора значений коэффи-
циентов ai, i = 1, 3 на меридиане оболочки

выделяется та часть, на которой будет на-
блюдаться монотонное возрастание величи-
ны интегральной амплитуды прогиба C̃k(3)
(табл. 1).

Неизвестные Q, Ṽk удовлетворяют урав-
нениям

dQ

ds
= 0,

dṼk
ds

= aiw̃k, i = 1, 3. (1.8)

Вводится вектор неизвестных (10×1):

R̃k = (T̃k,W̃k, Q, Ṽk)
′,

T̃k = (T̃11,k, T̃12,k, Q̃1,k, M̃11,k)
′,

W̃k = (ṽ1,k, ṽ2,k, w̃k, ϑ̃1,k)
′,

соответствующими уравнениями для которо-
го будут (1.3) при k = k̃ и (1.8):

dR̃k

ds
= H̃k(s)R̃k + Γ̃k(s, Y ) + Φ̃k(s, Y ), (1.9)

где H̃k(s) — матрица коэффициентов
(10×10), остальные величины — векторы
(10×1). Граничные условия (1.4)–(1.7) при
k = k̃ запишутся в виде

ÃkR̃k = ãk при s = s1,

B̃kR̃k = b̃k при s = sN ,
(1.10)

где Ãk, B̃k — матрицы (5×10), ãk, b̃k — век-
торы (5×1).

Далее кратко представлен алгоритм чис-
ленного решения нелинейной краевой задачи
(1.3), (1.4).

1) В качестве ведущего параметра зада-
чи определяется значение C̃k(3) интеграль-
ной амплитуды Ṽk на правом краю интерва-
ла s = sN . Далее для краткости обозначено
С̃k(3) = C̃;

2) краевая задача (1.9), (1.10) решается
без учета нелинейных членов, подбирается
начальное значение параметра C̃1 и шаг его



34 Ганеева М.С., Моисеева В.Е.

изменения ∆С̃. Используя C̃1, решается ли-
нейная задача (1.9), (1.10), получается век-
тор R̃

(1)
k,1, в который входит первое прибли-

жение параметра нагрузки Q(1)
1 на шаге C̃1;

3) в краевую задачу (1.3), (1.4) пере-
дается Q

(1)
1 , получаются Y

(1)
1 , Γk(s, Y

(1)
1 ),

Φk(s, Y
(1)
1 ), k = 0, L;

4) передаются нелинейные члены
Γ̃k(s, Y

(1)
1 ), Φ̃k(s, Y

(1)
1 ) в задачу (1.9), (1.10),

получается вектор R̃(2)
k,1, в том числе Q(2)

1 ;

5) передается Q
(2)
1 в краевую задачу

(1.3), (1.4), получаются Y
(2)
1 , Γk(s, Y

(2)
1 ),

Φk(s, Y
(2)
1 ), k = 0, L;

6) повторяются пп. 4), 5) с нарастанием
номера последовательных приближений до
достижения заданной точности за p итера-
ций. Получается решение Y (p)

1 = Y1 для па-
раметров C̃1 и нагрузки Q(p)

1 = Q1;
7) осуществляется переход к следующе-

му шагу параметра C̃2 = C̃1 + ∆C̃, для ко-
торого за нулевое приближение принимается
Y

(0)
2 = Y1;
8) повторяются пп. 4), 5), 7) до полу-

чения Yi, Qi, i = 1, l и других характери-
стик напряженно-деформированного состоя-
ния задачи.

Алгоритм реализован в виде программы
на языке ФОРТРАН для ПЭВМ.

2. Пример и анализ результатов

Рассматривается деформирование полу-
сферического купола под действием внешне-
го нормального давления Xн

3 . Обозначены R
и h — радиус сферы и толщина, R/h = 100,
θN = π/2. Материал оболочки следует зако-
ну линейного упрочнения [2] с коэффициен-
том упрочнения λ = 0, 9; ν = 0, 3 — коэф-
фициент Пуассона; σS/E = 7, 459 · 10−3 —
предел текучести; E — модуль Юнга;
σi = (σ211 + σ222 − σ11σ22 + 3σ212)

0,5 — интен-
сивность напряжений.

Результаты расчетов получены для обо-
лочек с полюсом θ1 = 0 и с центральным от-
верстием θ1 = 0, 2 при k̃ = 0, L = 8, N = 480.
Принято s1 = 0. На краях отверстия и ос-
нования задавались условия шарнирного за-
крепления
v1 = 0, v2 = 0, w = 0, M11 = 0 (2.1)

или жесткой заделки
v1 = 0, v2 = 0, w = 0, ϑ1 = 0. (2.2)

Условия в окрестности полюса примут вид [1]

Zk при r = ∆r, k = 0, L. (2.3)

Тогда, например, запись (2.3)–(2.1) означа-
ет условия (2.3) в окрестности полюса и
шарнирного закрепления (2.1) у основания
θN = π/2; запись (2.2)–(2.2) означает усло-
вия заделки (2.2) у отверстия θ1 = 0, 2 и у
основания θN = π/2.

Рассмотрены следующие случаи внешне-
го нормального давления Xн

3 : осесимметрич-
ное нагружение

Xн
3 = Q; (2.4)

неосесимметричное нагружение оболочки с
полюсом

Xн
3 =


Q, θ ∈ [0, θ0], θ0 = 0, 026;

Q [1 + sin(θ − θ0)(cosϕ+

+ 0, 5 cos 2ϕ)], θ ∈ [θ0, π/2];

(2.5)

неосесимметричное нагружение оболочки с
отверстием

Xн
3 = Q(1 + cosϕ+ 0, 5 cos 2ϕ). (2.6)

В (2.4)–(2.6) параметр нагрузки Q представ-
ляет собой среднее давление, которому про-
порционален весь груз на поверхность обо-
лочки.

Численные расчеты проведены с выбо-
ром ведущего параметра процесса (1.5)–(1.7)
при a1 = 1, a2 = a3 = 0 на интервале
0 6 s 6 s65 для оболочки с отверстием,
с граничными условиями (2.1)–(2.1) и (2.2)–
(2.2), нагружением (2.6); при a1 = a2 = 0,
a3 = 1, s381 6 s 6 sN для оболочки, за-
мкнутой в полюсе, с граничными условиями
(2.3)–(2.1), (2.3)–(2.2), нагружениями (2.4),
(2.5). Результаты вычислений приведены на
рис. 2–5 и в табл. 2. Здесь приняты сокра-
щения: Л — линейное решение, Г — геомет-
рически нелинейное решение, Ф — физиче-
ски нелинейное решение, ГФ — геометриче-
ски и физически нелинейное решение, ГУ —
граничные условия, НДС — напряженно-
деформированное состояние. На рис. 2, 3
сплошные линии отражают неосесимметрич-
ное нагружение (2.5), штриховые — осесим-
метричное (2.4). Линии ГФ (2.2) соответству-
ют осесимметричному (2.4) и неосесиммет-
ричному нагружению (2.5) при жесткой за-
делке основания (2.2).

По зависимостям параметра нагружения
от максимального прогиба w, полученным
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Рис. 3. Зависимости σi(Q)

при решении задачи в Л-, Г-, Ф-, ГФ-
постановках (рис. 2), видно, что уже при
малых прогибах |w/h| ≈ 0, 5 наблюдает-
ся количественное различие в результатах.
Здесь же проявляется и качественное вли-
яние совместного учета ΓΦ-нелинейностей:
ΓΦ-решение выявляет предельные нагруз-
ки как при осесимметричном, так и неосе-
симметричном нагружении. На ГФ-кривой
при неосесимметричном нагружении отмече-
ны номерами пять характерных точек, кото-
рым соответствуют следующие состояния:

1) достигнут предел текучести материала
maxσi
s,ϕ,z

= σS , Q/E = −3, 44 · 10−5;

2) достигнуто верхнее критическое значе-
ние параметра неосесимметричной нагрузки
Q/E = −3, 76 · 10−5;

3), 4), 5) — значения параметра нагрузки
на ниспадающей ветке: Q/E = −3, 39 · 10−5;
Q/E = −3, 36 · 10−5; Q/E = −3, 35 · 10−5.

При этом критическое значение парамет-
ра осесимметричной нагрузки примерно в
3 раза выше соответствующего значения в
неосесимметричном случае. Из рис. 2 так-
же видно, что жесткое закрепление основа-
ния оболочки несколько повышает предель-
ные нагрузки как в осесимметричном, так и в
неосесимметричном случаях: линии ГФ (2.2)
по сравнению с линиями ГФ.

На рис. 3 приведены зависимости интен-
сивности напряжений σi/E от параметра на-
грузки Q/E на наиболее нагруженном мери-
диане ϕ = 0. Видно, что в ГФ-решении эти
зависимости изменяются немонотонно.

На рис. 4, 5 представлены эпюры w/h
и σi/E по меридиану ϕ = 0, полученные в

ΓΦ-решении, для пяти состояний, отмечен-
ных номерами 1)–5) и описанных в поясне-
нии к рис. 2. При осесимметричном нагру-
жении (2.4) в оболочке с полюсом (рис. 4а) и
с центральным отверстием (рис. 4б) при до-
стижении верхней предельной нагрузки раз-
вивается круговая вмятина около основания.
При неосесимметричном нагружении (2.5) в
оболочке с полюсом (рис. 4в) развивается ло-
кальная вмятина около основания на наибо-
лее нагруженном меридиане ϕ = 0. В обо-
лочке с центральным отверстием при нагру-
жении (2.6) локальная вмятина развивается
около отверстия (рис. 4г).

На рис. 5 даны эпюры интенсивности на-
пряжений σi для неосесимметричного нагру-
жения (2.5), (2.6) на наиболее нагруженном
меридиане ϕ = 0.

В табл. 2 приведены данные о НДС обо-
лочки в зависимости от вида нагружения,
граничных условий и наличия центрального
отверстия. При осесимметричном нагруже-
нии (2.4) данные табл. 2 практически совпа-
дают для оболочек с полюсом и с централь-
ным отверстием θ1 = 0, 2. Жесткая задел-
ка основания несколько повышает как на-
грузку волнообразования по параллели, так
и верхнюю предельную нагрузку. При неосе-
симметричном нагружении (2.5), (2.6) влия-
ние отверстия приводит к некоторому сни-
жению характерных значений параметра на-
гружения Q/E.

В табл. 2 указаны также наибольшие
Xн

3,M/E и наименьшие Xн
3,m/E по поверх-

ности оболочки значения давления, соответ-
ствующие параметру верхней предельной на-
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Таблица 2. Зависимость НДС оболочки от вида нагружения, граничных условий и наличия
центрального отверстия

Нагрузка (2.4) (2.5) (2.6) (2.5) (2.6)
ГУ

Этапы нагружения (2.3)–
(2.1)

(2.1)–
(2.1)

(2.3)–
(2.2)

(2.2)–
(2.2)

(2.3)–
(2.1)

(2.1)–
(2.1)

(2.3)–
(2.2)

(2.2)–
(2.2)

maxσi
s,ϕ,z

= σS
−Q/E·105 8,33 8,34 7,40 6,81 3,44 2,87 2,19 2,62
−w/h 0,45 0,45 0,32 0,29 0,78 0,47 0,45 0,40

Нагрузка
волнообразо-
вания по
параллели

−Q/E·105 8,29 8,29 9,52 9,51 – – – –
−w/h 0,43 0,43 0,46 0,46 – – – –
σi/E·103 7,43 7,43 7,90 8,14 – – – –

Верхняя
предельная
нагрузка

−Q/E·105 9,03 9,03 10,7 10,7 3,76 3,26 4,23 3,39
−Xн

3,M/E·105 9,03 9,03 10,7 10,7 9,40 8,16 10,6 8,47
−Xн

3,m/E·105 9,03 9,03 10,7 10,7 1,88 1,63 2,12 1,69
−w/h 0,60 0,63 0,64 0,66 0,97 0,57 1,10 0,55
σi/E·103 8,04 8,18 8,25 8,55 8,01 7,98 9,60 8,04
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грузки. Видно, что давление Xн
3,M/E неосе-

симметричных нагружений (2.5), (2.6) близ-
ко по значениям давлению осесимметрично-
го нагружения (2.4). Однако область дей-
ствия давленияXн

3,M/E в случае нагружений
(2.5), (2.6) составляет малую часть площа-
ди поверхности оболочки, что обуславлива-
ет значительную опасность неосесимметрич-
ного нагружения по сравнению с осесиммет-
ричным.
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