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ЧИСЛЕННОЕ РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ ФИЛЬТРАЦИОННОЙ
КОНСОЛИДАЦИИ
Дроботенко М.И.1

NUMERICAL SOLUTION OF THE FILTRATION CONSOLIDATION PROBLEM
Drobotenko M. I.

The article states the results of the numerical solution of model problems of the filtration
consolidation for the elastic-viscous porous medium with the rheological Calvin-Foigt relation.
To solve the problems numerically, the final-element method was used with exact integration
on the basis of linear triangular elements. Thus, the problem was reduced to a problem about
the search for a saddle point of a function, which was solved using the Udzawa method.
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Термин «фильтрационная консолида-
ция» (ФК) в широком смысле означает реак-
цию насыщенной пористой среды на измене-
ние внешних воздействий и охватывает ква-
зистационарные взаимосвязанные процессы
деформирования пористой матрицы и филь-
трации насыщающей ее жидкости [1]. Мате-
матическая модель таких процессов включа-
ет в себя уравнения безынерционного дви-
жения (квазиравновесия) среды в целом,
реологии пористой матрицы, неразрывности
процесса, фильтрации, а также граничные и
начальные условия [2].

В [3] дана вариационная постановка за-
дачи для вязкоупругой пористой среды ти-
па Кельвина-Фойгта, определено обобщенное
решение и доказана его корректность, в [4]
построено приближенное решение и доказа-
на его сходимость к обобщенному.

В настоящей работе приводятся резуль-
таты численного решения модельных задач
фильтрационной консолидации.

1. Постановка задачи

Рассмотрим консолидацию упруговязкой
пористой среды с реологическим соотноше-
нием типа Кельвина–Фойгта

σij =
∂F

∂εij
+

∂ϕ

∂eij
, (1.1)

2εij =
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

,

eij =
∂εij
∂t

,

насыщенной жидкостью, фильтрующейся по
закону

q = −f−1(θ, |∇p|) ∇p
|∇p|

. (1.2)

Здесь σij , εij , eij — тензоры эффективных на-
пряжений, деформаций и скоростей дефор-
мации в скелете; q, p — скорость фильтрации
и давление жидкости; θ = divu; u — вектор
макроперемещений скелета; F (ε), ϕ(ε, e) —
упругий и диссипативный потенциалы.

Будем считать зерна скелета и жидкость
несжимаемыми, тогда условие неразрывно-
сти процесса можно записать в виде [2]

divq +
∂θ

∂t
= 0. (1.3)

Уравнение движения запишем в безынерци-
онном виде без учета массовых сил [1,2]

∂σij
∂xj

− ∂p

∂xi
= 0. (1.4)

Граничные условия сформулируем для пори-
стого скелета

σijnj − pni = πi, x ∈ Γσ,

u = 0, x ∈ Γu,
(1.5)
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и для фильтрационного потока

p = p0, x ∈ Γp,

∂p

∂n
= 0, x ∈ Γq.

(1.6)

Здесь Γσ ∪ Γu = ∂Ω, Γp ∪ Γq = ∂Ω — два
произвольных разбиения кусочно-гладкой
области Ω, Γu непусто.

В качестве начального условия зададим

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω. (1.7)

Решение задачи фильтрационной кон-
солидации состоит в отыскании функции
u(x, t) по заданным F , ϕ, f , π, p0 и u0.

Определим пространства функций, ис-
пользуемые в дальнейшем.

P = W 1
2 (Ω), V =

(
W 1

2 (Ω)
)m

,

V0 = {v ∈ V : v = 0 на Γu} ,

W =

{
q = (qi)

m
i=1 : qi ∈ L2(Ω),

‖q‖2W =

∫
Ω

(qiqi + (divq)2)dx

}
,

W0 = {q ∈W : qn = 0 на Γq} ,

M = {(v,q) ∈ V0 ×W0 : divv + divq = 0} .

m — размерность физического пространства.
Дадим определение обобщенного реше-

ния задачи (1.1)–(1.7). Для этого введем в
рассмотрение функционал

J(t,u,v,q) =

∫
Ω

Ψdx−
∫
Γσ

πividΓ+

+

∫
Ω

|q|∫
0

f(θ, η)dηdx+

∫
Γp

p0qndΓ.

Определим оператор G(t) : V0 → V0 для
t ∈ [0, T ] следующим образом:

G(t)u = v,

если

J(t,u,v,q) = inf
(δv,δq)∈M

J(t,u, δv, δq).

Обобщенным решением назовем
функцию u ∈ C1([0, T ],Ω), являющуюся ре-
шением задачи Коши

∂u(t)

∂t
= G(t)u(t), u(0) = u0. (1.9)

В [3] при некоторых условиях доказана сле-
дующая теорема.

Теорема 1. Обобщенное решение суще-
ствует, единственно и непрерывно зависит
от данных задачи.

2. Построение приближенного
решения обобщенной задачи

Пусть Vh, Wh, Ph — конечномерные про-
странства, аппроксимирующие пространства
V0,W0 и P соответственно, при этом Vh ⊂ V0,
Wh ⊂ W0, Ph ⊂ P , Mh = M ∩ (Vh ×Wh),
N > 0 — целое число, τ = T/N , ti = iτ ,
i = 0, N .

Приближенным решением обобщен-
ной задачи (1.9) будем называть последова-
тельность

{
uih
}N
i=0

, uih ∈ Vh, определенную
следующим образом:

u0
h аппроксимирует u0,

ui+1
h = uih + τvih, i = 0, N − 1, (2.1)

где vih ∈ Vh есть решение задачи

inf
(δvh,δqh)∈Mh

J(ti,uih, δvh, δqh). (2.2)

Имеет место следующая теорема о сходи-
мости приближенного решения [4].

Теорема 2. Приближенное решение,
определенное условиями (2.1), сходится к
обобщенному решению задачи ФК.

3. Результаты решения модельных
задач

Для численного решения задачи (2.1)
применялся метод конечных элементов с точ-
ным интегрированием на основе линейных
треугольных элементов. При этом задача
(2.2) сводилась к задаче о поиске седловой
точки некоторого функционала, которая ре-
шалась методом Удзавы [4, 5]. Возникающая
при этом вспомогательная задача минимиза-
ции решалась с помощью градиентного мето-
да.
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Рис. 1. Графики расхода жидкости

Задача. Область Ω ⊂ R2, участки грани-
цы Γσ, Γu, Γq, Γp, значение функций ϕ, F , f ,
π, p0 и u0 задаются следующим образом:

Ω = {(x, y) : 0 < x < 1; −h < y < 0} .

Введем обозначения

Γ1 = {(x, y) : y = 0; 0 6 x 6 1} ,

Γ2 = {(x, y) : x = 1; 0 6 y 6 1} ,

Γ3 = {(x, y) : x = 0; 0 6 y 6 1} ,

Γ4 = {(x, y) : y = −h; 0 6 x 6 1} ,

Γπ = {(x, y) ∈ Γ1 : π(x) 6= 0} .

Тогда

Γσ = Γ1, Γu = Γ2 ∪ Γ3 ∪ Γ4,

Γq = Γ2 ∪ Γ3 ∪ Γ4 ∪ Γπ, Γp = Γ1 \ Γπ.

Функция π принимает значение

π = 0 при (x, y) ∈ Γ1, x 6 1/5, x > 4/5,

π = −10 при (x, y) ∈ Γ1, 1/5 < x < 4/5.

p0 = 0, ϕ(ε, e) = eijeij ,

F (ε) = 10εijεij , f(θ, η) = η, u0 = 0.

Значение параметра ρ = ρk в методе
Удзавы выбиралось из численного экспери-
мента. Нужная точность алгоритма Удза-
вы считалась достигнутой, если выполнялось
условие

‖divvk + divqk‖L2(Ω) 6 δ.

Расчеты проводились для различных N .
Удовлетворительные результаты были полу-
чены уже при N = 50. Вычислялись значе-
ния расхода жидкости Qy через поверхность
y = const

Qy =

1∫
0

q2(x, y)dx.

На рис. 1 представлены графики расхода
жидкости через поверхность y = 0 и y = −0,2
на временном промежутке [0, 1] при τ = 1/15.
Здесь кривые 1 и 3 получены для h = 1, кри-
вые 2 и 4 — для h = 0,5.

Полученные отрицательные значения
расхода через поверхность y = −0,2 при
h = 1 означают, что в части области Ω может
происходить увеличение порового простран-
ства.
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