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ASTHENOSPHERE

Zaretskaya M. V.

The work deals with the issues of substances transport in the multilayer medium and their
settling on polytypic base. These issues arise in the problems about studying the action of the
upper mantle on the lower base of the lithospheric plates. The solution of the problem of mantle
inhomogeneities substance transport in the asthenosphere is obtained.
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1. В проблеме оценки сейсмичности тер-
ритории и прогноза землетрясений одним из
малоисследованных вопросов является оцен-
ка взаимодействия литосферы и верхней
мантии, определяющего в течение геологиче-
ского времени масштаб, энергию и направ-
ленность тектонических процессов. Очевид-
но, что динамика мантии определяет движе-
ние плит, а литосферу можно рассматривать
как верхнюю термическую покрышку кон-
вектирующей мантии. Менее очевидны мас-
штабы областей, участвующих в конвекции,
роль литосферы в определении схем конвек-
ции, пространственное распределение напря-
жений и деформаций, следовательно, меха-
низмы деформации земной коры, обуслав-
ливающие её расслоенность, дискретность
и структурно-вещественную неоднородность.
Движения литосферы выражаются в пере-
мещениях ее отдельных участков в верти-
кальном или горизонтальном направлениях.
Непосредственные источники тектонических
движений лежат не в самой литосфере, а
в более глубоких недрах, и прежде всего в
подстилающем литосферу слое верхней ман-
тии — астеносфере. Массивы литосферных
плит в целом сложены из твёрдого упруго-

хрупкого материала. Астеносфера представ-
лена пластично-вязким веществом, допуска-
ющим возможность вязкого течения. Пото-
ки вещества в астеносфере, в соответствии
с положениями современной концепции тек-
тоники, способны переносить и литосферные
плиты.

Согласно современным представлениям,
не противоречащим данным сейсмической
томографии, на границе литосферных плит и
верхней мантии можно выделить следующие
виды движений: вынужденное конвективное
движение в астеносфере при субдукции ли-
тосферных плит и горизонтальное течение
астеносферы, вызывающее за счет сцепления
с литосферой горизонтальное движение по-
следней.

Сейсмическая томография позволила вы-
явить разнонаправленное горизонтальное
или близкое к нему движение относительно
холодного и нагретого вещества, а не только
перемещение в вертикальной плоскости, как
это предполагалось ранее. При этом наблю-
дается объемная картина мантийных неодно-
родностей, наличие сложно переплетающих-
ся холодных и горячих или «быстрых» и
«медленных» масс различной конфигурации.
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При изучении реологических свойств
верхней мантии стала очевидной ее рассло-
енность, то есть чередование слоев повышен-
ной и пониженной жесткости, охватываю-
щих и литосферную, и астеносферную ее ча-
сти, что также подчеркивается протяженны-
ми субгоризонтальными сейсмическими гра-
ницами, некоторые из которых можно отне-
сти к разряду глобальных.

Расслоенность верхней мантии, в том
числе астеносферы, позволяет использовать
для исследования оседания субстанции ман-
тийных неоднородностей (СБ) на нижнее
основание литосферной плиты математиче-
скую модель переноса вещества в слоисто-
неоднородной среде.

2. В работе [1] выполнена постановка кра-
евых задач переноса СБ для произвольных
типов источников, разнотипных подстилаю-
щих поверхностей, не обязательно полуплос-
костей. Получено приближенное, вырожден-
ное, решение задачи в зонах, удаленных от
границ областей. Обоснована возможность
использования для описания оседания СБ
проекций решений краевых задач с соответ-
ствующими граничными условиями, но за-
данными на всей плоскости.

Рассмотрим случай моделирования асте-
носферы трехслойной средой и получим ин-
тегральное представление решения постав-
ленной задачи.

Количественная сторона изменения со-
держания СБ в среде во времени и простран-
стве описывается уравнением переноса

∂ϕn
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+ un
∂ϕn
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∂ϕn
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+ (wn − wgn)
∂ϕn
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+

+ σ0ϕn − µn
(
∂2ϕn
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∂2ϕn
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)
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∂2ϕn
∂z2

=

= δniCδ(x− x0, y − y0, z − z0). (1)

Принятые обозначения: ϕn(x, y, z) — функ-
ция концентрации СБ в n-м слое; un, vn, wn —
компоненты вектора скорости в направлени-
ях x, y, z для n-го слоя; wgn — абсолютная ве-
личина вертикальной скорости под действи-
ем силы тяжести в n-м слое; σ0 — коэффи-
циент поглощения; νn, µn — коэффициенты
диффузии в вертикальном и горизонтальном
направлениях для n-го слоя; n = 1, 2, 3 — но-

мер слоя; δni =

{
1, n = i
0, n 6= i

показывает, что

точечный источник находится в i-м слое; C —
постоянная, характеризующая мощность ис-

точника субстанции; x0, y0, z0 — координаты
точечного источника субстанции.

На границах слоев задаются условия со-
пряжения, имеющие вид

ϕn(x, y, z) = ϕn+1 (x, y, z) , z = −hn,

νn
∂ϕn (x, y, z)

∂z
= νn+1

∂ϕn+1 (x, y, z)

∂z
,

z = −hn, n = 1, 2.

Так как в пределах астеносферы вязкость
и плотность среды не изменяется и диффу-
зионные характеристики одинаковы для всех
слоев, перепишем условия сопряжения в виде

ϕn(x, y, z) = ϕn+1 (x, y, z) , z = −hn, (2)

∂ϕn (x, y, z)

∂z
=
∂ϕn+1 (x, y, z)

∂z
,

z = −hn, n = 1, 2.

Граничные условия на поверхности кон-
такта литсферной плиты и астеносферы ста-
вятся в предположении наличия разнотип-
ных поверхностей (океаническая кора, риф-
товые зоны, континентальная кора). Счита-
ем, что в совокупности эти подстилающие по-
верхности полностью покрывают всю поверх-
ность контакта. На другой границе опреде-
ляем некоторое значение концентрации суб-
станции.

На границе контакта литосферной плиты
и астеносферы, при z = 0, и на границе кон-
такта астеносферы с верхней мантией, при
z = h3, выполняются граничные условия

Lmϕ1 =
∂ϕ1

∂z
− λ1mϕ1 = q1(x, y), (3)

z = 0, x, y ∈ Ωm,∪Ωm = R2,

m = 1, 2, . . . ,M,

ϕ3 = q2(x, y), z = −h3. (4)
Здесь λ1m — определяемый эксперименталь-
но коэффициент, характеризующий степень
отражения вещества мантийных неоднород-
ностей при контакте с нижним основани-
ем литосферной плиты для каждой зоны
m, m = 1, 2, . . . ,M ; M — количество зон,
обладающих различными характеристика-
ми сцепления; q1(x, y) — функция, опре-
деляющая интенсивность притока субстан-
ции в астеносферу со стороны литосферы;
q2(x, y) — функция, определяющая интенсив-
ность притока субстанции в астеносферу со
стороны верхней мантии.

Краевая задача (1), (2)–(4) является сме-
шанной, для ее решения применим метод,



Об одной модели переноса субстанции мантийных неоднородностей в астеносфере 45

изложенный в работе [1]. Решение строится
в два этапа: в первую очередь получим ин-
тегральное представление решения вспомо-
гательной задачи о распространении СБ в
слоисто-неоднородной среде для бесконечной
однородной подстилающей поверхности, за-
тем обобщим это решение для случая разно-
типных подстилающих поверхностей.

3. Если подстилающая поверхность явля-
ется бесконечной и однородной, граничные
условия (3)–(4) перепишутся в виде

∂ϕ1

∂z
− λ1ϕ1 = q1(x, y),

z = 0, x, y ∈ R2,

ϕ3 = q2(x, y), z = −h3. (5)

Так как для настоящего исследования инте-
рес представляет распределение концентра-
ции СБ на границе астеносферы с нижним
основанием литосферной плиты, выпишем
интегральное представление решения крае-
вой задачи (1), (2), (5) только для первого
слоя, полученное в работах [1, 3]:

ϕ̄1(z) = exp(σ1z)
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В последнем соотношении

∆ = θ1 ch(θ1h1)− (σ1 − λ1) sh(θ1h1);

∆(z) = θ1 ch θ1z − (σ1 − λ) sh θ1z;

∆p = θ1 sh(θ1h1)− (σ1 − λ1) ch(θ1h1);

∆1 = σ2 ch(θ2(h2 − h1)) + θ2 sh(θ2(h2 − h1));

∆2 = σ2 sh(θ2(h2 − h1)) + θ2 ch(θ2(h2 − h1));

∆3 = σ2 sh(θ2(h2 − h1))− θ2 ch(θ2(h2 − h1));

∆12 = (θ1∆p + σ1∆)∆2 −∆(σ2∆2 − θ2∆1);

∆13 = (θ1∆p + σ1∆) sh(θ2(h2 − h1))−∆∆3;

∆14 = (θ1 + σ1)∆2 − (σ2∆2 − θ2∆1);

∆15 = (θ1 + σ1) sh(θ2(h2 − h1))−∆3;

∆16 = σ3 sh(θ3(h3 − z0))− θ3 ch(θ3(h3 − z0));

∆cs = θ3 ch(θ3(z0 − h2))− σ3 sh(θ2(z0 − h2));

∆sc = θ3 sh(θ3(z0 − h2))− σ3 ch(θ2(z0 − h2));

Ac = [∆12 sh(θ3(z0 − h2)) + ∆13∆cs] /θ2a;

Bc = [∆12 ch(θ3(z0 − h2)) + ∆13∆sc] /θ2a;

Aq1 = [∆14 sh(θ3(z0 − h2)) + ∆15∆cs] /θ2a;

Bq1 = [∆14 ch(θ3(z0 − h2)) + ∆15∆sc] /θ2a;

∆0 = Ac ch(θ3(h3 − z0)) +Bc sh(θ3(h3 − z0));

e12 = exp((σ1 − σ2)h1);

e23 = exp((σ2 − σ3)h2);

a = σ1 + θ1 − λ;

F (α, β) = Cv−1 exp(i(αx0 + βy0));

q̄1 = V q1 =

∫∫
∝

q1(x, y)ei(αx0+βy0)dxdy;

q̄2 = V q2 =
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∝
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n (wn − wgn), n = 1, 2, 3.

Введем обозначения

K1(α, β, z) = exp(σ1z)a
−1∆−1

0 θ−1
3 ×

×
[
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(
Aq1∆16−
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)
∆(z)+

+ θ3∆0 exp(θ1z)
]
;

K2(α, β, z) = 0,5 exp(σ1z)×
× exp−1(σ3z0)e−1

12 e
−1
23 ∆−1

0 a−1×
× sh(θ3(h3 − z0))∆(z);

K3(α, β, z) = exp(σ1z)e
−1
12 e
−1
23 ∆−1

0 ×
× exp(−σ3h3)a−1θ3∆(z).

Тогда

ϕ̄1(z) = K2(α, β, z)F (α, β)+

+K1(α, β, z)q̄1 +K3(α, β, z)q̄2. (6)

Формула (6) получена в предположении, что
и со стороны верхней мантии, и со стороны
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литосферной плиты возможен приток суб-
станции, характеризующийся некоторой ин-
тенсивностью.

Предположим, что q2(x, y) = 0 и перепи-
шем (6) в виде

ϕ̄1(z) = K2(α, β, z)F (α, β)+

+K1(α, β, z)q̄1. (7)

Для получения решения поставленной крае-
вой задачи применим к (7) обратное преоб-
разование Фурье

ϕ1(x, y, z) = V −1(K2(α, β, z)F (α, β)+

+K1(α, β, z)q̄1),

или

ϕ1(x, y, z) = V −1K2(α, β, z)F (α, β)+

+ V −1(K1(α, β, z)V q1), (8)

где

V −1ϕ̄ =
1

4π2

∫∫
∝

ϕ̄e−i(αx+βy)dαdβ.

4. Рассмотрим случай разнотипных под-
стилающих поверхностей. Граничные усло-
вия для каждого из типов подстилающих по-
верхностей имеют вид

Lmϕ1 =
∂ϕ1

∂z
− λ1mϕ1 = 0, (9)

z = 0, x, y ∈ Ωm,

∪Ωm = R2, m = 1, 2, . . . ,M,

ϕ3 = 0, z = −h3.

Применим известную технику сведения сме-
шанных краевых задач к интегральным
уравнениям [2].

Рассмотрим вспомогательную краевую
задачу для дифференциального уравнения
переноса для трех слоев с следующим гра-
ничным условием

L0ϕ ≡
∂ϕ

∂z
− λ0ϕ = ψ(x, y),

z = 0; −∞ 6 x, y 6∞.

Здесь ψ(x, y) — неизвестная функция, подле-
жащая определению.

В соответствии с (8) функцию ϕ(x, y, z)
можно записать в виде

ϕ(x, y, z) =
1

4π2

∫∫
∞

[
K2(α, β, z)F (α, β)+

+K1(α, β, z)V ψ
]
e−i(αx+βy)dαdβ =

= V −1[K2(α, β, z)F (α, β)+

+K1(α, β, z)V ψ]. (10)

Введем Pm — проекторы на области Ωm

Pm =

{
1, (x, y) ∈ Ωm;
0, (x, y) /∈ Ωm.

(11)

Подставив (10) с учетом (11) в граничные
условия (9), получим систему интегральных
уравнений первого рода

M∑
m=1

∫∫
Ωm

kl(x− ξ, y − η)ψm(ξ, η)dξdη =

= fl(x, y), (12)

l = 1, . . . ,M,

где
kl(x, y) = V −1LlK1(α, β, 0);

fl(x, y) = −PlV −1LlK2(α, β, 0)F (α, β);

ψm = Pmψ — искомые функции данной си-
стемы интегральных уравнений.

Найденные после решения системы инте-
гральных уравнений (12) значения функций
ψm в каждой области Ωm должны быть под-
ставлены в (10) для определения значения
концентрации ϕ(x, y, 0).

Построение приближенного решения си-
стемы интегральных уравнений (12) в зна-
чительной степени связано с их происхожде-
нием, как результата решения краевой зада-
чи для дифференциальных уравнений эллип-
тического типа и наличием у символа ядра
интегрального уравнения только комплекс-
ных нулей и полюсов [2]. Кроме того, рас-
сматриваемые системы интегральных урав-
нений (12) обладают специфическими свой-
ствами локальности их ядер. Ядра систем ин-
тегральных уравнений экспоненциально за-
тухают при увеличении аргументов. Это об-
стоятельство позволяет строить приближен-
ные решения интегральных уравнений спе-
циальным методом, развитым для решения
смешанных задач теории упругости.
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Решение уравнений с указанными свой-
ствами ядер можно осуществить методом по-
строения вырожденных составляющих реше-
ния [4]. Суть метода состоит в том, что реше-
ние представимо в виде суммы

ψm(x, y) = ψm1(x, y) + ψm2(x, y).

ψm1(x, y) — это вырожденная или проника-
ющая составляющая решения, которая опи-
сывает его поведение во внутренних точках
области Ωm.

Вторая составляющая ψm2(x, y) называ-
ется погранслойной. Ее особенность заклю-
чается в том, что она наиболее значительна
у границы области и убывает по экспоненте
по мере удаления от границы области вглубь.

Перепишем систему уравнений (12), оста-
вив в левой части один член для заданного
l = m, в виде∫∫

Ωm

km(x− ξ, y − η)ψm(ξ, η)dξdη = fm(x, y)−

−
N∑
s=1

∫∫
Ωm

ks(x− ξ, y − η)ψs(ξ, η)dξdη, (13)

N = M − 1

и построим приближенное решение системы,
используя свойство экспоненциального убы-
вания ядра. Это свойство позволяет постро-
ить вырожденную составляющую решения
уравнения доступным путем, а также учесть
вклад последующих приближений.

В силу линейности интегрального уравне-
ния (13) его решение является суперпозицией
решений для отдельных правых частей.

Построим решение уравнения∫∫
Ωm

km(x− ξ, y − η)ψm1(ξ, η)dξdη = fm(x, y),

x, y ∈ Ωm.

Распространим уравнение на всю плоскость,
положив fm(x, y) ее непрерывным продол-
жением, следующим из интегрального пред-
ставления вне Ωm. В результате получим ин-
тегральное уравнение

∞∫
−∞

∞∫
−∞

km(x− ξ, y − η)ψm(ξ, η)dξdη =

= fm(x, y),

−∞ 6 x, y 6∞.

Его можно переписать в виде

V V −1
[
LmK1(α, β, 0)ψm(α, β)+

+ LmK2(α, β, 0)F (α, β)
]

= 0.

Отсюда

LmK1(α, β, 0)ψm(α, β) =

= −LmK2(α, β, 0)F (α, β),

ψm(α, β) =

= −L−1
m K1(α, β, 0)LmK2(α, β, 0)F (α, β).

Внося найденное значение ψm(α, β) в пред-
ставление ϕ(x, y, 0) , получим представление
концентрации СБ на поверхности

ϕ(x, y, 0) = V −1
[
K2(α, β, 0)−K1(α, β, 0)×

× LmK2(α, β, 0)L−1
m K1(α, β, 0)

]
F (α, β).

Найденное таким образом решение после
проектирования в область Σm дает вырож-
денную составляющую и отвечает случаю
краевой задачи о распространении субстан-
ции мантийных неоднородностей и осажде-
ния их на подстилающую поверхность при
следующем граничном условии:

Lmϕ = 0; −∞ 6 x, y 6∞.

Можно построить вырожденные составляю-
щие решения для всех зон Ωm, m = 1, 2, . . . ,
N .

В [4] показано, что погранслойная со-
ставляющая решения ψm2 имеет вклад вбли-
зи границы и уменьшается экспоненциаль-
но при движении вглубь области. Таким об-
разом, для получения качественной карти-
ны распределения концентрации субстанции
мантийных неоднородностей достаточно учи-
тывать вырожденную составляющую и для
каждого участка подстилающей поверхности
получать решение краевой задачи об осажде-
нии на однородную бесконечную подстилаю-
щую поверхность [3].
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