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OF A PIECEWISE-INHOMOGENEOUS ELASTIC CYLINDRICAL LAYER

Kolosova E. M., Chebakov M. I.

The contact problem about interaction of an elastic cylinder with the inner surface of
piecewise-inhomogeneous elastic cylindrical layer is considered. This problem can serve as
a mathematical model of the cylindrical self-lubricating sliding bearing with the so-called
protective inserts (binary bearings). Modeling of contact interaction in the two-dimensional
and three-dimensional statements, calculation of contact and effective stresses, and size of the
contact zone are carried out for various values of geometrical and mechanical parameters of the
problem using finite-element complex ANSYS, for which appropriate programs are developed
by the command language APDL ANSYS.
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Рассматривается контактная задача о
взаимодействии упругого цилиндра с внут-
ренней поверхностью кусочно-неоднородного
упругого цилиндрического слоя. Такая за-
дача может служить математической моде-
лью цилиндрического самосмазывающегося
подшипника скольжения с так называемыми
протекторными вставками (бинарные под-
шипники) [1].

С помощью конечно-элементного ком-
плекса ANSYS, для которого разработаны
соответствующие программы на командном
языке APDL ANSYS, осуществлено модели-
рование контактного взаимодействия в двух-
мерной и трехмерной постановках, проведен
расчет контактных и эффективных напряже-
ний, величины зоны контакта при различ-
ных значениях геометрических и механиче-
ских параметрах задачи.

1. Плоская контактная задача

В полярной системе координат (r, ϕ) рас-
смотрим упругий кусочно-неоднородный ци-
линдрический слой (R1 6 r 6 R2) беско-
нечной длины c периодически изменяющи-
ми механическими свойствами по координа-
те ϕ с периодом α = 2π/N (рис. 1). Грани-
цами раздела областей с одинаковыми ме-
ханическими свойствами являются отрезки
прямых, попарно параллельных между со-
бой. В дальнейшем будем называть встав-
ками области, где прямолинейные границы
параллельны, а криволинейные представля-
ют собой соответственно два семейства дуг
Γmn = {r = Rm, ϕ

s
n−ϕm 6 ϕ 6 ϕs

n +ϕm}, где
ϕ1 = α/η (η > 2), ϕ2 = arcsin(R1 sinϕ1/R2),
m — номер семейства (m = 1, 2), n — номер
вставки (n = 1, 2, . . . , N), s — вид разбиения
(s = 1, 2), ϕ1

n = α(n − 1) для первого вида
разбиения (рис. 1а) и ϕ2

n = ϕ1
n − α/2 — для
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Рис. 1. Схема задачи в двух случаях расположения вставок

Рис. 2. Двумерные твердотельная и конечно-элементная модели задачи

второго вида (рис. 1б). Считаем, что ϕ = 0
определяет направление оси r вертикально
вниз.

Вставки и промежуточные области жест-
ко соединены между собой, граница r = R2

неподвижна, а в границу r = R1 вдавли-
вается упругий круговой цилиндр бесконеч-
ной длины радиуса R0 = R1 − h с центром
в точке O2, смещенный относительно цен-
тра цилиндрического слоя O1 вниз на вели-
чину h > 0. Распределенная вдоль образу-
ющей цилиндра нагрузка интенсивности P
приложена на образующей цилиндра с коор-
динатами (R0 − h, π), которая смещает его
вертикально вниз. Предполагается, что тре-
ние между упругим цилиндром и кусочно-
неоднородным слоем отсутствует. Схема за-
дачи для двух видов расположения девяти
вставок при η = 4 представлена на рис. 1
(вставки заштрихованы).

В качестве инструментария при конечно-
элементном моделировании использовался
пакет ANSYS и его командный язык про-
граммирования APDL. Построение двумер-
ной твердотельной модели (геометрической

модели с физическими свойствами) осу-
ществлялось по технологии моделирования
«снизу-вверх» с использованием следующей
последовательности действий: задание опор-
ных точек в полярных системах координат;
построение дуг и прямых линий, соединяю-
щих опорные точки; определение областей по
опорным точкам; связывание с различными
областями заданных физико-механических
свойств материалов. Обозначим коэффици-
ент Пуассона и модуль Юнга основного мате-
риала цилиндрического слоя соответственно
ν и E; вставок — νv, Ev и цилиндра — νs, Es.

Используя полученную твердотельную
модель, осуществлялось автоматическое по-
строение конечно-элементной модели. При
этом плоские конечные элементы наследо-
вали физико-механические свойства соответ-
ствующих геометрических областей. В об-
ластях, занимаемых упругими материала-
ми цилиндра и кусочно-неоднородного ци-
линдрического слоя, использовались плос-
кие восьмиузловые структурные конечные
элементы PLANE82 с опцией плоского де-
формирования. На границе предполагаемого
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Рис. 3. Графики контактных напряжений
при различных материальных постоянных
вставок в первом случае их расположения
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Рис. 4. Графики контактных напряжений
при различных материальных постоянных
вставок во втором случае их расположения

контакта кусочно-неоднородного цилиндри-
ческого слоя автоматически формировались
контактные конечные элементы CONTA175,
а на границе предполагаемого контакта
упругого цилиндра — контактные элементы
TARGE169 [2]. Для повышения точности ре-
зультатов в соответствие с методологией ре-
шения контактных задач по методу конеч-
ных элементов строились канонические раз-
биения в предполагаемой зоне контакта слоя
и цилиндра. На цилиндре выделялись два
сектора искусственного слоя толщины hk с
каноническим разбиением, характеризуемым
параметрами ntϕ — количество элементов по
угловой координате, ntr — по радиальной
координате. Создавались канонические раз-
биения нескольких сегментов для кусочно-
неоднородного слоя со вставками с парамет-
рами nbϕ — количество элементов по угловой
координате в каждом сегменте и nbr — по
радиальной координате. Оставшиеся обла-
сти кусочно-неоднородного цилиндрического
слоя и упругого цилиндра разбивались сво-
бодным образом четырехугольными конеч-
ными элементами. Твердотельная и конечно-
элементная модели задачи в первом случае
расположения вставок изображены на рис. 2.

На рис. 3 приведены результаты конечно-
элементных расчетов контактных напряже-
ний q(ϕ) = −σrr(R1, ϕ) при различных зна-
чениях упругих констант вставок в первом
случае их расположения в зависимости от уг-
ловой координаты ϕ. При расчетах распре-
деленная нагрузка P = 1, 7 МН/м, радиусы
R1 = 0, 025 м, R2 = 0, 031 м, R0 = 0, 02491 м.
Коэффициенты Пуассона и модули Юнга ос-

новного материала цилиндрического слоя и
упругого цилиндра полагались равными со-
ответственно ν = 0, 3 и E = 105 МПа,
νs = 0, 3 и Es = 2, 1 · 105 МПа. Упругие по-
стоянные вставок варьировались таким обра-
зом, чтобы коэффициент Пуассона νv оста-
вался без изменения и равнялся 0, 4, а модуль
Юнга Ev = E/n, где n = 1, 2, 5, 10 (n = 1
соответствует однородному цилиндрическо-
му слою). На рис. 4 приведены аналогичные
результаты для второго случая расположе-
ния вставок.

Из построенных зависимостей видно, что
локальная концентрация напряжений q(ϕ)
наблюдается на границах смены материала,
лежащих в зоне контакта, при этом концен-
трация напряжений увеличивается с умень-
шением модуля Юнга вставок, а величи-
на зоны контакта |ϕ| 6 ϑ для кусочно-
неоднородного цилиндрического слоя боль-
ше, чем для однородного и растёт с умень-
шением модуля Юнга вставок.

2. Трехмерная контактная задача

В цилиндрической системе координат
(r, ϕ, z) рассмотрим кусочно-неоднородный
цилиндрический слой конечной длины
(R1 6 r 6 R2, −l/2 6 z 6 l/2) с 2N ци-
линдрическими вставками из другого ма-
териала, оси которых проходят через ось
цилиндрического слоя перпендикулярно ей
(рис. 5).

Вставки радиуса R3 при условиях
R3 < l/4 и R3 < R1 sin(α/2) располагают-
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Рис. 5. Схема задачи в
трехмерной постановке

Рис. 6. Трехмерная
твердотельная модель

Рис. 7. Трехмерная
конечно-элементная модель

ся в слое в два ряда по N вставок в каждом,
при этом их оси являются соответственно
отрезками прямых (R1 6 r 6 R2, z = −l/4,
ϕ = 2π(n − 1)/N) и (R1 6 r 6 R2, z = l/4,
ϕ = 2π(n− 1)/N −α/2), где n = 1, 2, . . . , N —
номер вставки в каждом ряду. На рис. 5 при-
ведена схема задачи в трехмерной исходной
постановке, а рис. 1 для этой задачи мож-
но рассматривать как радиальные сечения,
содержащие оси вставок первого (z = −l/4)
и второго рядов (z = l/4), в случае нали-
чия девяти вставок в каждом ряду. Кусочно-
неоднородный цилиндрический слой можно
поворачивать относительно исходного поло-
жения на произвольный угол γ. Поверхность
r = R2 неподвижна, а в поверхность r = R1

вдавливается усилием P упругий цилиндр
радиуса R0 = R1 − h, расположенный вдоль
оси z в области (−d− l 6 z 6 d+ l) с центром
O2, который смещен относительно центра
цилиндрического слоя O1 вниз на величи-
ну h > 0. Таким образом, упругий цилиндр
длиннее кусочно-неоднородного слоя вдоль
осевой координаты на величину 2d. Предпо-
лагается, что трение между упругим цилин-
дром и кусочно-неоднородным цилиндриче-
ским слоем отсутствует.

Построение трехмерной геометрической
модели осуществлялось по технологии мо-
делирования «снизу-вверх» с использовани-
ем следующей последовательности действий:
задание опорных точек в полярных систе-
мах координат; построение окружности, сег-
мента, дуг и прямых линий, соединяющих
опорные точки; определение областей по
точкам и линиям; создание объемных тел
«протягиванием» поверхностей вдоль линий.
При создании объемов также использова-
лись готовые объемные примитивы и опе-

рации с объемами, такие как копирование,
перемещение, пересечение и удаление лиш-
них объемов. Построенные геометрические
объемы «резались» рабочими плоскостями
с целью получения более «простых» объе-
мов. Трехмерная твердотельная модель, по-
лученная связыванием с различными гео-
метрическими объемами заданных физико-
механических свойств материалов, изобра-
жена на рис. 6, на котором разными оттенка-
ми обозначены области с различными упру-
гими постоянными.

Используя полученную трехмерную
твердотельную модель, средствами пакета
ANSYS строилось конечно-элементное раз-
биение упругих двадцати узловых квад-
ратичных конечных элементов SOLID95.
Конечно-элементная сетка строилась ме-
тодом «протягивания», позволяющим по-
лучить для «простых» объемов регуляр-
ное разбиение. С целью повышения точ-
ности результатов и уменьшения вычисли-
тельного времени в предполагаемой зоне
контакта кусочно-неоднородного цилиндри-
ческого слоя и цилиндра строилось бо-
лее мелкое, чем вне этой зоны, регулярное
конечно-элементное разбиение, для чего на
цилиндре выделялись четыре сектора искус-
ственного слоя толщины hk, а в кусочно-
неоднородном слое создавалось регулярное
разбиение нескольких «простых» объемов,
попадающих в предполагаемую зону контак-
та. Один из вариантов получаемого в итоге
разбиения показан на рис. 7.

Для моделирования контактного взаи-
модействия упругого цилиндра и кусочно-
неоднородного слоя границы контактирую-
щих поверхностей покрываются на внут-
ренней поверхности слоя контактными па-
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Рис. 8. Графики контактных напряжений q(z) в зоне контакта на цилиндрическом слое при
различных упругих постоянных вставок

рами элементов CONTA174 и на внеш-
ней поверхности цилиндра — элементами
TARGE170 [1].

На торцах цилиндра, в плоскостях
z = l + d и z = −l − d, заданы условия свя-
занности узлов с одной степенью свободы,
допускающие перемещение цилиндра строго
вертикально вниз. На каждом торце прикла-
дывается сосредоточенная сила равная P/2.

На рис. 8 приведены результаты конечно-
элементных расчетов контактных напряже-
ний q(z) = −σrr(R1, 0, z) при различных
упругих постоянных вставок в зависимости
от координаты z, отсчитываемой по пря-
мой от точки с координатами (R1, 0,−l/2)
до точки с координатами (R1, 0, l/2). При
расчетах приложенная сила P = 30 кН,
угол γ = 0◦, радиусы R1 = 0, 025 м,
R2 = 0, 031 м, R0 = 0, 02491 м, радиус встав-
ки R3 = 5 · 10−3 м, длина слоя l = 0, 03 м и
выступ цилиндра d = 3, 75 · 10−3 м. Коэффи-
циенты Пуассона и модули Юнга основного
материала слоя и цилиндра полагались рав-
ными соответственно ν = 0, 3 и E = 105 МПа,
νs = 0, 3 и Es = 2, 1 · 105 МПа. Упругие по-
стоянные вставок варьировались таким обра-
зом, чтобы коэффициент Пуассона νv оста-
вался без изменения и равнялся 0,4, а мо-
дуль Юнга Ev = E/n, где n = 1, 2, 5, 10
(n = 1 соответствует однородному цилин-
дрическому слою). Из построенных зависи-
мостей видно, что на поверхности вставки
(при −l/4−R3 6 z 6 −l/4+R3) значения на-
пряжений q(z) с уменьшением модуля Юнга

Ev вставки уменьшаются, а непосредственно
на слое без вставки q(z) увеличиваются.

В частном случае, когда слой однородный
и величина зоны контакта соизмерима с тол-
щиной слоя, результаты конечно-элементных
расчетов контактных напряжений для дву-
мерной и трехмерной моделей незначительно
отличаются от аналогичных результатов, по-
лученных на основе формул теории Герца [3].

На рис. 9–12 приведены картинки рас-
пределения контактных напряжений σr и
эффективных напряжений σe в зоне кон-
такта на внутренней поверхности цилиндри-
ческого слоя. При расчетах радиусы ци-
линдрического слоя R1, R2 и цилиндра
R0 полагались равными R1 = 0, 025 м,
R2 = 0, 031 м, R0 = 0, 02491 м, радиус встав-
ки R3 = 5 · 10−3 м, длина слоя l = 0, 03 м
и выступ цилиндра d = 3, 75 · 10−3 м. Коэф-
фициенты Пуассона и модули Юнга основ-
ного материала цилиндрического слоя, ци-
линдра и вставок полагались равными со-
ответственно ν = 0, 3 и E = 105 МПа,
νs = 0, 3 и Es = 2, 1 · 105 МПа, νv = 0, 4
и Ev = 0, 1 · 105 МПа, приложенная сила
P = 30 кН (рис. 9–10); P = 60 кН (рис. 11–
12) и угол поворота слоя γ = 10◦ (рис. 9–10);
γ = 0◦ (рис. 11–12).

Здесь так же, как и в плоском случае, рас-
четы показали, что максимальные контакт-
ные и эффективные напряжения возникают
в зоне контакта на границах вставок и основ-
ного материала цилиндрического слоя. При
этом концентрация напряжений тем больше,
чем меньше модульЮнга материала вставок.
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Рис. 9. Распределения контактных
напряжений σr в слое (P = 30 кН)

,

,

,

,

,

,

Рис. 10. Распределения эффективных
напряжений σe в слое (P = 30 кН)

,

,

,

,

Рис. 11. Распределения контактных
напряжений σr в слое (P = 60 кН)
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Рис. 12. Распределения эффективных
напряжений σe в слое (P = 60 кН)
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