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Asymptotic representation of Lamb waves generated in anisotropic composite laminates
by surface load is discussed. The characteristics of the energy flow are analyzed numerically
depending on the source type (a vertical concentrated source and a piesoactuator), as well as
anisotropic properties of the waveguide. Directional diagrams of the energy flow for distinct
materials and wave sources, energy flow lines are investigated.
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Введение

Многие композиционные материалы, ис-
пользуемые в таких областях как ядер-
ная энергетика, аэрокосмическая промыш-
ленность, химическое производство и ма-
шиностроение представляют собой много-
слойные структуры с резко отличающимися,
как правило, анизотропными механическими
свойствами составляющих их слоев. Типич-
ным примером таких материалов являются
углепластики, состоящие из эпоксидных сло-
ев, армированных упрочняющими графито-
выми нитями или стекловолокном.

Для обеспечения равномерности проч-
ностных свойств материала композит состав-
ляется из слоев с ориентацией волокон в
различных направлениях. Однако каждый
из слоев обладает сильной трансверсальной
анизотропией, что обуславливает существен-
ное отличие волноводных свойств таких ма-
териалов от свойств аналогичных изотроп-
ных волноводов с усредненными («эффек-
тивными») упругими параметрами. Поэтому
для детального анализа амплитудных и энер-
гетических характеристик волновых полей,
возбуждаемых в многослойных композитах
силовыми нагрузками, во многих случаях

оказывается недостаточным использование
традиционных упрощенных теорий, в рам-
ках которых динамическое поведение мно-
гослойного пакета описывается двумерны-
ми уравнениями теории анизотропных пла-
стин или даже трехмерными уравнениями
для изотропного слоя с «эффективными» мо-
дулями (уравнениями Ляме). Здесь возника-
ет необходимость использования полной си-
стемы трехмерных уравнений движения для
анизотропного материала каждого из слоев
композита.

В инженерной практике необходимость
анализа особенностей оттока волновой энер-
гии из зоны нагружения возникает при рас-
чете динамической прочности материалов,
используемых, например, для бронежиле-
тов, антиударных покрытий, виброзащиты
и т.п. Для правильной расстановки сенсо-
ров и адекватной интерпретации измерений в
системах волнового мониторинга (structural
health monitoring [1, 2]) корпусов летатель-
ных аппаратов, стенок реакторов и других
конструкций ответственного назначения, вы-
полненных из современных композитных ма-
териалов, также необходимо учитывать на-
правленность бегущих волн, возбужденных
пьезокристаллами.
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Целью настоящей работы является ана-
лиз особенностей оттока волновой энергии
из зоны нагружения, обусловленных ани-
зотропией упругих свойств материала, для
двух указанных выше типов локального виб-
ровоздействия: 1) нормальная к поверхно-
сти нагрузка, 2) пара касательных разнона-
правленных сосредоточенных сил, моделиру-
ющая действие пьезоактуатора. Численный
анализ проводится в рамках полной трехмер-
ной теории упругости на основе интеграль-
ного представления волнового поля u в ви-
де свертки матрицы Грина k(x), рассматри-
ваемого пакета анизотропных слоев с воз-
буждающей его нагрузкой q, а также полу-
ченной из этого представления асимптотики
бегущих волн. Ключевую роль в примене-
нии указанного подхода играет разработка и
компьютерная реализация эффективного ал-
горитма построения Фурье-символа матри-
цы Грина K, вычисления контурных инте-
гралов и коэффициентов асимптотического
представления бегущих волн.

Используемые для расчетов методы яв-
ляются обобщением на анизотропный случай
численно-устойчивых алгоритмов построе-
ния матрицы Грина изотропных многослой-
ных и градиентных сред, подробно описан-
ных в [5, 6]. Решение в каждом слое стро-
ится в виде суммы собственных векторов
матрицы A, алгоритм построения которой
для анизотропного случая описан в [7], с
неизвестными коэффициентами t, являющи-
еся решениями системы Bt = p, полученой
из граничных условий. Структура блочно-
диагональной матрицы B описана в [8, 9].
В настоящей статье дается только краткая
сводка основных соотношений, а основное
внимание уделено анализу выявленных эф-
фектов.

1. Постановка задачи и сводка
асимптотических соотношений

Рассматривается композитный материал
толщины H, состоящий из N слоев, занима-
ющий в пространстве объем −∞ 6 x, y 6∞,
−H 6 z 6 0. Верхняя граница материала
совпадает с плоскостью XoY , нижняя грани-
ца каждого из слоев имеет координату −hi
по оси z: 0 > −h1 > . . . > −hN = −H.
Каждый слой состоит из материала с про-
извольной анизотропией, свойства которого
задаются плотностью ρn и тензором модулей
упругости cnijkl, n = 1, N . В тензорной запи-

си уравнения, определяющие волновое поле
uk(x) в каждом из слоев имеют вид

∂σkij
∂xj

+ ρkω2uki = 0, x3 6 0,

i = 1, 3, k = 1, N,

σkij = ckijml
∂ukl
∂xm

,

где σij — тензор механических напряжений.
Слои жестко сцеплены между собой, что
означает непрерывность перемещений и на-
пряжений при переходе от слоя к слою

uki = uk+1
i

∣∣
z=−hk

, i = 1, 3 k = 1, N − 1,

σki3 = σk+1
i3

∣∣
z=−hk

, i = 1, 3 k = 1, N − 1.

Источником колебаний служит заданная в
произвольной области Ω на поверхности
z = 0 композита нагрузка q(x)e−iωt, вне об-
ласти Ω напряжения отсутствуют

σ1
i3

∣∣
z=0

= qi(x, y), i = 1, 3 (x, y) ∈ Ω.

Нижняя граница свободна от напряжений.

σNi3
∣∣
z=−H = 0, i = 1, 3

Колебания считаются гармоническими уста-
новившимися c круговой частотой ω, в даль-
нейшем множитель e−iωt опущен, а запись
(x1, x2, x3) и (x, y, z) считается эквивалент-
ной. Здесь и далее по возможности использу-
ются обозначения и понятия, традиционные
для предыдущих работ [3, 4]. В этих работах
указывается, что искомое волновое поле uk в
каждом слое k = 1, N представимо в виде

uk(x) =

∫ ∫
Ω

kk(x− ξ, y − η, z)q(ξ, η)dξdη ≡

≡ 1

(2π)2

∫
Γ1

∫
Γ2

Kk(α1, α2, z)Q(α1, α2)×

× e−i(α1x+α2y)dα1dα2, (1.1)

где K = F [k] и Q = F [q] — Фурье симво-
лы (то есть результат преобразования Фу-
рье F по горизонтальным координатам x и
y) матрицы-функции k(x) и вектор-функции
q, Γ1, Γ2 — контуры интегрирования обрат-
ного преобразования Фурье F−1.

В полярных координатах{
α1 = α cos γ,
α2 = α sin γ,

 x = r cos, ϕ
y = r sin, ϕ
z = z,
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r =
√
x2 + y2,

α =
√
α2

1 + α2
2,

0 6 ϕ, γ 6 2π

представление (1.1) принимает вид:

uk(x) =
1

(2π)2

2π∫
0

∫
Γ

Kk(α, γ, z)×

×Q(α, γ)e−iαr cos(γ−ϕ)αdαdγ. (1.2)

Здесь Γ — контур, идущий вдоль положи-
тельной вещественной полуоси [0,∞], от-
клоняясь от нее при обходе веществен-
ных полюсов ζn определителя матрицы K,
n = 1, . . . , P , как правило, в нижнюю полу-
плоскость Imα < 0 комплексной плоскости
α. Сверху обходятся только так называемые
нерегулярные полюса, с отрицательным уг-
лом наклона касательной dζn/dω.

Для r > r0, где r0 — радиус круга, це-
ликом содержащего область Ω, справедливо
следующее асимптотическое представление

uk(x) =

P∑
n=1

ukn(r, ϕ, z) +Ok((rκ)−3/2),

rκ→∞;

ukn =
i

2π

π∫
0

bkn(θ, z)eiζn(θ)r sin γdγ,

θ = γ + ϕ+ π/2;

bkn(γ, z) =

= jnres[Kk(α, γ, z)Q(α, γ)α]|α=ζn(γ), (1.3)

где κ = ω/v — волновое число, соответствую-
щее характерной скорости распространения
волн v, jn = 1 для регулярных и jn = −1
для нерегулярных полюсов матрицы Грина
ζn. Вектор-функции un — нормальные мо-
ды, возбуждаемые в композите нагрузкой
q. В дальней зоне rκ � 1 главный вклад
в их асимптотическое представление вносят
стационарные точки γm фазовой функции
sn(γ) = ζn(θ) sin γ интеграла (1.3)

ukn(r, ϕ, z) ∼
∑
m

dkn,m(ϕ, z)eisn(γm)r/
√
r,

dkn,m = bkn(θm, z)/
√

2πis′′n(γm),

γm : s
′
n(γm) = 0, θm = γm + ϕ+ π/2. (1.4)

Представление (1.4) является удобным как
для модального, так и для амплитудно-
го анализа. Его слагаемые описывают рас-
пространяющиеся от источника цилиндри-
ческие волны, амплитуды которых убывают
с расстоянием как (rκ)−1/2. Это волны ти-
па Релея-Лэмба, Стоунли и Лява, волновые
числа которых sn(γm) (и соответственно фа-
зовые и групповые скорости vn = ω/sn и
cn = dω/dsn) зависят от направления из-
лучения ϕ. Амплитудные множители dkn,m,
определяющие энергию и направленность из-
лучения, зависят как от структуры мате-
риала, информация о которой учитывается
в элементах матрицы Kk, так и от источ-
ника, влияние которого на характеристики
возбуждаемого поля описывается векторами
Q(ζn, γm). Данное представление становится
эффективным инструментом быстрого пара-
метрического анализа только при наличии
надежного алгоритма построения матрицы
Kk, поиска полюсов ζn и вычисления выче-
тов resKk|α=ζn [4, 6]. Для численного поис-
ка полюсов ζn используется метод половин-
ного деления, при этом фиксируется угол γ
и идет поиск вещественных корней уравне-
ния 1/|K| = 0.

Наряду с амплитудой важной характе-
ристикой волнового поля является количе-
ство переносимой волнами энергии. Поня-
тие потока и вектора плотности потока энер-
гии упругих волн было введено Умовым [13].
Осредненное за период количество энергии E
проходящее через поверхность S равно

E =

∫ ∫
S

(en,n)dS,

где n — нормаль к поверхности S, en — век-
тор плотности потока энергии, компоненты
которого вычисляются по формуле

ek =
ω

2
Im(u, τ k), (1.5)

где (τ k — напряжения на площадке с норма-
лью ik). В объеме, занятом средой, опреде-
лено непрерывное, в силу непрерывной зави-
симости напряжений и перемещений от коор-
динат, векторное поле e(x). Ему соответству-
ет семейство кривых x = x(s), определяемых
дифференциальным уравнением

∂x

∂s
=

e(x)

|e(x)|
.

За счет нормировки правая часть является
вектором единичной длины, в этом случае
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s — естественный параметр, совпадающий с
длиной кривой от начала x(0) до рассмат-
риваемой точки x(s). В каждой точке век-
тор плотности энергии e(x) является каса-
тельным к интегральной кривой x(s), прохо-
дящей через данную точку, следовательно, в
среднем за период энергия течет вдоль этих
кривых, называемых линиями тока энергии.

2. Примеры направленности оттока
энергии из зоны вибровоздействия

Для проверки достоверности численных
результатов наряду со стандартным тестиро-
ванием программ, реализующих предлагае-
мый подход (численное удовлетворение урав-
нениям и граничным условиям), проводилось
сопоставление с результатами других авто-
ров. Для этой цели были выбраны работы
[10,11], в которых приводятся теоретические
и экспериментальные исследования.

Все приводимые в дальнейшем результа-
ты (если это не указано отдельно) были по-
лучены для графито-эпоксидных ламинатов
A и B со следующими характеристиками ор-
тотропных слоев (в главных осях) [11]:

C11 C12 C13 C22 C23

110, 7 7, 5 7, 5 14, 1 7, 3

C33 C44 C55 C66 ρ
1, 1 3, 37 6, 1 6, 1 1550

Упругие константы Cαβ даны в традицион-
ной сокращенной (матричной) нумерации, в
которой индексы α и β соответствуют первой
и второй паре индексов ij и kl тензора Cijkl
по следующему правилу

ij или kl : 11 22 33 23 13 12
α или β : 1 2 3 4 5 6

,

Cαβ даны в гигапаскалях (1 ГПа=109 н/м2),
а плотность ρ в кг/м3. В приведенных ни-
же примерах материалы А и B имеют оди-
наковую общую толщину H = 2, 72 мм, но
разную упаковку слоев. Материал A пред-
ставляет собой симметричный относительно
срединной плоскости z = −H/2 пакет с упа-
ковкой слоев [+455/ − 455]s, а материал B с
упаковкой [+452/ − 458]s. Обозначение упа-
ковки означает, что в материале A, напри-
мер, армирующие волокна пяти слоев ори-
ентированы под углом 45◦ относительно оси
Ox1 глобальной системы координат x, а пять
следующих — под углом −45◦. Далее (при

z < −H/2) в силу симметрии идут пять сло-
ев с ориентацией −45◦ и пять с +45◦. Таким
образом, в ламинате А десять слоев (по пять
сверху и снизу) ориентировано в направле-
нии +45◦ и столько же в перпендикулярном
направлении, когда в ламинате B всего четы-
ре наружных слоя имеют ориентацию +45◦, а
шестнадцать внутренних −45◦. В рамках ма-
тематической модели набор одинаково ори-
ентированных слоев можно рассматривать
как один однородный слой, поэтому матери-
ал A моделируется трехслойным пакетом с
толщиной наружных слоев H/4 и внутрен-
него H/2, а материал B h1 = h3 = H/10 и
h2 = 4/5H соответственно. Значения упру-
гих модулей Cijkl в глобальной системе x
определяются по заданным в локальной си-
стеме x

′ значениям C
′
ijkl (т.е. по приведен-

ным выше Cαβ) с помощью известных фор-
мул перехода [12]

Cijkl = pmipkjprkpsl C
′
mnrs,

pij — компоненты ортогональной матрицы
поворота P: x = Px

′ .
Для проведения расчетов и представле-

ния результатов используется безразмерная
форма, в которой в качестве базисных еди-
ниц длины, скорости и плотности зафикси-
рованы толщина H = 2, 72 · 10−3 м, скорость
распространения волн c = 4 587 м/с и плот-
ность ρ = 1 550 кг/м3. При этом безразмер-
ная круговая частота ω = 2πHf/c, где f —
размерная частота в герцах. Все приведен-
ные ниже результаты получены для безраз-
мерной частоты ω = 1 (f = 270 кГц), на кото-
рой возбуждаются 3 моды, т. е. для достаточ-
но высокой частоты, на которой уже не ра-
ботают упрощенные теории. Графики зави-
симостей фазовых скоростей поверхностных
волн от направления ϕ приведены на рис. 1.

На рис. 2 приведены результаты расчета
плотности потока энергии E поверхностных
волн, генерируемых в материалах A (слева) и
B (справа) точечной вертикальной нагрузкой
q = δ(x)i3. Следует отметить, что для изо-
тропного материала соответствующая диа-
грамма направленности представляет собой
простую окружность. Крестиками (внешний
контур) обозначена общая плотность потока
энергии

E(ϕ) =

∫ 0

−H
(en,n)dz, n = (cosϕ, sinϕ, 0)

в зависимости от направления распростра-
нения ϕ, а точками — часть потока, про-
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Рис. 1. Пространственная зависимость фазовых скоростей поверхностных волн от направления ϕ
для материалов A (слева) и B (справа)
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Рис. 2. Диаграмма направленности потока энергии в материалах A (слева) и B (справа) для
вертикального сосредоточенного источника
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Рис. 3. Диаграмма направленности потока энергии в изотропном слое из стали

водимая только внутренним слоем с ориен-
тацией волокон −45◦. Несмотря на то, что
в материале A суммарная толщина слоев
с различной ориентацией волокон одинако-
ва, большая часть поступающей от источни-
ка энергии распространяется в направлении
ориентации волокон верхнего слоя. В матери-
але B примерно одинаковое количество энер-
гии распространяется во взаимно перпенди-
кулярных направлениях 45◦ и −45◦ при че-
тырехкратной разнице в толщине разнона-
правлено ориентированных слоев.

При использовании в качестве источни-
ка пьезонакладки картина меняется. Воздей-
ствие приклеенной к поверхности z = 0 гиб-
кой прямоугольной пьезонакладки размера
2a × 2b, деформирующейся под действием
электрического поля в направлении x, на
низких частотах с большой степенью точно-
сти обычно моделируется парой сосредото-
ченных касательных напряжений

q(x, y) = δ(x− a)− δ(x+ a), |y| < b,

Q(α1, α2) = 4i sin(aα1) sin(bα2/α2).

Численные результаты на рис. 3, 4 даны
для квадратной пьезонакладки с размерами
a = 1, b = 1. На рис. 3 приведен расчет для
изотропной стальной пластины. Поток энер-
гии практически равномерен в пределах 120-
градусного сектора с осью симметрии прохо-
дящей по оси x, и отсутствует за его преде-
лами. В случае материала A (рис. 4 слева)
этот поток неравномерен в пределах секто-
ра, но при этом отсутствует выраженная на-
правленность потока энергии вдоль армиру-

ющих волокон какого-либо слоя. В материа-
ле B (рис. 4 справа) такая направленность
имеет место вдоль волокон среднего слоя,
имеющего большую толщину.

Асимптотическое представление (1.3)
позволяет без больших затрат вычислять
компоненты вектора en (вектора Умова-
Пойнтинга) (1.5). Тем самым, как и ранее
для изотропных волноводов [4], появляется
возможность строить линии тока энергии,
показывающие пространственную структуру
энергетических потоков. Для материала B
при z = 0 они изображены на рис. 5. Для изо-
тропного случая линии тока представляли
бы собой прямые лучи, исходящие от места
приложения нагрузки. Кроме того, получен-
ное представление (1.3) позволяет анализи-
ровать распределение плотности энергии по
толщине материала E(z, r) =

∫ 2π
0 (en,n)dϕ

(рис. 6 при r = 20), частотную зависимость
общего количества энергии, поступающей от
источника, ее распределение между возбуж-
даемыми волнами и т. п. Еще раз следует
отметить, что наряду с влиянием структуры
материала через Q(α, γ) в решении (1.2)–
(1.4) автоматически учитываются и характе-
ристики источника, в то время как в рамках
модального или лучевого анализа источник
отсутствует (строятся собственные решения
либо исходное падающее поле предполагает-
ся заданным).

Заключение

Разработан метод расчета динамического
поведения анизотропных многослойных ком-
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Рис. 4. Диаграмма направленности потока энергии для пьезонакладки в материалах A и B
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Рис. 5. Линии тока энергии при z = 0,
материал B, пьезонакладка
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Рис. 6. Плотность потока энергии в
зависимости от z, материал B,

пьезонакладка
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позитных материалов под действием задан-
ных силовых нагрузок и проведен численный
анализ влияния анизотропии на направление
распространения энергии и характеристики
волновых полей, возбуждаемых в многослой-
ном композите двумя типами поверхностных
нагрузок.
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