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DEVELOPMENT OF AN APPROXIMATE SOLUTION FOR BOUNDARY VALUE PROBLEM
DESCRIBING DISPERSION OF IMPURITY IN ATMOSPHERE BY DOT-POTENTIALS METHOD

Zakharov M.Y., Semenchin E.A.

The article describes a new development method of an approximate solution for the
impurity dispersion two-dimensional problems, based on the dot potentials method and time
discretization. It also includes a standard form of an approximate solution for two-dimensional
problems and proves the offered approximate solution stability to indignations of entry
functions. An actual example shows stability and convergence of the approximate solution
to the exact.
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Введение

В настоящее время значительно увеличи-
лись объемы выбросов в атмосферу вредных
веществ промышленными предприятиями и
автотранспортом. В связи с этим в экономи-
чески развитых странах большое внимание
уделяется разработке методов моделирова-
ния рассеяния субстанций, загрязняющих ат-
мосферу и подстилающую поверхность. Рас-
сеяние загрязняющих веществ является ре-
зультатом совместного протекания следую-
щих процессов: выброса субстанции источни-
ками примеси, переноса ветровыми потоками
воздуха с учетом их мелкомасштабных флук-
туаций, ее взаимодействия (реакции) с внеш-
ней средой и другими субстанциями. Крае-
вые задачи, описывающие совместное проте-
кание данных процессов, приведены в [1].

В [1] показано, что указанные трехмер-
ные задачи можно свести, при определен-
ных ограничениях, к двумерным, решаемым
численно методом расщепления. В данной
работе предлагается метод построения при-
ближенных (с заданной степенью точности)
решений аналогичных двумерных задач, ос-

нованный на методе точечных потенциалов
[2–4].

1. Постановка задач

Задача 1. Начально-граничная задача,
описывающая рассеяние субстанции в атмо-
сфере, имеет вид [1]

∂ψ

∂t
+ div uψ + σψ = Dψ + f,

x ∈ G ⊂ R3,

ψ = ψ0 при t = 0,

ψ = ψS на Σ,

∂ψ

∂z
= αψ на Σ0,

∂ψ

∂z
= 0 на ΣH .

(1.1)

Здесь ψ = ψ(t, x, y, z) — интенсив-
ность аэрозольной легкой субстанции, ми-
грирующей вместе с потоком воздуха в
атмосфере; u = u(t, x, y, z) — вектор
скорости частиц воздуха с компонентами
u1, u2, u3, для которого div u = 0,
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u3(t, x, y, 0) = u3(t, x, y,H) = 0; G — цилин-
дрическая область с границей, состоящей из
боковой поверхности цилиндра Σ, его ниж-
него Σ0 (при z = 0) и верхнего ΣH (при
z = H > 0) оснований; f = f(t, x, y, z) —
функция, аналитически описывающая ис-
точник субстанции; D — оператор вида

D = µ

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
+

∂

∂z
ν
∂

∂z
,

µ = µ(t, x, y, z) > 0, (∇xyµ,∇xyψ) = 0
и ν = ν(t, x, y, z) > 0 — соответствен-
но горизонтальный и вертикальный коэф-
фициенты диффузии; α = α(t, x, y) > 0 —
величина, характеризующая взаимодействие
субстанции с подстилающей поверхностью;
σ = σ(t, x, y) > 0 — величина, характеризую-
щая поглощение субстанции или ее распад.

Задача 2. В условиях задачи 1 будем по-
лагать, что компоненты u1 и u2 вектора u,
а также горизонтальный коэффициент диф-
фузии µ, не зависят от z:

u1 = u1(t, x, y), u2 = u2(t, x, y);

µ = µ(t, x, y).

Пусть решение задачи (1.1) удовлетворяет
условию

ψ|z=0 ≈
1

H

H∫
0

ψ dz.

Тогда (1.1) можно преобразовать к ви-
ду [1]

∂ϕ

∂t
+ div ūϕ+ σ̄ϕ = µ∆ϕ+ f̄ ,

x ∈ G′ ⊂ R2,

ϕ = ϕ0 при t = 0,

ϕ = ϕS на Σ′,

(1.2)

где

ϕ = ϕ(t, x, y) =

H∫
0

ψ(t, x, y, z)dz (1.3)

— интегральная интенсивность аэрозолей;

ū = {u1(t, x, y), u2(t, x, y)} ;

σ̄ = σ̄(t, x, y) = σ +
α ν|z=0

H
;

∆ =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
;

f̄ = f̄(t, x, y) =

H∫
0

f(t, x, y, z) dz

— интегральная функция источников аэро-
зольной субстанции; G′ — круг (проекция ци-
линдра G на плоскость xOy) с границей Σ′;

ϕ0 = ϕ0(x, y) =

H∫
0

ψ0(x, y, z)dz;

ϕS = ϕS(t, x, y) =

H∫
0

ψS(t, x, y, z)dz.

Положим, что µ(t,x) > a > 0, a = const
при t > 0 и x ∈ Ḡ′. Существование решения
(1.2) следует, в частности, из интегрального
представления (1.3) для ϕ(t, x, y) и существо-
вания решения задачи (1.1). Предполагается,
что все вышеуказанные функции имеют тре-
буемую для дальнейших рассуждений глад-
кость.

В [1] задача (1.2) решалась численно ме-
тодом расщепления. Цель данной работы —
исследовать и построить приближенное ре-
шение задачи (1.2) методом точечных потен-
циалов, развитым в работах [2–4].

Получаемые приближенные решения об-
ладают рядом преимуществ по сравнению
с решениями, полученными численно. Они
позволяют наглядно продемонстрировать ос-
новные свойства точного решения, их удоб-
нее использовать в прикладных исследовани-
ях.

2. Общая схема построения
приближенного решения задачи 2

Процесс построения приближенного ре-
шения задачи (1.2) разобьем на два этапа.

2.1. Заменим исходную задачу (1.2) на ее
разностный по времени аналог.

Пусть Ψk(x) — приближение реше-
ния задачи (1.2) в момент времени tk,
k = 0, 1, . . ., t0 = 0, Ψ0(x) = ϕ0(x),
tk+1 − tk = τ , ūk = ū(tk, x, y), f̄k = f̄(tk, x, y),
σ̄k = σ̄(tk, x, y), µk = µ(tk, x, y). Используя
неявную аппроксимационную схему [5], запи-
шем для определения Ψk+1(x), k = 0, 1, . . .,
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следующие задачи:

Ψk+1(x)−Ψk(x)

τ
=

= −Ψk+1(x) · div ūk+1−
− (∇Ψk+1(x), ūk+1)−
− σ̄k+1Ψk+1(x)+

+ µk+1∆Ψk+1(x)+

+ f̄k+1(x), x ∈ G′,
Ψk+1(x)|Σ′ = ϕS(tk+1,x).

(2.1)

2.2. Построим приближенное решение за-
дачи (2.1). Для этого введем вспомогатель-
ную задачу

∆Ψ
(i)
k+1(x) =

1

µk+1(x)
Φ

(i)
k+1(x),

x ∈ G′,

Ψ
(i)
k+1(x)

∣∣∣
Σ′

= ϕS(tk+1,x),

(2.2)

где k = 0, 1, . . ..
Приближенное решение (2.2) будем ис-

кать методом точечных потенциалов [2].
Начальное приближение

1

µk+1(x)
Φ

(1)
k+1(x)

правой части в первом уравнении (2.2) выби-
рается так, чтобы при заданной ϕs(tk+1,x)
из второго уравнения (2.2) выполнялись сле-
дующие условия [2]: решение (2.2) при i = 1
существует и принадлежит C2(Ḡ′). Последу-
ющие приближения Φ

(i+1)
k+1 (x) в правой части

первого уравнения (2.2) определяются из со-
отношения

Φ
(i+1)
k+1 (x) =

Ψ
(i)
k+1(x)−Ψk(x)

τ
+

+ Ψ
(i)
k+1(x) · div ūk+1 + (∇Ψ

(i)
k+1(x), ūk+1)+

+ σ̄k+1Ψ
(i)
k+1(x)− f̄k+1(x), (2.3)

x ∈ G′.

Предполагаем, что для Φ
(i+1)
k+1 (x) из (2.3) при

заданной ϕs(tk+1,x) из второго уравнения
(2.2) и µk+1(x) решение (2.2) также суще-
ствует и принадлежит C2(Ḡ′).

Процесс построения приближенных ре-
шений Ψ

(i)
k+1(x) задачи (2.2) для приближе-

ний в правой части первого уравнения (2.2),

определяемых (2.3), завершаем для заданно-
го ε > 0 на lk+1-й итерации, если выполнится
неравенство∥∥∥Φ

(lk+1)
k+1 (x)− Φ

(lk+1+1)
k+1 (x)

∥∥∥
C(Ḡ′)

< ε.

В этом случае полагаем

Ψk+1(x) ≈ Ψ
(lk+1)
k+1 (x).

Приведем аналитический вид приближенно-
го решения задачи (2.1) [2]

Ψk+1(x) =

=
1

A

{
−
∫
G′

1

µk+1(y)
Φ

(lk+1)
k+1 (y) ln

1

|x− y|
dy−

−
∫
Σ′

[
ϕs(tk+1,y)

∂

∂ny
ln

1

|x− y|
−

−

 N∑
j=1

c
(k+1)
j αj(y) + C

×
× ln

1

|x− y|

]
dsy

}
, (2.4)

где A = 2π, x ∈ G′; A = π, x ∈ Σ′; c(k+1)
j —

коэффициенты, определяющие приближение

неизвестной плотности
∂Ψk+1(y)

∂n
[2]

∂Ψk+1(y)

∂n
≈

 N∑
j=1

c
(k+1)
j αj(y) + C

 ;

1

µk+1(y)
Φ

(lk+1)
k+1 (y) ≈ ∆Ψk+1(y), k = 0, 1, . . . ;

αj(y) = ln
∣∣xj − y

∣∣−1 − Jj , y ∈ Σ′,

Jj =

∫
Σ′

ln
∣∣xj − y

∣∣−1
dsy

|Σ′|
,

xj /∈ Ḡ′, j = 1, 2, . . . , N ;

C =

∫
G′

1
µk+1(y)Φ

(lk+1)
k+1 (y)dy

|Σ′|
,

|Σ′| — мера Σ′.
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3. Устойчивость приближенного
решения

Используя результаты работы [2], пока-
жем устойчивость приближенного решения
(2.4) задачи (2.1) к возмущениям функций f̄
и ϕ0. Будем предполагать, что

∂

∂xj

(
Ψ

(i)
k+1(x1, x2)− Ψ̃

(i)
k+1(x1, x2)

)
, j = 1, 2

удовлетворяют условию∥∥∥∥ ∂

∂xj

(
Ψ

(i)
k+1(x1, x2)− Ψ̃

(i)
k+1(x1, x2)

)∥∥∥∥
L2(G′)

6

6 C
(i)
k+1j

∥∥∥∥Ψ
(i)
k+1(x1, x2)−Ψ̃

(i)
k+1(x1, x2)

∥∥∥∥
L2(G′)

,

(3.1)

где Ψ̃
(i)
k+1(x1, x2) — возмущенное приближен-

ное решение (2.2), C(i)
k+1 j = const > 0, j = 1, 2,

i = 1, . . . , lk+1 и k = 0, 1, . . ..
Пусть для заданного δ > 0 выполняются

неравенства

‖ϕ0(x)− ϕ̃0(x)‖L2(G′) 6 δ, (3.2)∥∥∥f̄k+1(x)− f̃k+1(x)
∥∥∥
L2(G′)

6 δ, (3.3)

где k = 0, 1, . . ., ϕ̃0(x) и f̃k+1(x) — возмущен-
ные ϕ0(x) и fk+1(x) из (2.1).

Методом математической индукции дока-
жем справедливость неравенства∥∥∥Ψk+1(x)− Ψ̃k+1(x)

∥∥∥
L2(G′)

6 Ck реш.δ, (3.4)

где Ck реш. = const > 0, k = 0, 1, . . . .
3.1. Пусть k = 0, i = 1. Начальное при-

ближение
1

µ1(x)
Φ

(1)
1 (x)

правой части в первом уравнении (2.2) — од-
но и то же для возмущенной и невозмущен-
ной задач. Следовательно, решение Ψ

(1)
1 (x)

будет невозмущенным. Используя (2.3), (3.2)
и (3.3), получим∥∥∥∥ 1

µ1(x)

(
Φ

(2)
1 (x)− Φ̃

(2)
1 (x)

)∥∥∥∥
L2(G′)

6

6 max
x∈Ḡ′

1

µ1(x)

(
1

|τ |
‖ϕ0(x)− ϕ̃0(x)‖L2(G′) +

+
∥∥∥f̄1(x)− f̃1(x)

∥∥∥
L2(G′)

)
6 C

(2)
0п.ч.δ, (3.5)

где
1

µ1(x)
Φ̃

(2)
1 (x) — возмущенная пра-

вая часть в первом уравнении (2.2),
C

(2)
0 п.ч. = const > 0.
В силу устойчивости получаемого мето-

дом точечных потенциалов приближенного
решения (2.4) к возмущению правой части
уравнения из (3.5) следует, что

∥∥∥Ψ
(2)
1 (x)− Ψ̃

(2)
1 (x)

∥∥∥
C(Ḡ′)

6 CC(Ḡ′)δ,

а значит,∥∥∥Ψ
(2)
1 (x)− Ψ̃

(2)
1 (x)

∥∥∥
L2(G′)

6 C
(2)
0реш.δ, (3.6)

где CC(Ḡ′) = const > 0 и C(2)
0 реш. = const > 0.

Из (3.2), (3.3) и (3.6) вытекает устойчи-
вость приближенного решения Ψ

(2)
1 (x) к воз-

мущениям ϕ0(x) и fk+1(x).
3.2. Пусть k = 0, i = 2. Используя (3.1),

оценим сверху следующую норму:

∥∥∥∥∥∥
2∑
j=1

uj 1(x)
∂

∂xj

(
Ψ

(2)
1 (x)− Ψ̃

(2)
1 (x)

)∥∥∥∥∥∥
L2(G′)

6

6
2∑
j=1

max
x∈Ḡ′

|uj 1(x)| ×

×
∥∥∥∥ ∂

∂xj

(
Ψ

(2)
1 (x)− Ψ̃

(2)
1 (x)

)∥∥∥∥
L2(G′)

6

6
2∑
j=1

max
x∈Ḡ′

|uj1(x)|C(2)
1j ×

×
∥∥∥(Ψ

(2)
1 (x)− Ψ̃

(2)
1 (x)

)∥∥∥
L2(G′)

=

=

 2∑
j=1

Cuj1C
(2)
1j

×
×
∥∥∥(Ψ

(2)
1 (x)− Ψ̃

(2)
1 (x)

)∥∥∥
L2(G′)

, (3.7)

где

Cuj 1 = max
x∈Ḡ′

|uj1(x)| = const > 0,

C
(2)
1j = const > 0, j = 1, 2.
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Используя (2.3), (3.2), (3.3), (3.6) и (3.7),
получим оценку сверху для нормы возмуще-
ния правой части уравнения∥∥∥∥ 1

µ1(x)

(
Φ

(3)
1 (x)− Φ̃

(3)
1 (x)

)∥∥∥∥
L2(G′)

6

6 max
x∈Ḡ′

1

µ1(x)

(
1

|τ |
‖ϕ0(x)− ϕ̃0(x)‖L2(G′) +

+
∥∥∥f̄1(x)− f̃1(x)

∥∥∥
L2(G′)

)
+

max
x∈Ḡ′

1

µ1(x)

((
1

|τ |
+ max

x∈Ḡ′
|div ū1(x)|+

+ |σ̄1|+

(
2∑
j=1

Cuj1C
(2)
1j

))
×

×

∥∥∥∥∥
(

Ψ
(2)
1 (x)− Ψ̃

(2)
1 (x)

)∥∥∥∥∥
L2(G′)

)
6

6 C
(3)
0п.ч.δ, (3.8)

где C(3)
0 п.ч. = const > 0.

Из (3.8) следует, что∥∥∥Ψ
(3)
1 (x)− Ψ̃

(3)
1 (x)

∥∥∥
L2(G′)

6 C
(3)
0реш.δ, (3.9)

где C(3)
0 реш. = const > 0.

Из (3.2), (3.3) и (3.9) вытекает устойчи-
вость приближенного решения Ψ

(3)
1 (x) к воз-

мущениям ϕ0(x) и fk+1(x).
Для i = 4, . . . , l1 устойчивость при-

ближенного решения Ψ
(i)
1 (x) доказывается

аналогично (3.8)–(3.9). Следовательно, при
выполнении условий (3.1)–(3.3) неравенство
(3.4) справедливо для Ψ1(x)∥∥∥Ψ1(x)− Ψ̃1(x)

∥∥∥
L2(G′)

6 C0 реш.δ, (3.10)

где C0 реш. = const > 0.
Из (3.2), (3.3) и (3.10) вытекает устойчи-

вость приближенного решения Ψ1(x) к воз-
мущениям ϕ0(x) и fk+1(x).

3.3. Пусть для k = k0, i = 1, приближен-
ное решение Ψk0(x) устойчиво, то есть∥∥∥Ψk0(x)− Ψ̃k0(x)

∥∥∥
L2(G′)

6

6 Ck0−1 реш.δ, (3.11)

где Ck0−1 реш. = const > 0, при выполнении
условий (3.1)–(3.3).

Возможны две ситуации.
1. Начальное приближение

1

µk0+1(x)
Φ

(1)
k0+1(x)

правой части в первом уравнении (2.2) — оди-
наково для возмущенной и невозмущенной
задач. Тогда решение Ψ

(1)
k0+1(x) будет невоз-

мущенным и, используя (2.3), (3.3) и (3.11),
получим∥∥∥∥ 1

µk0+1(x)

(
Φ

(2)
k0+1(x)− Φ̃

(2)
k0+1(x)

)∥∥∥∥
L2(G′)

6

6 max
x∈Ḡ′

1

µk0+1(x)

(
1

|τ |

∥∥∥Ψk0(x)− Ψ̃k0(x)
∥∥∥
L2(G′)

+

+
∥∥∥f̄k0+1(x)− f̃k0+1(x)

∥∥∥
L2(G′)

)
6

6 C
(2)
k0п.ч.δ, (3.12)

где C(2)
k0п.ч. = const > 0.

Из (3.12) следует, что∥∥∥Ψ
(2)
k0+1(x)− Ψ̃

(2)
k0+1(x)

∥∥∥
L2(G′)

6

6 C
(2)
k0реш.δ, (3.13)

C
(2)
k0реш. = const > 0.

Из (3.2), (3.3) и (3.13) вытекает устой-
чивость приближенного решения Ψ

(2)
k0+1(x) к

возмущениям ϕ0(x) и fk+1(x).
2. Начальное приближение правой части

в первом уравнении (2.2) имеет вид

1

µk0+1(x)
Φ

(1)
k0+1(x) — для невозмущенной и

1

µk0+1(x)
Φ̃

(1)
k0+1(x) — для возмущенной задачи,

причем∥∥∥∥ 1

µk0+1(x)

(
Φ

(1)
k0+1(x)− Φ̃

(1)
k0+1(x)

)∥∥∥∥
L2(G′)

6

6 C
(1)
k0п.ч.δ, (3.14)

C
(1)
k0 п.ч. = const > 0.

Тогда из (3.14) следует, что∥∥∥Ψ
(1)
k0+1(x)− Ψ̃

(1)
k0+1(x)

∥∥∥
L2(G′)

6

6 C
(1)
k0реш.δ, (3.15)
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C
(1)
k0реш. = const > 0.

Учитывая (3.2), (3.3) и (3.15), заключаем, что
приближенное решение Ψ

(1)
k0+1(x) устойчиво к

возмущениям ϕ0(x) и fk+1(x).
Для i = 2, 3, . . . , lk0+1 устойчивость при-

ближенного решения Ψ
(i)
k0+1(x) доказывается

аналогично (3.7)–(3.9). Следовательно, при
выполнении условий (3.1)–(3.3) справедливо
неравенство∥∥∥Ψk0+1(x)− Ψ̃k0+1(x)

∥∥∥
L2(G′)

6

6 Ck0реш.δ, (3.16)

Ck0 реш. = const > 0.

Из (3.2), (3.3) и (3.16) вытекает устойчивость
приближенного решения Ψk0+1(x) к возму-
щениям ϕ0(x) и fk+1(x).

4. Пример

Приведем пример построения вышеопи-
санным методом (с использованием среды
Borland Delphi 7 и вычислительных библио-
тек компилятора Compaq Fortran) прибли-
женного решения задачи (1.2).

Пусть область G′ представляет собой
круг единичного радиуса с центром в начале
координат: G′ =

{
(x, y) : x2 + y2 < 1

}
. В G′

рассмотрим функцию

ϕ(t, x, y) = exp(−(x2 + y2 + t)). (4.1)

Она является точным решением задачи (1.2)
если

f̄(t, x, y) = exp(−(x2 + y2 + t))×
× (σ̄ − 1− 2(u1x+ u2y)− 4µ(x2 + y2 − 1)),

ϕ0(x, y) = exp(−(x2 + y2)),

ϕS(t) = exp(−(1 + t)).

Пусть u1 = 2, 5, u2 = 0, σ̄ = 0, 005, µ = 2, 5,
t ∈ [0, 1; 1], шаг дискретизации по време-
ни τ = 0, 1, ‖ϕ(tk+1,x)−Ψk+1(x)‖C(Ḡ′) < ε,
k = 0, 1, . . . , 9, ε = 10−2.

Для использования метода точечных по-
тенциалов значения Φ

(i+1)
k+1 (x) вычислялись с

помощью (2.3) во всех узлах интегрирования
по G′. В качестве первого приближения пра-
вой части в первом уравнении (2.2) для каж-
дого временного слоя был выбран лапласиан

решения, полученного на предыдущем вре-
менном слое

∆Ψ
(1)
k+1(x) = ∆Ψk(x), k = 0, 1, . . . , 9,

где

∆Ψk(x) = ∆Ψ
(lk)
k (x) =

1

µ
Φ

(lk)
k (x),

∥∥∥ϕ(tk,x)−Ψ
(lk)
k (x)

∥∥∥
C(Ḡ′)

< ε,

k = 1, . . . , 9.

С учетом (2.4) приближенное решение
(2.1) в данном случае примет вид

Ψk+1(x) =
1

A

(
−
∫
G′

1

µ
Φ

(lk+1)
k+1 (y) ln

1

|x− y|
dy−

−
∫
Σ′

[
exp(−(1 + tk+1))

∂

∂ny
ln

1

|x− y|
−

−

 40∑
j=1

c
(k+1)
j αj(y) + C

 ln
1

|x− y|

]
dsy

)
,

(4.2)

где k = 0, 1, . . . , 9,
∣∣xj∣∣ = 1, 2, j = 1, 2, . . . , 40.

Приближенные решения задачи (1.2) ви-
да (4.2) были построены как для указан-
ных (точных) входных функций задачи, так
и для возмущенной функции из началь-
ного условия ϕ0возм.(x, y) = 1, 03ϕ0(x, y)
и интегральной функции источников
f̄возм.(t, x, y) = 1, 01f̄(t, x, y).

Результаты сходимости невозмущенного
и возмущенного приближенных решений за-
дачи (1.2) к точному (4.1) для различных мо-
ментов времени приведены в таблице и на ри-
сунке.

Здесь введены следующие обозначения:
UN(i), UNвозм.(i) — соответственно невозму-
щенные и возмещенные приближенные реше-
ния после i-й итерации; U — точное решение.
Нормы понимаются в смысле C(Ḡ′).

Выводы

В работе предложен метод построения
приближенных решений задачи (1.2).

На основании проведенных контрольных
расчетов, результаты которых приведенны в
таблице и на рисунке, можно утверждать,
что как при невозмущенных, так и при воз-
мущенных входных данных приближенные
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а)

б)

в)

Сходимость приближенных решений задачи 2 к точному
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Сходимость приближенных решений задачи 2 к точному

Момент времени, tk Кол-во итераций (i) ||UN(i)− U || ||UNвозм.(i)− U ||

0,1

1 0,060 0,079
2 0,038 0,024
3 0,029 0,045
4 0,015 0,007
5 0,013
6 0,005

0,5

1 0,049 0,033
2 0,026 0,023
3 0,025 0,015
4 0,008 0,010
5 0,006

1,0

1 0,031 0,033
2 0,015 0,013
3 0,016 0,018
4 0,004 0,003

решения (4.2) достаточно быстро сходятся
к точному решению (4.1) на рассматривае-
мом интервале времени: норма абсолютной
ошибки погрешности порядка 10−3 достига-
ется за 3–6 итераций (причем для достаточ-
но большого шага дискретизации по времени
τ = 0, 1).
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