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Контактные задачи для тел с покры-
тиями и прослойками затрагивают как во-
просы контактного взаимодействия накла-
док и включений с массивными деформиру-
емыми телами, так и проблемы взаимодей-
ствия тел, армированных тонкими покрыти-
ями или прослойками. Такие задачи возника-
ют при исследовании передачи нагрузок от
тонкостенных элементов к деформируемым
телам в инженерной практике, например,
при создании методов расчета фундамен-
тов и оснований, дорожных покрытий, гид-
ротехнических сооружений и т.п. Одним из
путей повышения износоустойчивости кон-
струкций является использование в них слои-
стых композиций с покрытием, где подложка
обеспечивает демпфирование, а покрытие —
антифрикционные свойства. Такие много-
слойные материалы и элементы конструкций
находят широкое применение в различных
отраслях строительства и промышленности.
В этой связи развитие методов исследова-
ния напряженно-деформированного состоя-
ния тел с покрытиями является актуальным.

Проблема передачи нагрузки на массив-
ные тела через тонкостенные покрытия на
практике сводится к исследованию дефор-
мации пластин, лежащих на деформируемой
подложке, при этом рассматриваются раз-

личные механические модели покрытия [1–
4]. В качестве основания, на котором нахо-
дится покрытие, можно принимать деформи-
руемое полупространство, слой, многослой-
ную среду, в том числе, содержащую внут-
ренние неоднородности, и т. д. Учет слож-
ных свойств подложки (неоднородность, ани-
зотропия и пр.) даже в рамках линейной тео-
рии упругости приводит к увеличению ма-
тематических трудностей при исследовании
указанных задач.

В работе рассматривается модель колеба-
ний пластины, лежащей без отрыва на трех-
мерном линейно-деформируемом основании.
На поверхности пластины в произвольной об-
ласти задана осциллирующая нагрузка. Ос-
нование представляет собой пакет слоев на
упругом полупространстве в условиях неиде-
ального контакта между ними. На границе
раздела слоев расположены плоские включе-
ния, в области которых вектор напряжений
претерпевает разрыв. Плоскости включений
параллельны недеформированной поверхно-
сти упругой среды. Ключевым моментом в
решении данной задачи является построение
системы функционально-матричных уравне-
ний, связывающих перемещения и напряже-
ния на верхней границе подложки, а также
скачки напряжений на границах неоднород-
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ностей, на основе которых строится система
интегральных уравнений на границе раздела
между покрытием и подложкой.

1. Постановка задачи. Целесообраз-
ность рассмотрения кусочно-неоднородных
сред может быть обоснована структурой ре-
альных объектов или удобством соответству-
ющей дискретизации неоднородной среды.
Исследование динамических контактных за-
дач для многослойных сред с внутренними
дефектами связано с рядом трудностей как
чисто теоретического, так и практического
характера. Используемый подход позволяет
преодолеть сложности, связанные с нарас-
танием размерности, при построении систем
интегральных уравнений в случае множе-
ственных неоднородностей.

Пусть в прямоугольной декартовой систе-
ме координат, где плоскость x1Ox2 парал-
лельна поверхности среды (x3 = hN+1 > 0,
−∞ < x1, x2 < +∞), а ось Ox3 на-
правлена вверх, рассматривается задача об
установившихся гармонических колебаниях
многослойной среды. Пакет, составленный
из N монослоев, ограниченных плоскостя-
ми x3 = hi, x3 = hi+1

(
i = 1, N

)
, располо-

жен на поверхности упругого полупростран-
ства. При этом x3 = h1 совпадает с ниж-
ней границей пакета. Физико-механические
свойства подложки предполагаются кусочно-
однородными по координате x3 и однородны-
ми по x1, x2. Обозначим индексом i соответ-
ственно параметры Ламе и плотность λi, µi,
ρi, относящиеся к i-му слою, упругие харак-
теристики и плотность полупространства —
λ1, µ1, ρ1 соответственно.

Учитывая установившийся характер дви-
жения среды, все параметры задачи пред-
ставляются в виде g1 (x, t) = g (x) e−iωt,
x = (x1, x2, x3). Далее рассматриваются ам-
плитудные значения заданных и искомых
функций, временной множитель e−iωt опу-
щен.

Перемещения точек среды, вызванные
вибрацией границ жестких включений, опи-
сываются системой уравнений Ламе

(λk + µk) graddiv uk + µk∆uk+

+ ρkω
2uk = 0, (1)

k = 1, N + 1.

В плоскостях раздела упругих сред на
высотах hn имеются однородные включе-
ния, занимающие области Ωn. На поверх-

ностях x3 → hn ± 0 указанных плоско-
стей действуют напряжения τ±n (x1, x2, hn) ≡
≡ τn (x1, x2, hn ± 0) =

(
τ±n1, τ

±
n2, τ

±
n3

)
, пере-

мещения точек поверхностей определяются
векторами u±n =

(
u±n1, u

±
n2, u

±
n3

)
, причем

u+
n (x1, x2, hn) = u−n (x1, x2, hn) =

= un (x1, x2, hn) ,

−∞ < x1, x2 <∞,

τ+
n (x1, x2, hn)− τ−n (x1, x2, hn) =

=

{
0, (x1, x2) /∈ Ωn,

τn, (x1, x2) ∈ Ωn.

Здесь τn — амплитуда скачка напряже-
ния на включении в области Ωn в плос-
кости x3 = hn. Подобные совокупно-
сти неоднородностей относятся к «виру-
сам» вибропрочности класса 1 [5]. Излага-
емый ниже подход также применим в слу-
чае идеального контакта между слоями, ко-
гда τ+

n (x1, x2, hn) = τ−n (x1, x2, hn).
Далее будем предполагать, что поверх-

ность подложки совмещена с плоскостью
x1Ox2, т. е. h1 < . . . < hN+1 = 0, и заданы
un (x1, x2, hn), (x1, x2) ∈ Ωn, n = 1, N .

Особенностью общих закономерностей,
относящихся к задачам для тонких оболо-
чек и пластин, является сведение уравнений
трехмерной задачи теории упругости к урав-
нениям для двух измерений. В качестве по-
крытия рассматривается двумерная дефор-
мируемая пластина с усредненными по тол-
щине параметрами.

Для однослойной однородной оболочки
координатную плоскость x1Ox2 свяжем с
ее срединной поверхностью. В [3] построе-
ны нелинейные уравнения в перемещениях,
описывающие поведение тонкостенных обо-
лочек. В [6] приводится метод решения задач
для упругих сред с плоскими покрытиями. В
результате линеаризации уравнения движе-
ния пластины в случае установившегося с ча-
стотой ω режима колебаний принимают вид

∂2u1

∂x2
1

+ β3
∂2u2

∂x1∂x2
+

+ β1
∂2u1

∂x2
2

+ β2u1 + β5 (t1 + b1) = 0,

β1
∂2u2

∂x2
1

+ β3
∂2u1

∂x1∂x2
+
∂2u2

∂x2
2

+

+ β2u2 + β5 (t2 + b2) = 0, (2)
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β4∇2∇2u3 − β2u3 − β5 (t3 + b3) = 0,

где

β1 =
1− ν

2
, β2 =

ω2ρ (1− ν)

2µ
,

β3 =
1 + ν

2
, β4 =

h2

12
, β5 =

1− ν
2µh

,

h — толщина покрытия, µ, ν — соответствен-
но модуль сдвига и коэффициент Пуассо-
на, ρ — плотность материала, u1,2 (x, t) —
перемещения точек срединной поверхности
в плоскости x1Ox2, u3 (x, t) — прогиб сре-
динной поверхности, ti (x, t) — компоненты
вектора усилий t на нижней грани пласти-
ны, bi (x, t) — на верхней грани, i = 1, 3,
x = (x1, x2), причем заданная нагрузка
b 6= 0 при (x1, x2) ∈ ΩN+1 и b ≡ 0 при
(x1, x2) /∈ ΩN+1.

В матричном виде уравнения (2) запи-
шутся

R (∂x1, ∂x2) u− St = g, (3)

u — вектор перемещений точек срединной по-
верхности с компонентами ui (x, t), i = 1, 3,
R (∂x1, ∂x2) — дифференциальный оператор
с компонентами

R11 =
∂2

∂x2
1

+ β1
∂2

∂x2
2

+ β2,

R12 = R21 = β3
∂2

∂x1∂x2
,

R22 = β1
∂2

∂x2
1

+
∂2

∂x2
2

+ β2,

R33 = β4

(
∂4

∂x4
1

+ 2
∂4

∂x2
1∂x

2
2

+
∂4

∂x4
2

)
− β2,

R13 = R23 = R31 = R32 = 0;

S = ‖Sij‖3i,j=1 , Sij = 0, i 6= j,

S11 = S22 = −β5, S33 = β5,

g (x1, x2) = Sb.

Условия сопряжения покрытия и подложки
имеют вид

u (x1, x2) = u−N+1 (x1, x2, 0) ,

t (x1, x2) = τ−N+1 (x1, x2, 0) .
(4)

При построении решения задачи применяет-
ся принцип предельного поглощения, приво-
дящий к замене ω на ωε = ω − iε (0 < ε 6 1)

и поиску решения в классе функций, убыва-
ющих на бесконечности.

3. Функционально-матричные соот-
ношения для подложки. Следуя мето-
ду исследования задач для слоистых сред
с дефектами, представленному в [7–9], за-
дача для подложки сводится к системе
функционально-матричных уравнений

L±n,kU
±
n − L±n+1,kU

±
n+1 =

= D±n,kT
±
n −D±n+1,kT

±
n+1, (5)

n, k = 1, N.

Здесь T±n (α1, α2), U±n (α1, α2) = Un (α1, α2) —
двумерные преобразования Фурье по пере-
менным x1, x2 вектор-функций амплитуд на-
пряжений τ±n и перемещений u±n в плоско-
стях x3 → hn ± 0, n = 1, N . Элементы мат-
риц L±n,k, D±n,k [7, 9] зависят от параметров
преобразования Фурье α1, α2, частоты уста-
новившихся колебаний, параметров слоя ρk,
νk, µk и высот расположения включений hn,
первый нижний индекс указывает на номер
включения, второй — на номер слоя.

Путем ряда преобразований система (5)
может быть приведена к виду

Yi,N+1 (α1, α2) UN+1 (α1, α2)−

−
N∑
j=1

Qi,j (α1, α2) Tj (α1, α2) =

= Qi,N+1 (α1, α2) T−N+1 (α1, α2)−

−
N∑
j=1

Yi,j (α1, α2) Uj (α1, α2) , (6)

i = 1, N + 1,

где

Qi,i = I, Qi,j = Λ+
j−i+1 для j > i;

Qi,j = Λ−i−j+1 для j < i;

Yi,i = M0
N , Yi,j = Qi,jM

+
j−i+1 для j > i;

Yi,j = Qi,jM
+
i−j+1 для j < i;

QN+1,N+1 = −I; Yi,N+1 = −Λ+
N−i+2C

+
N+1,

YN+1,j = Λ−N−j+2M
−
j , i, j = 1, N ;

YN+1,N+1 = −B−N ; Qi,N+1 = −Λ+
N−i+2,

QN+1,j = Λ−N−j+2, i, j = 1, N.
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Здесь использованы следующие обозначения
[9]:

Λ−j =

j∏
i=1

A−j−i+1, Λ+
j =

j∏
i=2

A+
i ,

A+
i =

(
D+
i−1,i

)−1
D+
i,i,

A−i =
(
D−i,i

)−1
D−i−1,i,

C±i =
(
D±i−1,i

)−1
L±i,i,

M±
i = B±i+1 −B±i , M0

i = B+
i+1 −B−i ,

B±i =
(
D±j,i

)−1
L±j,i,

Ti (α1, α2) = Fx1x2 [τ i] — Фурье-образ скачка
амплитуды напряжения.

Если области Ωn, n = 1, N представля-
ют собой плоскости, исключая в (6) неизвест-
ные образы скачков напряжения на включе-
ниях, для i = N+1 получим функционально-
матричное соотношение на границе покры-
тие/подложка

UN+1 = KN+1T
−
N+1 + KNUN , (7)

KN+1 = P−1
N+1RN+1, KN = P−1

N+1M̃
0
N+1,

PN+1 = C+
N+1 −C−N+1,

RN+1 = A+
N+1 −

(
A−N+1

)−1
,

M̃0
N+1 = B+

N+1 −B−N+1,

где T−N+1 (α1, α2), UN+1 (α1, α2) — Фурье-
образы амплитуд напряжений и перемеще-
ний на поверхности подложки, UN (α1, α2) —
образ Фурье амплитуды перемещений, задан-
ных в плоскости верхнего включения.

4. Определение напряжений на гра-
нице подложки и покрытия. Из (7) пе-
ремещения на поверхности подложки можно
представить

uN+1 (x1, x2, 0) = F−1 [UN+1] =

=
1

4π2

∞∫
−∞

∞∫
−∞

UN+1 (α1, α2)×

× e−i(α1x1+α2x2)dα1dα2.

Следуя (4), подставим интегральное пред-
ставление перемещений поверхности под-
ложки в уравнения движения покрытия (3)

1

4π2

∞∫
−∞

∞∫
−∞

(
R (−iα1,−iα2)×

×KN+1 (α1, α2)− S
)
T (α1, α2)×

× e−i(α1x1+α2x2)dα1dα2 =

= g − 1

4π2

∞∫
−∞

∞∫
−∞

R (−iα1,−iα2)×

×KNUN (α1, α2) e−i(α1x1+α2x2)dα1dα2. (8)

Здесь

R(−iα1,− iα2) = −

γ11 γ12 0
γ21 γ22 0
0 0 γ33

 ,

γ11 = α2
1 + β1α

2
2 − β2, γ12 = γ21 = β3α1α2,

γ22 = α2
2 + β1α

2
1 − β2, γ33 = −β4α

4 + β2,

α2 = α2
1 + α2

2.

Если покрытие представляет собой беско-
нечную пластину, применив преобразова-
ние Фурье к (8), получим функционально-
матричное соотношение для интегральных
характеристик амплитуд напряжений на гра-
нице покрытие/подложка

T−N+1 = K̃−1 (α1, α2) G (α1, α2)−
− K̃−1 (α1, α2) W (α1, α2) , (9)

K̃ (α1, α2) = R (−iα1,−iα2) KN+1 (α1, α2)−S,

W (α1, α2) = R (−iα1,−iα2) KNUN ,

где G (α1, α2) = Fx1x2 [g].
Найдя T (α1, α2), можно вычислить пере-

мещения u (x1, x2) = F−1 [U] различных то-
чек пластины, где

U = UN+1 = K̄1 (α1, α2) G (α1, α2)− K̄2UN ,

K̄1 = KN+1K̃
−1,

K̄2 =
(
KN+1K̃

−1 (α1, α2)×

×R (−iα1,−iα2)− I
)
KN .

На рис. 1 приведены кривые полюсов опре-
делителя матрицы K̄1 (α1, 0) для простей-
ших моделей основания: полупространства
(рис. 1а) и слоя, жестко сцепленного с неде-
формируемым основанием (рис. 1б).
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а)

б)

Рис. 1
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Для проведения расчетов использовался
переход к системе безразмерных параметров

h̄i =
hi
a
, µ̄ =

µ

µ1
, ρ̄ =

ρ

ρ1
, ω̄2 =

ρω2a2

µ
,

где a — характерный линейный размер. Ри-
сунки соответствуют следующим значениям
параметров: ρ̄ = 3, 858, µ̄ = 2, 609, ν = 0, 25 —
для покрытия; ν1 = 0, 16 — для подложки,
толщина слоя H = h̄2 − h̄1 = 1.

Кривые для покрытия толщиной h̄ = 0,1
представлены сплошной линией, для покры-
тия толщиной h̄ = 0,01 — крупным пунк-
тиром. Полюса для среды, укрепленной пла-
стиной, тем сильнее отличаются от полюсов
для подложки (мелкий пунктир), чем больше
толщина покрытия.

Если покрытие представляет собой огра-
ниченную пластину или систему m пла-
стин, занимающих области Ξj с границами
∂Ξj = Γj , необходимо сформулировать усло-
вия стыковки и граничные условия на краях
пластин Γj , j = 1,m. В общем случае харак-
тер этих условий определяется видом кон-
тактного взаимодействия. Возможные гра-
ничные условия приведены в работе [3]. За-
тем полученное представление перемещений
подложки u (x1, x2, 0), при условии, что на
всей ее верхней границе заданы однотипные
граничные условия, например, напряжения
τ−N+1, следует подставить в уравнения дви-
жения пластин в каждой из областей Ξj [9]

1

4π2

∞∫
−∞

∞∫
−∞

K̃j (α1, α2)

m∑
i=1

Ti (α1, α2)×

× e−i(α1x1+α2x2)dα1dα2 = gj −wj , (10)

j = 1,m,

(x1, x2) ∈ Ξj , Tj (α1, α2) = F [tj ] ,

tj (x1, x2) = Pjt (x1, x2) ,

gj (x1, x2) = Pjg (x1, x2) ,

Pj — проектор на область Ξj .
Решение подобных систем интегральных

уравнений является непростой задачей для
ограниченных и полуограниченных обла-
стей, занимаемых покрытиями, так как она
связана с проблемой обращения матричных
операторов высокого порядка, имеющих яд-
ра с осциллирующими символами. Кроме
того, элементы K̃ (α1, α2) имеют степенной
рост при

√
α2

1 + α2
2 →∞.

Для случая произвольного числа обла-
стей, занимаемых пластинами, в работе [10]
построено приближенное решение системы
(10) в интегральной форме. Чтобы полу-
чить убывающие на бесконечности элемен-
ты символа ядра системы, в каждой области
Ξp вводится в рассмотрение дифференциаль-
ный оператор Vp (∂x1, ∂x2), представляемый
в виде

Vp (∂x1, ∂x2)=
∥∥vpik∥∥3

i,k=1
, vpik = 0, i 6= k,

vpii (∂x1, ∂x2)ψpi ≡ (−∆ + ap1)ψpi = wpi,

ψpi|∂Ξp
= fpi (x1, x2) , i = 1, 2,

vp33 (∂x1, ∂x2)ψp3 ≡
≡ (−∆ + ap2) (−∆ + ap3)ψp3 = wp3,

ψp3|∂Ξp
= fp3 (x1, x2) ,

∂ψp3
∂n

∣∣∣∣
∂Ξp

= fp4 (x1, x2) .

Здесь

∆ =
∂2

∂x2
1

+
∂2

∂x2
2

,

api = const, api > 0, i = 1, 3.

Гладкие функции fpj , j = 1, 4 впоследствии
определяются из условий на границах пла-
стин Γp, p = 1,m.

Применяя к обеим частям (9) оператор
V−1
j , получаем систему интегральных урав-

нений, элементы матрицы-символа которой
V−1
j (−iα1,−iα2) K̃j (α1, α2) убывают на бес-

конечности как α−1. Для решения таких
уравнений могут быть использованы мето-
ды, основанные на факторизации матриц-
функций, одним из которых является метод
фиктивного поглощения [11,12] применимый
для любых односвязных областей.
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