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Applying Blatz and Ко model of compressible nonlinear-elastic material some characteristic
features of the cylinder stretching under extra-large deformations were studied. It provides a
method to determine the area of constitutive parameters, which presuppose existence of the
falling section within the tensile diagram. The analytical study of the stability of solutions
corresponding to the falling section was carried out within the framework of the bifurcational
approach.
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Моделирование эксперимента по одноос-
ному растяжению образцов является клас-
сической задачей механики деформируемо-
го твердого тела, которая продолжает при-
влекать внимание широкого круга исследо-
вателей. Основная цель анализа при этом со-
стоит, как правило, в изучении возможно-
сти адекватного описания процесса шейко-
образования, причем не только для тради-
ционных конструкционных материалов, но и
для полимерных волокон [1], полукристалли-
ческих полимеров [2] и т. д. Другая причина
интереса к описанию классического экспери-
мента при учете больших деформаций свя-
зана с развитием новых экспериментальных
методик определения механических свойств
мягких биологических тканей [3].

Препятствием на пути численного анали-
за подобных задач является отсутствие прак-
тических данных о физической и математи-
ческой корректности большинства использу-
емых моделей в зоне очень больших дефор-
маций. Важным в этой связи представляется
использование подходов, позволяющих полу-
чать решение задач в аналитическом виде.

В рамках плоской деформации для упро-
щенной модели материала Блейтца и Ко ана-

литическое решение уравнений нейтрального
равновесия для задачи о растяжении прямо-
угольного образца представлено в [4]. В на-
стоящей работе аналогичные результаты по-
лучены для трехмерной постановки задачи
о растяжении нелинейно-упругого цилиндра.
При использовании для описания его меха-
нических свойств модели Блейтца и Ко по-
казана возможность существования падаю-
щего участка на диаграмме нагружения и
проведен анализ устойчивости растяжения
на этом участке. Для упрощенного вариан-
та материала Блейтца и Ко решение задачи
об устойчивости дано в аналитическом ви-
де. Для общего случая приведены результа-
ты численных расчетов процесса растяжения
и его устойчивости. В качестве иллюстра-
ции, демонстрирующей связь потери устой-
чивости при растяжении с вычислительной
неустойчивостью, приведен пример конечно-
элементного анализа задачи о растяжении
цилиндра в пакете ANSYS.

1. Однородное растяжение цилиндра

Для изучения возможности существова-
ния падающего участка на диаграмме на-
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гружения опишем деформацию растяжения
сплошного кругового цилиндра высоты l и
радиуса a полуобратным представлением ви-
да

R = P (r), Φ = ϕ, Z = λz, (1.1)

где r, ϕ, z и R, Φ, Z — цилиндрические ко-
ординаты отсчетной и текущей конфигура-
ции соответственно. Цилиндр растягивается
в жестком нагружающем устройстве [5], что
соответствует следующим граничным усло-
виям: боковая поверхность цилиндра свобод-
на от напряжений, на торцах отсутствуют ка-
сательные напряжения, задано осевое смеще-
ние, т. е. величина λ в (1.1). Случай λ < 1 со-
ответствует эксперименту на сжатие, а слу-
чай λ > 1 формально соответствует растяже-
нию.

В качестве функции удельной потенци-
альной энергии будем использовать трехкон-
стантное выражение модели Блейтца и Ко [6]

W =
1

2
µβ(I1 +

1

α
(I−α3 − 1)− 3)+

+
1

2
µ(1− β)(I2I

−1
3 +

1

α
(Iα3 − 1)), (1.2)

где α = ν/(1 − 2ν); µ, ν, β — материальные
константы, причем при малых деформациях
µ имеет смысл модуля сдвига, а ν — коэф-
фициента Пуассона; Ik = Ik(G), k = 1, 2, 3 —
главные инварианты меры деформации Ко-
ши G = C ·CT , C — градиент деформации.
С учетом (1.1) для последнего получим

C = P ′ereR +
P

r
eϕeΦ + λezeZ ; (1.3)

штрихом обозначено дифференцирование по
переменной r.

С использованием компонентов тензора
напряжений Пиола D = W,C описанные вы-
ше граничные условия записываются в виде
соотношений

DrR = 0, DrΦ = 0, DrZ = 0,

при r = a, (1.4)

DzR = 0, DzΦ = 0, Z = λz,

при z = ±l/2. (1.5)

C учетом (1.1) нетривиальными условиями
являются только два

DrR(a) = 0, (1.6)

Z(±l/2) = ±λl/2. (1.7)

Уравнения равновесия divD = 0 сводят-
ся, учитывая (1.3), к одному нелинейному
дифференциальному уравнению для опреде-
ления функции P (r), аналитическое решение
которого, удовлетворяющее краевым услови-
ям (1.6), имеет вид

P (r) = λ−
α

2α+1 r.

Постановка рассматриваемой задачи эк-
вивалентна задаче о растяжении цилиндра
приложенной к его торцам постоянной на-
грузкой.Пусть p — величина этой нагрузки.
Тогда, удовлетворяя условию DzZ = p при
z = ±l/2, получим

(β − 1)

(
λ

6α+2
2α+1

−3 − 1

λ3

)
+

+ β
(
λ

2α+2
2α+1

−3 − λ
)

=
p

µ
. (1.8)

Для упрощенного варианта материала
Блейтца и Ко [7], модель которого описыва-
ется потенциалом (1.2) при значениях мате-
риальных констант α = 1/2, β = 0, равенство
(1.8) перепишется в виде

λ−1/2 − 1

λ3
=
p

µ
. (1.9)

Легко видеть, что описываемая соотношени-
ем (1.9) диаграмма нагружения (зависимость
приложенной силы от удлинения) являет-
ся немонотонной: за возрастающим участ-
ком следует падающий. Его началу соот-
ветствует значение коэффициента удлинения
λm = 62/5 ≈ 2,047. Наличие падающего
участка может означать неустойчивость про-
цесса растяжения.

Для общего случая модели наличие или
отсутствие падающего участка на диаграм-
ме нагружения определяется наличием экс-
тремальных точек у зависимости p(λ) (1.8).
Дифференцируя (1.8) по λ , получаем урав-
нение для определения экстремальных удли-
нений λ

2βλ4α+ βλ4 + (4α+ 1)βλ
2α+2
2α+1 +

+ λ
6α+2
2α+1β − λ

6α+2
2α+1 + 6α+ 3−

+ 6βα− 3β = 0. (1.10)

Для существования падающего участка необ-
ходимо и достаточно, чтобы уравнение (1.10)
имело вещественный корень, больший едини-
цы.
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Определение границ области материаль-
ных параметров, при которых существует па-
дающий участок, может быть произведено с
учетом допустимых значений этих парамет-
ров: 0 6 β 6 1, 0 < α < ∞. При α → 0 из
уравнения (1.10) получаем

β =
λ2 − 3

2λ2 + λ4 − 3
.

Элементарный анализ данного уравнения по-
казывает, что оно имеет требуемые корни при
0 6 β 6 1

2 −
√

3
4 ≈ 0,670. Второму предельно-

му случаю α→∞ соответствует уравнение

β = − 3

λ4 + 2λ− 3
,

не имеющее решений, больших единицы, при
положительных значениях параметра β. Это
означает, что с увеличением параметра α вы-
сота области на плоскости материальных па-
раметров (β, α), в которой существует пада-
ющий участок, стремится к нулю. Численно
построенная область существования падаю-
щего участка на рис. 1 отмечена штриховкой.

2. Устойчивость деформирования на
падающем участке

Исследование устойчивости проведем на
основе линеаризации уравнений равновесия в
окрестности полученного решения. Будем ис-
пользовать бифуркационный подход и точку
потери устойчивости отождествлять с точкой
существования нетривиального решения ли-
нейной однородной краевой задачи.

Ограничиваясь упрощенным вариантом
модели Блейтца и Ко и осесимметричным
случаем потери устойчивости, заменим (1.1)
следующими соотношениями:

R = λ−1/4r + εw1 (r, z) ,

Φ = ϕ,

Z = λz + εw3 (r, z) .

(2.1)

Здесь ε — малый параметр.
Вычисляя градиент деформации C

для (2.1), и линеаризуя его по формуле
Ċ = ∂

∂εC
∣∣
ε=0

, находим

Ċ =
∂w1

∂r
ereR +

∂w3

∂r
ereZ+

+
w1

r
eϕeΦ +

∂w1

∂z
ezeR +

∂w3

∂z
ezeZ . (2.2)

Линеаризованная мера деформации Коши
вычисляется по формуле

Ġ = ĊCT + CĊT . (2.3)
Подставив выражения (2.2) и (1.3) в (2.3),

получим:

Ġ = 2λ−1/4∂w1

∂r
erer + 2

λ−1/4

r
w1eϕeϕ+

+

(
λ
∂w3

∂r
+ λ−1/4∂w1

∂z

)
(erez + ezer) +

+ 2λ
∂w3

∂z
ezez. (2.4)

Вычисляя линеаризованный тензор напря-
жений Пиолы Ḋ и подставляя его в уравне-
ния равновесия div Ḋ = 0, получаем линей-
ную однородную систему относительно воз-
мущений w1(r, z) и w3(r, z) вида

3λ4r
∂w1

∂r
+
(
λ11/4 + λ1/4

)
r2∂

2w3

∂z∂r
+

+ r2λ3/2∂
2w1

∂z2
+ 3λ4r2∂

2w1

∂r2
−

+ 3λ4w1 = 0,

λ
11
4 r
∂2w3

∂r2
+ r

(
λ4 + λ3/2

) ∂2w1

∂z∂r
+

+
(
λ4 + λ3/2

) ∂w1

∂z
+ λ11/4∂w3

∂r
+

+ 3λ1/4r
∂2w3

∂z2
= 0. (2.5)

Линеаризованные краевые условия на боко-
вой поверхности (r = a)примут вид

λ2w1 + rλ3/4∂w3

∂z
+ 3rλ2∂w1

∂r
= 0,

∂w1

∂z
+ λ5/4∂w3

∂r
= 0. (2.6)

Решение системы (2.5), (2.6) проводим
методом разделения переменных

w1(r, z) = F (r) cos (γz) ,

w3(r, z) = G(r) sin (γz) , (2.7)
где γ = (nπ)/L. При этом автоматически
удовлетворяются граничные условия на тор-
цах. Подставляя (2.7) в систему (2.5), полу-
чаем

3λ4r2∂
2F

∂r2
+ 3rλ4∂F

∂r
−

−
(

3λ4 + r2λ3/2γ2
)
F+

+
(
λ1/4 + λ11/4

) ∂G
∂r

γr2 = 0,
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Рис. 1. Область существования падающего
участка

Рис. 2. Размер области устойчивости на
падающем участке

λ11/4∂
2G

∂r2
r + λ11/4∂G

∂r
− 3λ1/4Gγ2r−

−
(
λ4 + λ3/2

)
rγ
∂F

∂r
−

−
(
λ3/2 + λ4

)
Fγ = 0. (2.8)

Решение системы (2.8), удовлетворяющее
условию ограниченности в нуле, ищем в виде

F (r) = C1J1 (Aγr) ,

G (r) = C2J0 (Aγr) ,
(2.9)

где Jk — функции Бесселя, A, C1, C2 — под-
лежащие определению постоянные. Подстав-
ляя (2.9) в (2.8), получаем(

3λ4A2 + λ3/2
)
C1+

+
(
λ1/4 + λ11/4

)
AC2 = 0,

(
λ3/2 + λ4

)
AC1+

+
(
λ11/4A2 + 3λ1/4

)
C2 = 0. (2.10)

Условие нетривиальной разрешимости систе-
мы (2.10) относительно C1 и C2 является
уравнением для определения константы A

3λ5A4 − (λ5 − 8λ5/2 + 1)A2 + 3 = 0.

Это уравнение имеет четыре корня

A1 =

√
6θ+

6
λ−5/2, A2 = −

√
6θ+

6
λ−5/2,

A3 =

√
6θ−

6
λ−5/2, A4 = −

√
6θ−

6
λ−5/2,

где

θ± =
√
ξ ± iζ, ξ = λ5 − 8λ5/2 + 1,

ζ = (λ5/2 − 1)
√

14λ5/2 − λ5 − 1

(14λ5/2 − λ5 − 1 > 0 при 1 6 λ 6 2, 86).
Решение системы (2.8) тогда принимает

вид

F (r) = C1J1(A3γr) + C2J1(A1γr),

G(r) = C1B1A4J0(A4γr)+

+ C2B2A2J0(A2γr), (2.11)

где C1, C2, B1 и B2 — неизвестные пока ком-
плексные постоянные. Константы Bi нахо-
дятся подстановкой решения (2.11) в систему
(2.8)

B1 =
3λ15/4(1 + λ5 − 6λ5/2 − ζ)

7(λ5 + λ5/2)− 1− λ15/2 + (1 + λ5/2)ζ
,

B2 =
6λ13/4(

√
λ+ λ3)

λ5 + 10λ5/2 + ζ + 1
. (2.12)

Выражение (2.11) с учетом (2.12) представ-
ляет собой общее аналитическое решение си-
стемы (2.8).

Подставляя (2.11) в граничные условия
(2.6) на боковой поверхности, получим одно-
родную линейную систему относительно кон-
стант Ck, k = 1, 2, которая имеет нетри-
виальные решения, если ее определитель
∆(λ) равен нулю. Выражение ∆(λ) чрез-
вычайно громоздко и в работе не приво-
дится. Для достаточно длинных цилиндров
(η = a/l � 1) можно получить асимп-
тотику его корней, используя асимптотиче-
ские формулы для функций Бесселя. Пред-
ставляя λ в виде λ = λ0 + λ1η + λ2η

2 и
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раскладывая ∆(λ) в ряд по параметру η,
т. е. ∆(λ) = ∆0 + ∆1η + ∆2η

2 + . . ., из ра-
венств ∆i = 0 последовательно находим
λ0 = λm = 62/5, λ1 = 0. Константа λ2 яв-
ляется корнем линейного уравнения

k1λ2 + π2k2 = 0, (2.13)
где

k1 = −8 100λ
53/2
0 + 240λ29

0 + 92 040λ24
0 +

+ 121 320λ
23/2
0 − 565 680λ

33/2
0 + 59 160λ14

0 −

+ 44 760λ9
0 − 410 280λ

43/2
0 + 753 480λ19

0 +

+ 2 580λ
13/2
0 ,

k2 = −λ30
0 + 6 465λ

45/2
0 + 49 545λ10

0 −
+ 776λ25

0 + 15− 26 823λ20
0 − 28 032λ15

0 +

+ 6 072λ5
0 − 27 894λ

25/2
0 − 27 047λ

15/2
0 +

+ 48 954λ
35/2
0 − 523λ

5/2
0 + 45λ

55/2
0 .

Учитывая, что λ0 = 62/5, из (2.13) получаем
λ2 ≈ 0, 070.

Таким образом, с точностью до η3 крити-
ческий коэффициент удлинения цилиндра λ∗
определяется соотношением

λ∗ ≈ λm + 0, 070η2. (2.14)
Из (2.14) видно, что в начале падающе-

го участка диаграммы нагружения есть ма-
лый отрезок длины h ≈ 0,070η2, на кото-
ром цилиндр остается устойчивым. Данный
факт уточняет результат Н. Оуэна [8] для
рассматриваемой модели материала. Беско-
нечно длинный цилиндр, как и предсказано
в [5], теряет устойчивость в точке максимума
диаграммы нагружения.

Исследование устойчивости растяжения
цилиндра для двухконстантного варианта
модели Блейтца и Ко (α = 1/2, 0 6 β 6 1)
проводится аналогично исследованию для
упрощенного типа материала. В этом случае
система (2.8) примет вид

3(−λ4 + λ4β − λ3β)r2∂
2F

∂r2
+

+ 3(−λ4 + λ4β − λ3β)r
∂F

∂r
+

+ (3λ3β + r2λ3γ2β + r2λ3/2γ2)F+

+ (−r2λ3/2γ2β − 3λ4β + 3λ4)F+

+ (βλ1/4 − 2λ7/4β)γr2∂G

∂r
+

+ (βλ11/4 − λ1/4 − λ11/4)γr2∂G

∂r
= 0,

(λ11/4β − λ11/4 − λ17/4β)r
∂2G

∂r2
+

+ (λ11/4β − λ11/4 − λ17/4β)
∂G

∂r
+

+ (2βλ7/4 + βλ17/4 − 3βλ1/4)γ2rG+

+ 3λ1/4γ2rG+ (λ3/2 − λ3/2β)rγ
∂F

∂r
+

+ (−λ4β + λ4 + 2βλ3)rγ
∂F

∂r
+

+ (−λ3/2β − λ4β + 2βλ3)γF+

+ (λ3/2 + λ4)γF = 0.

Ее анализ может быть проведен аналогично
случаю упрощенного типа материала, но ито-
говые формулы на порядок объемнее. Неко-
торые результаты этого анализа приведены
на рис. 2, где представлена величина коэф-
фициента λ2, определяющего размер области
устойчивости на падающем участке диаграм-
мы нагружения.

3. Вычислительный эксперимент

В [4] показано, что потеря устойчивости
при растягивающих нагрузках может про-
являться в форме неустойчивости вычисли-
тельных схем, используемых для анализа за-
дач теории упругости для тел, испытываю-
щих большие деформации. В качестве де-
монстрации подобного эффекта приведем ре-
зультаты конечно-элементного решения в па-
кете ANSYS задачи о растяжении цилин-
дра, торцы которого жестко сцеплены с за-
хватами растягивающего устройства. Анало-
гичная задача о растяжении прямоугольно-
го образца решалась с использованием паке-
та FlexPDE в [9], где для упрощенной моде-
ли материала Блейтца и Ко продемонстри-
ровано наличие падающего участка на диа-
грамме нагружения приблизительно при та-
ких же (в зависимости от формы образца
разница находится в пределах ±25%) вели-
чинах удлинений. Результаты использования
для цилиндра этой же модели материала в
конечно-элементном комплексе ANSYS при-
ведены на рис. 3 и рис. 4. Для моделирова-
ния использовался восьмиузловой трёхмер-
ный твердотельный элемент SOLID185, име-
ющий в каждом узле три степени свободы. В
недеформированном состоянии диаметр ци-
линдра совпадал с его высотой. На рис. 3
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Рис. 3. Моделирование растяжения в ANSYS:
λ = 1, 9, устойчивое растяжение

Рис. 4. Моделирование растяжения в ANSYS:
λ = 1, 95, начало вычислительной

неустойчивости

изображено исходное и деформированное со-
стояние цилиндра при удлинении, составля-
ющем 90% от исходной длины. Данное удли-
нение соответствует устойчивому (возраста-
ющему) участку деформирования. На рис. 4
изображена форма цилиндра при достиже-
нии величиной удлинения точки максимума
на диаграмме растяжения (около 95%); при
этом стандартная вычислительная схема пе-
рестает работать. Интересно отметить, что
на поверхности цилиндра в этот момент воз-
никает явно различимая шейка.
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