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FLOW AROUND THE WING SECTION BELOW THE INTERFACE OF DOUBLE-LAYER HEAVY LIQUID
IN THE OPEN BOUNDED CHANNEL
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This paper considers flow of heavy liquid with three types of boundary surface – free surface,
boundary surface between liquids of different density and solid bottom-around the wing section.
The given results show characteristics of real hydrofoil hydrodynamic depending on Froude
number.
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1. Постановка задачи и граничные
условия

Рассмотрим поток идеальной несжимае-
мой жидкости, ограниченный сверху свобод-
ной поверхностьюM1, а снизу твердым дном
M3. Поток состоит из верхнего слоя толщи-
ныH1 плотности ρ1 и нижнего слоя толщины
H2 плотности ρ2. Жидкость находится под
действием силы тяжести, ускорение которой
равняется g. Крыловой профиль C с длиной
хорды L расположен в нижнем слое жидко-
сти (рис. 1).

В системе координат, начало которой сов-
падает с серединой хорды профиля, ось Ox
параллельна невозмущенной границе разде-
ла сред M2 и направлена навстречу потоку,
а ось Oy — вертикально вверх, течение пло-
скопараллельное, установившееся. Скорости
потока на бесконечности перед профилем па-
раллельны невозмущенным границам y = hk
(k = 1, 3) и равны Ul (l = 1, 2). Считаем, что
внутри жидкости вихри отсутствуют, так что
течение обладает потенциалом скорости.

Введем соответствующие слоям жидко-
сти области Dl (l = 1, 2). Область D1

представляет собой полосу h2 6 y 6 h1
(h2 = h1 − H1), область D2 — полосу

h3 6 y 6 h2 (h3 = h2 −H2), за исключением
области, ограниченной профилем C.

Рассмотрим комплексную переменную
z = x + iy и комплексные потенциалы воз-
мущенного течения

W̃ l(z) = ϕ̃l(x, y) + iψ̃l(x, y)

в соответствующих областях Dl.
Используя предположения линейной тео-

рии волн малой амплитуды, с учетом обозна-
чений

W̃l(z) = UlWl(z),

ν1 =
g

U2
1

, ν2 =
g (ρ1 − ρ2)
ρ1U2

1 + ρ2U2
2

,

ml =
ρlU

2
l

ρ1U2
1 + ρ2U2

2

, m = m1 −m2

придем к следующей задаче. Найти функции
Wl(z), аналитические в соответствующих об-
ластях и удовлетворяющие условиям:

на поверхности профиля C

ImW2(z) = y + ψ1

(ψ1 = const) , z ∈ C; (1.1)
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Рис. 1. Схема течения

на свободной поверхности M1

Re

[
dW1(z)

dz
+ iν1W1(z)

]
= 0,

y = h1; (1.2)

на границе раздела жидкостей M2

Im

[
W1(z)−W2(z)

]
= 0, (1.3)

Re

[
m1

dW1(z)

dz
−m2

dW2(z)

dz
+

+ iν2W2(z)

]
= 0, y = h2; (1.4)

на дне канала M3

Im

[
dW2(z)

dz

]
= 0, y = h3; (1.5)

на бесконечности

lim
x→+∞

dWl(z)

dz
= 0,

∣∣∣∣dWl(z)

dz

∣∣∣∣ < A,

A <∞, |z| → ∞. (1.6)

В силу линейности задачи представим
Wl(z) (l = 1, 2) в виде суммы

Wl(z) = W1l(z) + γW2l(z), (1.7)

где W1l(z) — комплексные потенциалы
возмущенного бесциркуляционного тече-
ния, удовлетворяющие условиям (1.1)–(1.6),
W2l(z) — комплексные потенциалы чисто

циркуляционного течения, γ — значение цир-
куляции. Потенциалы W2l(z) (l = 1, 2) наря-
ду с (1.2)–(1.6) должны удовлетворять также
условиям

ImW22(z) = ψ2

(ψ2 = const) , z ∈ C; (1.8)

∆CW22 = 1, (1.9)

где ∆C — приращение функции при положи-
тельном обходе контура C.

2. Метод решения

Метод решения задачи заключается в
распределении двойных слоев особенностей
(диполей) вещественной плотности по невоз-
мущенным уровням свободной поверхности
M1 и границы раздела жидкостей M2 и дну
канала M3, к потенциалам которых добавля-
ются такие регулярные вне C функции, что
условие на контуре (1.1) выполняется точно.

Наряду с физической плоскостью
z = x + iy рассмотрим параметрическую
плоскость ζ = ξ + iη. Пусть функция
z = f(ζ) осуществляет конформное отоб-
ражение внешности единичной окружности
Cζ =

{
ζ
∣∣ |ζ| = 1

}
на внешность профиля C,

причем f(∞) = ∞ и ζB = −1 соответствует
задней кромке профиля zB.

Будем искать комплексные потенциалы в
виде

Wsl(z) = Ws∞(z)+

+
3∑

k=1

[
Vsk(z) + Φsk(z)

]
, (2.1)
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где Ws∞(z) — комплексные потенциалы воз-
мущенного течения при обтекании профиля
безграничным потоком,

Vsk(z) =
1

2πi

+∞+ihk∫
−∞+ihk

µsk(t)

z − t
dt,

Φsk(z) =
1

2πi

+∞+ihk∫
−∞+ihk

Fk(z, t)µsk(t) dt.

Функции Fk(z, t) строятся в параметри-
ческой плоскости ζ на основании теоремы
Милн–Томсона об окружности [1]

Fk [f(ζ), f(τ)] =
1

f ′(τ)

[
χk(ζ, τ) +Gk(ζ, τ)

]
,

χk(ζ, τ) =
1

ζ − τ
− f ′(τ)

f(ζ)− f(τ)
,

Gk(ζ, τ) =
1

τ2 (ζ − 1/τ)
.

Плотности непрерывно распределенных
по Mk особенностей µsk(t) (s = 1, 2; k = 1, 3)
определяются из условий (1.2), (1.4), (1.5).
Предварительно для границ Mk проводятся
преобразования координат z = zk+ihk. Усло-
вие (1.3) выполняется на основании свойств
предельных значений интеграла типа Коши.

Рассмотрим условие (1.4) на границе раз-
дела жидкостей M2 для случая чисто цирку-
ляционного обтекания профиля. Подставим
комплексный потенциал в форме (2.1) (s = 2)
в условие (1.4) с учетом преобразования ко-
ординат z = z2 + ih2, получим

Re

[(
− d

dz2
+ iν2

)
V22(z2)+

+

(
m

d

dz2
+ iν2

)
Ω22(z2)+

+

(
m

d

dz2
+ iν2

)
V21(z2)

]
z2=x2−i·0

= 0, (2.2)

где

Ω22(z2) = W2∞(z2) + V23(z2)+

+ Φ21(z2) + Φ22(z2) + Φ23(z2).

Условие (2.2) представляет собой сингу-
лярное интегро-дифференциальное уравне-
ние, содержащее три группы слагаемых: с
особенностями на линии раздела (y2 = 0), с

особенностями внутри рассматриваемой об-
ласти (y2 < 0) и с особенностями вне области
(y2 > 0). Его можно регуляризовать, исполь-
зуя следующий прием. Заметим, что (2.2) эк-
вивалентно следующему уравнению:

Re

[(
− d

dz2
+ iν2

)
V22(z2)+

+

(
m

d

dz2
− iν2

)
Ω22(z2)+

+

(
m

d

dz2
+ iν2

)
V21(z2)

]
z2=x2−i·0

= 0. (2.3)

Функции V22(z2), Ω22(z2), V21(z2) регуляр-
ны в полуплоскости y2 6 0, следовательно,
выражение под знаком действительной части
в этой области является чисто мнимой посто-
янной(
− d

dz2
+ iν2

)
V22(z2)+

+

(
m

d

dz2
− iν2

)
Ω22(z2)+

+

(
m

d

dz2
+ iν2

)
V21(z2) = iN, (2.4)

где N — вещественная постоянная, опреде-
ляемая из условия на бесконечности (1.6):
N = 0. Решая линейное дифференциальное
уравнение первого порядка (2.4) относитель-
но V22 и находя действительную часть пре-
дела при z2 → x2 − i · 0 (предельный переход
в сингулярном интеграле осуществляется по
формуле Сохоцкого), получим в параметри-
ческой плоскости ζ при x2 = f(ζ2)− ih2

µ22(ζ2) = 2 Re

σ22(ζ2) +

+

3∑
r=1

∫
Tr

L2r(ζ2, τr)µ2r(τr) dτr

 . (2.5)

Остальные пять уравнений для нахож-
дения плотностей особенностей можно полу-
чить, проделав аналогичные (2.2)–(2.5) пре-
образования для граничных условий (1.2),
(1.4), (1.5) для случая бесциркуляционного и
для условий (1.2), (1.5) для случая чисто цир-
куляционного обтекания. В результате полу-
чим две системы уравнений для определения
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плотностей особенностей µsk(ζ)

µsk(ζk) = 2 Re

σsk(ζk) +

+

3∑
r=1

∫
Tr

Lkr(ζk, τr)µsr(τr) dτr


(
s = 1, 2; k = 1, 3

)
, (2.6)

где

σs1(ζ1) = −W ∗s∞(ζ1)− 2iν1e
iν1f(ζ1)×

×
ζ1∫

+∞

e−iν1f(ϑ1)W ∗s∞(ϑ1)f
′(ϑ1) dϑ1,

L11(ζ1, τ1) =

= − 1

2πi

(χ1(ζ1, τ1) +G1(ζ1, τ1)
)

+

+ 2iν1e
iν1f(ζ1)

ζ1∫
+∞

e−iν1f(ϑ1)×

×
(
χ1(ϑ1, τ1) +G1(ϑ1, τ1)

)
f ′(ϑ1) dϑ1

 ,
L1m(ζ1, τm) =

= − 1

2πi

( 1

ζ1 − τm
+Gm(ζ1, τm)

)
+

+ 2iν1e
iν1f(ζ1)

ζ1∫
+∞

e−iν1f(ϑ1)×

×
(

1

ϑ1 − τm
+Gm(ϑ1, τm)

)
f ′(ϑ1) dϑ1


(m = 2, 3) ,

σs2(ζ2) =

= mW ∗s∞(ζ2)− iν2 (m− 1) e−iν2f(ζ2)×

×
ζ2∫

+∞

eiν2f(ϑ2)W ∗s∞(ϑ2)f
′(ϑ2) dϑ2,

L21(ζ2, τ1) =

=
1

2πi

m( 1

ζ2 − τ1
+G1(ζ2, τ1)

)
−

− iν2 (m− 1) e−iν2f(ζ2)
ζ2∫

+∞

eiν2f(ϑ2)×

×
(
χ1(ϑ2, τ1) +G1(ϑ2, τ1)

)
f ′(ϑ2) dϑ2+

+ iν2 (m+ 1) eiν2f(ζ2)
ζ2∫

+∞

e−iν2f(ϑ2)×

× f ′(τ1)

f(ϑ2)− f(τ1)
f ′(ϑ2) dϑ2

 ,

L22(ζ2, τ2) =

=
1

2πi

m(χ2(ζ2, τ2) +G2(ζ2, τ2)
)
−

− iν2 (m− 1) e−iν2f(ζ2)
ζ2∫

+∞

eiν2f(ϑ2)×

×
(
χ2(ϑ2, τ2) +G2(ϑ2, τ2)

)
f ′(ϑ2) dϑ2

 ,

L23(ζ2, τ3) =

=
1

2πi

m( 1

ζ2 − τ3
+G3(ζ2, τ3)

)
−

− iν2 (m− 1) e−iν2f(ζ2)
ζ2∫

+∞

eiν2f(ϑ2)×

×
(

1

ϑ2 − τ3
+G3(ϑ2, τ3)

)
f ′(ϑ2) dϑ2

 ,
σ13(ζ3) = −W ∗1∞(ζ3),

σ23(ζ3) = W ∗2∞1(ζ3)−W ∗2∞2(ζ3),

L3n(ζ3, τn) = − 1

2πi

[
1

ζ3 − τn
+Gn(ζ3, τn)

]
(n = 1, 2) ,
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Рис. 2. Зависимость cy(Fr) при Fr < Fr∗1,
h1/L = 1, h2/L = 0, 5, h3/L = −0, 7,

α = {1◦, 2◦} (кривые 1, 2 ).
Штриховыми кривыми изображены
результаты расчетов для однослойной

жидкости (ρ1 = ρ2)
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Рис. 3. Зависимость cy(Fr) при
Fr∗1 < Fr < Fr∗2. Параметры и обозначения
рис. 2. Маркерами отмечены результаты
расчетов для однослойной жидкости

(ρ1 = ρ2)

L33(ζ3, τ3) = − 1

2πi

[
χ3(ζ3, τ3) +G3(ζ3, τ3)

]
,

W ∗1∞(ζ) = −
(
Kζ +K/ζ

)
+ f(ζ),

W ∗2∞(ζ) = W ∗2∞1(ζ) +W ∗2∞2(ζ),

W ∗2∞1(ζ) = − 1

2πi
ln (ζ − ζγ) ,

W ∗2∞2(ζ) =
1

2πi
ln
(
ζ − 1/ζγ

)
,

K = f ′ζ(∞), ζγ = f−1(zγ),

zγ — точка, лежащая в области y < h3,
Tk =

{
ζ
∣∣ ζ = f−1(x+ ihk)

}
— образы

невозмущенных границ раздела сред в
параметрической плоскости ζ. Комплекс-
ный потенциал циркуляционного обте-
кания профиля безграничным потоком
W2∞(z) = W2∞ [f(ζ)] = W ∗2∞(ζ) удовлетво-
ряет условиям (1.3), (1.8), (1.9), этим же
условиям удовлетворяет и вся сумма (2.1)
(s = 2).

Значение циркуляции γ находится из по-
стулата Жуковского–Чаплыгина о конечно-
сти скорости на острой кромке профиля [2]

γ =

2π Im
(
−K +K/ζ2B

)
+ Re

3∑
k=1

J1k(ζB)

Re

(
1

ζB−1/ζγ
− 1

ζB−ζγ −
3∑

k=1

J2k(ζB)

) ,

где

Jsk(ζB) =

∫
Tk

[
1

(ζB − τ)2
+

+
1

τ2 (ζB − 1/τ)2

]
µsk(τ) dτ.

3. Результаты расчетов

Для решения полученных систем линей-
ных интегральных уравнений Фредгольма
второго рода (2.6) (s = 1) применяется метод
последовательных приближений [3]. В каче-
стве нулевого приближения выбирается ре-
шение уравнения (2.6) (s = 1; k = 2) при
µ11 ≡ 0 и µ13 ≡ 0, которое дает решение зада-
чи обтекания профиля под границей раздела
слоев жидкости разной плотности. Получен-
ное значение µ12 подставляется в уравнение
(2.6) (s = 1; k = 1), которое при µ13 ≡ 0 ре-
шается относительно µ11. Значение µ13 опре-
деляется из (2.6) (s = 1; k = 3) при найден-
ных µ11 и µ12. Определенные на данном шаге
µ11 и µ13 вновь подставляются в (2.6) (s = 1;
k = 2). Итерационный процесс выполняет-
ся до достижения заданного порядка точно-
сти. Аналогичным образом решается система
(2.6) (s = 2).

По найденным значениям плотностей
определяется комплексный потенциал возму-
щенного течения (1.7) и по формуле Чаплы-
гина [2] вычисляется волновое сопротивление
X и подъемная сила Y профиля C

X − iY =
iρ2U

2
2

2

∮
Cζ

1

f ′(ζ)

[
dW2(ζ)

dζ

]2
dζ−

− iρ2U2
2γ.

Коэффициент давления определяется фор-
мулой

cp = 1−
∣∣∣∣ 1

f ′(ζ)

dW2(ζ)

dζ

∣∣∣∣2 .
Для расчета гидродинамических харак-

теристик потока разработана программа, те-
стирование которой проведено на известных
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a

b

Рис. 4. Линии тока при α = 2◦, h1/L = 0, 97,
h2/L = 0,37, h3/L = −0,63, Fr = {0,062; 0,63}

(варианты a, b). Штриховой кривой
изображена граница раздела жидкостей
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Рис. 5. Распределение давления по
профилю. Кривые 1 соответствуют

параметрам рис. 4a, кривые 2 — рис. 4b.
Сплошные кривые отвечают верхней

поверхности профиля, штриховые — нижней

решениях задач обтекания тел разных форм
весомой жидкостью с различным количе-
ством границ раздела [3–5].

Результаты расчетов, выполненных для
профиля NACA 66mod в случае одинаковых
скоростей слоев U = U1 = U2 и отношения
плотностей ρ1/ρ2 = 0, 97, представлены на
рис. 2–5. Конформное отображение внешно-
сти круга на внешность профиля осуществ-
лялось методом, представленным в [6].

В задачах о течении двухслойной жид-
кости со свободной поверхностью и не огра-
ниченной снизу на границах раздела су-
ществует два типа волн [7]. Аналогичный
факт имеет место и при наличии дна.
Волны первого типа при малой разни-
це плотностей жидкостей получают значи-
тельное развитие на границе раздела жид-
костей и появляются только при числах
Фруда Fr < Fr∗1, где Fr = U/

√
gL, а

Fr∗1 = Fr∗1 (ρ1/ρ2, H1/L,H2/L) — критиче-
ское значение числа Фруда. Волны второ-
го типа, как и для не ограниченного сни-
зу потока, дают значительные амплитуды на
свободной поверхности. Однако для канала
они имеют место только при числах Фру-
да, меньших второго критического значения
Fr∗2 = Fr∗2 (ρ1/ρ2, H1/L,H2/L). При малой
разнице плотностей жидкостей Fr∗2 близко к
известному результату для однородного по-
тока Fr =

√
H/L, где H = H1 +H2. Заметим,

что проведение расчетов вблизи критических
чисел Фруда с достаточной точностью тре-
бует большого количества времени, поэтому
результаты расчетов приведены с некоторым
отступлением от Fr∗1 и Fr∗2.

На рис. 2, 3 приведены результаты
исследования влияния угла атаки профи-
ля α на коэффициент подъемной силы
cy = 2Y/

(
ρ2U

2
2L
)
при неизменной геометрии

канала — h1/L = 1, h2/L = 0,5, h3/L = −0,7.
Углам атаки α = {1◦, 2◦} соответствуют кри-
вые 1, 2. При увеличении α наблюдается уве-
личение cy для всех рассматриваемых чисел
Фруда. Штриховыми кривыми на рис. 2 и
маркерами на рис. 3 представлены характе-
ристики для задачи обтекания профиля од-
нородным потоком (ρ1 = ρ2), ограниченным
свободной поверхностью и твердым дном.
Как видно из рис. 3, при Fr∗1 < Fr < Fr∗2, ко-
гда имеет место только поверхностная волна,
влияние границы раздела жидкостей стано-
вится незначительным.

На рис. 4 продемонстрированы приме-
ры расчета линий тока течения и гра-
ниц раздела жидкостей при α = 2◦,
h1/L = 0, 97, h2/L = 0, 37, h3/L = −0, 63,
Fr = {0,062; 0,63}. На рис. 4a при Fr < Fr∗1
отчетливо видна волна на границе разде-
ла сред, свободная поверхность при этом
остается фактически не возмущенной — яв-
ление «мертвой воды». На рис. 4b при
Fr∗1 < Fr < Fr∗2 наблюдаются волна на свобод-
ной поверхности и ее отсутствие на границе
раздела жидкостей. При Fr > Fr∗2, как по-
казывают расчеты, периодические волны на
границах не образуются.

На рис. 5 приведено распределение коэф-
фициента давления cp по профилю в зависи-
мости от расстояния x∗, отсчитываемого по
хорде профиля от ее центра. Кривые 1 со-
ответствуют параметрам обтекания рис. 4a,
кривые 2 — рис. 4b. Сплошные кривые отве-
чают верхней поверхности профиля, штрихо-
вые — нижней.
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