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The effective method of the construction of matrix-symbols of integral equations kernels
in dynamic problems of thermoelectroelastics for multilayered mediums, in the presence of
non-homogeneities of various types, is stated.
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Использование во многих отраслях на-
уки и техники устройств, функционирую-
щих на основе взаимодействия физических
полей (механических, температурных, элек-
трических), а также развитие новых техно-
логий производства искусственных материа-
лов, обладающих хорошо выраженными пье-
зоэлектрическими или пироэлектрическими
свойствами, обуславливают актуальность ис-
следований, посвященных изучению законо-
мерностей проявления эффектов связанно-
сти физических полей в деформируемых сре-
дах. К числу важных проблем, возникаю-
щих при проектировании преобразователей
различного типа, относятся определение вол-
новодных свойств материалов и конструк-
ций, а также обеспечение их механической
и электрической прочности. Важной состав-
ной частью в решении этих проблем яв-
ляется сведение дифференциальных уравне-
ний с частными производными термоэлек-
троупругости со смешанными граничными
условиями к системам интегральных урав-
нений (СИУ), которые строятся на осно-
ве функционально-матричных соотношений

между расширенными векторами перемеще-
ний и напряжений. В работе предлагается
универсальный метод построения указанных
соотношений для слоистых термоэлектро-
упругих сред, позволяющий учитывать нали-
чие внутренних неоднородностей (дефектов)
различного типа при произвольном их коли-
честве и сочетании.

Постановка задачи. Рассмотрим гар-
монические с частотой ω колебания пакета
N термоэлектроупругих слоев(
− 2

N∑
k=1

hk = −H 6 x3 6 0,

−∞ < x1, x2 < +∞

)
,

нижняя грань которого жестко сцепле-
на с недеформируемым основанием, под-
держивается при постоянной температу-
ре, металлизирована и закорочена. Поверх-
ность среды в области Ω0 подвергается
механическому, тепловому и электрическо-
му воздействию, характеристики которого
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могут быть заданными, либо определять-
ся из решения контактной задачи. На гра-
ницах смены физико-механических свойств
слоев имеются дефекты разных типов —
включения, занимающие области Ωkp, и
трещины, плоской в плане формы Ω̃km,
p = 1, 2, . . . , Pk, m = 1, 2, . . . ,Mk; Pk и Mk —
количество включений и трещин соответ-
ственно, расположенных в одной плоскости
(k = 1, 2, . . . , N−1). В областях Ωkp задаются
векторы перемещений, потенциал электриче-
ского поля и температура (прирост темпе-
ратуры от естественного состояния), равные
на верхней и нижней границах включения. В
областях Ω̃km задаются механические напря-
жения, нормальные составляющие векторов
электрической индукции и теплового пото-
ка, которые принимаются равными на обоих
берегах трещины. Среди множеств Ωkp, Ω̃km

могут быть и пустые. Везде далее рассмат-
риваются амплитудные значения заданных и
искомых функций без учета временного мно-
жителя e− iωt.

Физико-механические свойства среды
описываются компонентами тензоров упру-
гих постоянных cE,θijkl, пьезомодулей eθkij , ди-
электрических проницаемостей εs,θij , коэф-
фициентов теплопроводности kij , а также
температурными коэффициентами механи-
ческих напряжений λEij , пироэлектрическими
коэффициентами psi и плотностью материа-
ла ρ. Верхние индексы E, θ, s указывают, что
соответствующие величины измерены при
постоянном электрическом и температурном
поле, а также при постоянном уровне де-
формаций; в дальнейшем индексы опущены.
Система уравнений термоэлектроупругости
при отсутствии объемных сил и внутренних
источников тепла представима в форме

cijkl
∂2wk
∂xl∂xj

+ekij
∂2ϕ

∂xk∂xj
+ρω2wi−λij

∂θ

∂xj
= 0,

eikl
∂2wk
∂xl∂xi

− εik
∂2ϕ

∂xk∂xi
+ pi

∂θ

∂xi
= 0, (1)

kij
∂2θ

∂xi∂xj
+iωT0

(
λij

∂wi
∂xj
− pi

∂ϕ

∂xi
+ α∗θ

)
= 0,

i, j, k, l = 1, 2, 3.

Здесь wi (x1, x2, x3) — компоненты векто-
ра перемещений, ϕ (x1, x2, x3) — электриче-
ский потенциал, θ (x1, x2, x3) — относитель-
ная температура точек среды с координата-
ми (x1, x2, x3). Причем, θ = T − T0, T и T0 —

абсолютная и начальная температура, α∗ —
коэффициент, который определяется терми-
ческими и физическими характеристиками
среды.

Для компактной записи граничных усло-
вий введем в рассмотрение расширенный
вектор напряжений, компонентами которо-
го являются горизонтальные (t1, t2) и верти-
кальная (t3) компоненты вектора механиче-
ских усилий, нормальные составляющие век-
тора электрической индукции (t4) и векто-
ра теплового потока (t5). Примем следующие
обозначения для расширенного вектора на-
пряжений:

– в произвольной точке среды

t (x, y, z) = {σ13, σ23, σ33, d3, g3} =

= {t1, t2, t3, t4, t5} ,

– на верхней грани

t0(x, y) = t|z=0 = {t10, t20, t30, t40, t50} ,

– в плоскостях раздела слоев z = z̃k = −2
k∑

n=1
hn

t+k (x, y) = t|z=z̃k+0 =

=
{

(t1)
+
k , (t2)

+
k , (t3)

+
k , (t4)

+
k , (t5)

+
k

}
,

t−k (x, y) = t|z=z̃k−0 =

=
{

(t1)
−
k , (t2)

−
k , (t3)

−
k , (t4)

−
k , (t5)

−
k

}
.

Аналогично компонентами расширенного
вектора перемещений примем горизонталь-
ные (w1, w2) и вертикальную (w3) составля-
ющие вектора механических перемещений, а
также потенциал электрического поля (w4)
и температуру (w5):

w (x, y, z) = {w1, w2, w3, ϕ, θ} =

= {w1, w2, w3, w4, w5} ,

w0 (x, y) = w|z=0 = {w10, w20, w30, w40, w50},

w+
k = w|z=z̃k+0 =

=
{

(w1)
+
k , (w2)

+
k , (w3)

+
k , (w4)

+
k , (w5)

+
k

}
,

w−k = w|z=z̃k−0 =

=
{

(w1)
−
k , (w2)

−
k , (w3)

−
k , (w4)

−
k , (w5)

−
k

}
.
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В этих обозначениях смешанные граничные
условия на поверхности среды и на границах
раздела слоев примут вид{

w (x, y, z) |z=0 = w0 (x, y) , (x, y) ∈ Ω0,

t0 (x, y) = 0, (x, y) /∈ Ω0,
(2)

{
w = w0

kp, (x, y) ∈ Ωkp,

∆tkp = 0, (x, y) /∈ Ωkp,{
t = t0km, (x, y) ∈ Ω̃km,

∆wkm = 0, (x, y) /∈ Ω̃km,

(3)

условия на нижней грани пакета слоёв

w (x, y,−H) = 0, −∞ < x, y < +∞. (4)

Здесь w0, w0
kp = w+

kp = w−kp, t0km = t+km =

= t−km — векторы, заданные соответственно
в Ω0, Ωkp и Ω̃km; ∆tkp — скачок расширен-
ного вектора напряжений при переходе че-
рез включение, ∆wkm — скачок расширен-
ного вектора перемещений на берегах тре-
щины, p = 1, 2, . . . , Pk, m = 1, 2, . . . ,Mk,
k = 1, 2, . . . , N − 1.

∆tkp (x, y) =

{
t+kp − t−kp, (x, y) ∈ Ωkp,

0, (x, y) /∈ Ωkp,

∆wkm (x, y) =

{
w+
km −w−km, (x, y) ∈ Ω̃km,

0, (x, y) /∈ Ω̃km.

Дифференциальные уравнения движения (1)
с граничными условиями (2)–(4) приводят-
ся к системе интегральных уравнений пер-
вого рода относительно расширенного век-
тора контактных напряжений t0, имеюще-
го носитель Ω0, скачков ∆tkp, ∆wkm расши-
ренных векторов напряжений и перемещений
на границах включений и трещин с носи-
телями Ωkp, Ω̃km. Для построения СИУ на
первом этапе методом интегральных преоб-
разований решаются вспомогательные кра-
евые задачи с граничными условиями, по-
лучающимися из смешанных путем допуще-
ния, что указанные векторы известны в обла-
стях своего определения. В силу линейности
дифференциальных операторов, формирую-
щих уравнения движения и краевые усло-
вия задачи, ее решение представимо в виде
суперпозиции решений вспомогательных за-
дач о колебаниях многослойной термоэлек-
троупругой среды, источником которых яв-
ляются: поверхностный объект (задача 1 ),

совокупность включений (задача 2 ) или тре-
щин (задача 3 ).

Функционально-матричные соотноше-
ния, вытекающие из решения этих задач,
связывающие в трансформантах Фурье рас-
ширенные векторы напряжений и перемеще-
ний произвольной точки среды с заданными
поверхностными усилиями и скачками век-
торов напряжений, перемещений определя-
ют блочную матрицу-символ Грина краевой
задачи.

Построение функционально-мат-
ричных соотношений. Введем локальную
систему координат для каждого слоя

xk = x, yk = y, zk = z + 2
k−1∑
m=1

hm + hk,

−hk 6 zk 6 hk, k = 1, 2, . . . , N.

При решении вспомогательных задач к урав-
нениям движения (1) и граничным усло-
виям, описывающим расширенные векто-
ры перемещения wk (x, y, zk) и напряжения
tk (x, y, zk), применяется интегральное преоб-
разование Фурье по пространственным коор-
динатам x, y с параметрами α, β

F (α, β) =

∞∫
−∞

∞∫
−∞

f (x, y) ei(αx+βy) dx dy,

f (x, y) =
1

4π2

∞∫
−∞

∞∫
−∞

F (α, β) e−i(αx+βy) dα dβ.

Задача 1 . Колебания пакета термоэлек-
троупругих слоев при заданных на его по-
верхности векторе механической нагрузки и
нормальных составляющих векторов элек-
трической индукции и теплового потока.

Граничные условия задачи 1 в преобразо-
ваниях Фурье имеют вид

T1 (α, β, h1) = T0 (α, β) ,

Wk (α, β,−hk) = Wk+1 (α, β, hk+1) ,

Tk (α, β,−hk) = Tk+1 (α, β, hk+1) ,
(5)

k = 1, 2, . . . , N − 1;

WN (α, β,−hN ) = 0.

Метод построения функционально-матрич-
ных соотношений с учетом непрерывности
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расширенных векторов напряжений и пере-
мещений на границах раздела слоев (5), осно-
ванный на использовании специального ре-
шения для одного слоя, дается в [1]. При-
ведем вид указанных соотношений в плоско-
стях раздела слоев zk = hk

Tk = RkT0, (6)

Wk (hk) = KN−(k−1) (hk) R(k−1)T0,

k = 1, 2, . . . , N,

где R0 = I — единичная матрица, а матрицы
размерности 5×5

Rk = (−1)k
1∏
i=k

F−1N+1−i (hi) B+ (−hi),

Fk+1 (hN−k) = Fk+1 (hN−k, hN−k+1, . . . , hN ) ,

KN−k+1 (hk) = KN−k+1 (hk, hk+1, . . . , hN )

имеют элементы, зависящие от параметров
преобразования Фурье, частоты колебаний,
а также от геометрических, механических и
электрических параметров материала слоев,
полутолщины которых указаны в аргументе.
Структура и элементы матриц B± (zk) и ре-
куррентные формулы для вычисления вхо-
дящих в (6) матриц-функций Fk+1 (hN−k) и
KN−k+1 (hk) для различных типов сред да-
ны в [1–3]. Все векторные величины здесь и
далее записаны в преобразованиях Фурье и
в локальных системах координат.

Для представления функционально-
матричных соотношений, соответствующих
задачам 2 и 3 в форме, удобной для прове-
дения дальнейшего анализа и допускающей
простую интерпретацию результатов, введем
специальные матрицы, характеризующие по-
ложение дефектов в среде. Для трещины,

расположенной в плоскости z = −2
p∑

k=1

hk,
вводится матрица

SNp = K−p (h1, h2, . . . , hp)−
−KN−p (hp+1, hp+2, . . . , hN ) ,

для включения в той же плоскости — матри-
ца

GNp =
[
K−p (h1, h2, . . . , hp)

]−1−
− [KN−p (hp+1, hp+2, . . . , hN )]−1 .

Здесь K−p — матрица Грина пакета p слоев
со свободной верхней гранью, KN−p — мат-
рица Грина пакета (N − p) слоев на жестком
основании.

Задача 2 . Колебания пакета термо-
электроупругих слоев, содержащего совокуп-
ность включений, расположенных в каждой
плоскости раздела слоев.

Предположим, что поверхность среды
является свободной от механических уси-
лий, непроводящей и теплоизолированной.
На нижней грани пакета слоёв по-прежнему
выполняются условия жёсткой заделки, ме-
таллизации и теплоизоляции.

В этом случае имеют место следующие
граничные условия, записанные в преобразо-
ваниях Фурье:

T0 = 0,

T+
k = T−k + ∆Tk, W+

k = W−
k ,

k = 1, 2, . . . , N − 1;

WN (α, β,−hN ) = 0.

При этом

∆Tk =

Pk∑
p=1

∆Tkp.

Предварительно рассмотрим случай, когда
колебания среды обусловлены вибрацией
границ только одного включения, располо-
женного в плоскости zp = −hp. Тогда на гра-
ницах раздела слоёв zk = −hk, k 6= p имеют
место непрерывные условия для расширен-
ных векторов перемещений и напряжений. В
плоскости расположения включения расши-
ренные векторы перемещения непрерывны, а
напряжения — терпят разрыв.

Произведем формальное разделение сло-
ев в плоскости zp = −hp, соответствующей
границе раздела p-го и (p+ 1)-го слоев, и вос-
пользуемся построенным решением задачи 1.

Очевидно

Wp (−hp) = K−p (h1, h2, . . . , hp) T+
p , (7)

Wp+1 (hp+1) =

= KN−p (hp+1, hp+2, . . . , hN ) T−p . (8)

Здесь K−p — матрица Грина пакета p слоев со
свободной верхней гранью, KN−p — матрица
Грина пакета (N − p) слоев на жестком осно-
вании. Рекуррентные формулы для опреде-
ления матриц K−p и KN−p приведены в [2,4].
Заметим, что элементы матрицы K−p зависят
только от параметров слоев, расположенных
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выше включения, а матрицы KN−p — толь-
ко от параметров слоев, расположенных ни-
же включения. Запишем в преобразованиях
Фурье граничные условия в плоскости рас-
положения дефекта

Wp (−hp) = Wp+1 (hp+1) ,

T+
p = T−p + ∆Tp.

(9)

Выражения, связывающие значения расши-
ренных векторов напряжений и перемещений
на границах включений со скачком напряже-
ний, получим из (7), (8) с учетом (9)

T+
p = −S−1NpKN−p∆Tp, T−p = −S−1NpK

−
p ∆Tp,

Wp+1 (hp+1) = G−1Np∆Tp.

Тогда значения расширенных векторов на-
пряжений и перемещений на остальных гра-
ницах раздела слоев будут определяться со-
отношеними

Tk = −R−kpS
−1
NpKN−p∆Tp, k < p,

T+
p = −S−1NpKN−p∆Tp,

T−p = −S−1NpK
−
p ∆Tp, k = p,

Tk = −RkpS
−1
NpK

−
p ∆Tp, k > p;

W1 (h1) = −B− (h1) R−1pS
−1
NpKN−p∆Tp,

Wk (hk) = −K−(k−1)R
−
(k−1)pS

−1
NpKN−p∆Tp,

2 6 k < p+ 1,

Wp+1 (hp+1) = G−1Np∆Tp, k = p+ 1,

Wk (hk) = −KN−k+1 (hk) R(k−1)pS
−1
NpK

−
p ∆Tp,

p+ 1 < k 6 N − 1.

Здесь матрицы Rkm и R−km даются формула-
ми

Rkm = (−1)(k−m)
m+1∏
i=k

F−1N+1−i (hi) B+ (−hi),

R−km =
m∏

i=k+1

Φ−1i (h1, h2, . . . , hi) B− (hi) .

Рекуррентная процедура вычисления мат-
риц

K−m (h1, h2, . . . , hm) ,

KN−m (hm+1, hm+2, . . . , hN ) ,

Φm (h1, h2, . . . , hm) ,

FN−m (hm+1, hm+2, . . . , hN )

приведена в [2,4]. Вспомогательные матрицы
B± даются в [1].

Взяв суперпозицию решений вспомога-
тельной задачи для всех p = 1, 2, . . . , N − 1,
запишем выражения для расширенных век-
торов напряжений и перемещений на грани-
цах раздела слоев в следующей форме:

T = L∆T, U = V∆T, (10)

где
T = {T1,T2, . . .TN−1} ,

U = {W2 (h2) ,W3 (h3) , . . . ,WN (hN )}
∆T = {∆T1,∆T2, . . . ,∆TN−1}

— многомерные векторы, L = ‖Lij‖N−1i,j=1,
V = ‖Vij‖N−1i,j=1 — блочные матрицы,
элементы-матрицы которых вычисляются по
формулам

Lij =


− S−1NiKN−i, i = j

−R−ijS
−1
NjKN−j , i < j

−RijS
−1
NjK

−
j , i > j;

Vij =


G−1Ni, i = j

−K−i R−ijS
−1
NjKN−j , i < j

−KN−iRijS
−1
NjK

−
j , i > j.

(11)

В качестве компонент вектора T в (10) при-
няты расширенные векторы напряжений T+

k
и знак «+» в верхнем индексе опущен.

Матрицы Lij , Vij определяют соответ-
ственно значения расширенных векторов
напряжения и перемещения в плоскости
zi = −hi, вызванных скачками механиче-
ских напряжений и нормальных составляю-
щих векторов электрической индукции и теп-
лового потока на включении, расположенном
в плоскости zj = −hj . Приведем дополни-
тельно соотношения для определения расши-
ренных векторов перемещений точек поверх-
ности среды и напряжений на нижней грани
пакета

W1 (h1) = −B− (h1)
N−1∑
k=1

R−1kS
−1
NkKN−k∆Tk,

TN = −
N−1∑
k=1

RNkS
−1
NkK

−
k ∆Tk.

Введя многомерные векторы

W = {W1 (h1) ,W2 (h2) , . . . ,WN (hN )} ,
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Q = {T0,∆T1,∆T2, . . . ,∆TN−1} ,

и используя суперпозицию решений задач 1
и 2, получим функционально-матричные со-
отношения задачи о колебании термоэлекто-
упругой среды при наличии жесткого штам-
па на ее поверхности и системы внутренних
включений. В частности, на поверхности сре-
ды и в плоскостях расположения включений
выполняется равенство

KQ = W, (12)

применение к которому процедуры обраще-
ния преобразования Фурье дает систему ин-
тегральных уравнений относительно компо-
нент вектора Q, имеющих носитель в обла-
стях Ω0,Ω1,Ω2, . . . ,ΩN−1 соответственно [3,
5]. Заметим, что матрица-символ ядра СИУ
K в (12) является блочной, ее размерность

равна
(

1 +
N−1∑
k=1

Pk

)
.

Элементами K = ‖Kkm‖Nk,m=1 являются
матрицы-функции размерности 5× 5

Kk1 = KN−(k−1) (hk) R(k−1), (13)

k = 1, 2, . . . , N,

K1m = −B− (h1) R−1(m−1)S
−1
N(m−1)KN−m+1,

m = 2, 3, . . . , N,

Kkm = V(k−1)(m−1), k,m = 2, 3, . . . , N.

Задача 3. Колебания пакета термоэлек-
троупругих слоев, в каждой плоскости раз-
дела которых имеется совокупность трещин.

Запишем граничные условия задачи в
предположении, что непроводящая и тепло-
изолированная поверхность среды свободна
от механических усилий. Условия на нижней
грани соответствуют исходной задаче.

T0 = 0,

T+
k = T−k , W+

k = W−
k + ∆Wk,

k = 1, 2, . . . , N − 1;

WN (α, β,−hN ) = 0.

В этом случае функционально-матричные
соотношения строятся в порядке, описанном
в задаче 2, и имеют вид

T = D∆W, U = M∆W,

∆W = {∆W1,∆W2, . . . ,∆WN−1} ,

Dij =


S−1Ni, i = j,

R−ijS
−1
Nj , i < j,

RijS
−1
Nj , i > j;

Mij =

{
K−i R−ijS

−1
Nj , i < j

KN−iRijS
−1
Nj , i > j.

(14)

Взяв суперпозицию решений задач 1–3,
приходим к функционально-матричным со-
отношениям исходной задачи. Полученные
представления позволяют исследовать ди-
намику различных моделей термоэлектро-
упругих сред и их частных случаев. Осу-
ществив предельный переход в (6), (11)
и (14) при hN → ∞ с предваритель-
ной заменой локальной системы координат
zN = z∗N +hN , получим матрицу-символ Гри-
на и функционально-матричные соотноше-
ния для слоистого полупространства с неод-
нородностями. Если далее сделать замену
z1 = z∗1 − h1 и устремить толщину верх-
него слоя к бесконечности, то будем иметь
матрицу-символ Грина и функционально-
матричные соотношения для слоистого про-
странства, содержащего систему неоднород-
ностей.

Использование (6), (11) и (14) для постро-
ения матриц-символов ядер СИУ на примере
ряда динамических задач рассматриваемого
класса для упругих изотропных, термоупру-
гих и электроупругих слоистых сред приве-
дено в [8–11].
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