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КРАЕВАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ ПЛОТНОСТИ ТОКА В ОБЛАСТИ
ПРОСТРАНСТВЕННОГО ЗАРЯДА
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BOUNDARY PROBLEM FOR CURRENT DENSITY IN THE SPACE CHARGE AREA
Urtenov K.M., Kovalenko A.V., Chubyr N.O., Khromyh A.A.

In this work we formulated automodelling decision for marginal task for current density
in the sphere of space charge. Method of subsequent approximations for numeric calculation
is offered, specific characteristic of this method is reduction of the equation for current
approximation to the canonical structure, based on previous approximation.
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Ряд задач нанотехнологий, например,
моделирование электрофореза, мембранной
электрохимии (моделирование тепломассопе-
реноса в камере обессоливания электродиа-
лизного аппарата) приводят к краевым за-
дачам для системы двумерных уравнений
Нернста–Планка и Пуассона, исследованию,
которых посвящено много работ [1–3]. Од-
нако авторы этих работ в основном огра-
ничиваются исследованием либо одномерных
уравнений Нернста–Планка и Пуассона, ли-
бо уравнений Нернста–Планка совместно с
условием электронейтральности. Объясняет-
ся это главным образом математическими
трудностями исследования процессов тепло-
массообмена в области пространственного
заряда. В данной работе предлагаются эф-
фективные математические методы исследо-
вания этих процессов.

1. Постановка задачи

В [4] выведено новое уравнение для функ-
ции η (x, y), определены плотность тока в об-
ласти пространственного заряда, и соответ-
ствующие краевые условия. В области про-
странственного заряда, примыкающей к ка-

тионообменной мембране в камере обессо-
ливания электродиализатора, это уравнение
для стационарного гальваностатического ре-
жима в безразмерных переменных является
квазилинейным дифференциальным уравне-
нием в частных производных параболическо-
го типа и имеет вид

η2yηxx − 2ηxηyηxy + η2xηyy =

= − 1

2S
(Sxηx + Syηy)(η

2
x + η2y), (1.1)

где S(x, y) — заданная функция, а η(x, y) —
искомая, причем ηy = −I1, ηx = I2, и век-
тор I = (I1, I2) описывает плотность тока,
x ∈ (0, xp), y ∈ (0, L).

Ось ординат x = 0 соответствует меж-
фазной границе раствор / катионообменная
мембрана, x = xp соответствует условной
границе пространственного заряда (в общем
случае xp = xp(y)).

Граничные условия на входе (y = 0) и
выходе (y = L) камеры обессоливания мо-
гут быть различными, например, могут за-
даваться значения функции

η(x, y) |y=0 = ηn(x), η(x, y) |y=L = ηk(x).
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При гальваностатическом режиме ток, про-
текающий через любое сечение камеры обес-
соливания, является постоянным, т. е. для
любого x

icp =
1

L

L∫
0

I1(x, y)dy = const,

откуда следует, что

η|y=0 = 0, η|y=L = −icpL, (1.2)

где icp — средний ток.
В зависимости от целей исследования

можно использовать различные граничные
условия при x = 0 и x = xp, например,

η(x, y) |x=0 = η0(y), η(x, y)
∣∣
x=xp = ηp(y).

Можно также принять условие перпен-
дикулярности плотности тока к поверхности
мембраны при x = 0 и в области электро-
нейтральности, которая начинается с x = xp,
что приводит к условиям

∂η

∂x

∣∣∣∣
x=0

= 0,
∂η

∂x

∣∣∣∣
x=xp

= 0. (1.3)

Возможны комбинации приведенных усло-
вий.

2. Автомодельные решения

Будем искать автомодельное решение в
виде η = u(ξ), где ξ(x, y) — некоторая функ-
ция.

Введем обозначения

L(η) = η2yηxx − 2ηxηyηxy + η2xηyy,

P (S, η) = − 1

2S
(gradS, grad η) ‖grad η‖2 ,

тогда

L(η) = L (u(ξ)) = u′3L(ξ),

P
(
S, u(ξ(x, y))

)
=

= −u
′3

2S
(gradS, grad ξ) ‖grad ξ‖2 .

Таким образом, уравнение (1.1) для ξ для лю-
бой функции u ∈ C2 можно записать в виде

L(ξ) = P (s, ξ).

Действительно, L (u(ξ)) = u′3L(ξ),
P (S, u(ξ)) = u′3P (S, ξ). Следовательно
u′3L(ξ) = u′3P (S, ξ). Если u′ 6= 0, то
L(ξ) = P (S, ξ) для любой u ∈ C2.

Построим автомодельное решение, пред-
полагая, что заданная функция S(x, y) — ли-
нейная, т. е. S(x, y) = Ax+By + C.

Положим ξ(x, y) = Bx−Ay+C. Так как,
(gradS, grad ξ) = 0, то P (S, ξ) = 0.

Из линейности функции ξ(x, y) следует,
что L(ξ) = 0. Таким образом, ξ(x, y) яв-
ляется решением уравнения L(ξ) = P (S, ξ).
Следовательно, для любой u ∈ C2 функция
η(x, y) = u (Bx−Ay + C) является решени-
ем уравнения L(η) = P (S, η).

Выбирая вид функции u (ξ) можно по-
лучить различные решения уравнения (1.1).
Полученные автомодельные решения можно
использовать для тестовых расчетов, а также
в качестве начальных приближений в методе
последовательных приближений.

Пусть функция S(x, y) имеет вид:
S(x, y) = icpx+ α0y + γ,

где α0 < 0 и γ — произвольно малые чис-
ла. Возьмем в качестве η(x, y) линейную
функцию η(x, y) = α0x − icpy. Эта функция
приближенно удовлетворяет всем граничным
условиям для η(x, y)

η(x, y) |y=0 = α0x ≈ 0,

η(x, y) |y=L = α0x− icpL ≈ −icpL,
ηx(x, y) |x=0 = α0 ≈ 0,

ηx(x, y)
∣∣
x=xp = α0 ≈ 0.

Так как (gradS, grad η) = icpα0 − α0icp = 0,
предложенная функция η(x, y) является при-
ближенным решением краевой задачи (1.1)–
(1.3).

3. Метод последовательных
приближений

Для численного решения краевой задачи
предлагается использовать метод последова-
тельных приближений.

Пусть η(0) (x, y) — некоторое начальное
приближение и уже построены приближения
порядка 1, 2, . . . , k. Определим k + 1 прибли-
жение, как решение уравнения(

η(k)y

)2
ηxx − 2η(k)x η(k)y ηxy +

(
η(k)x

)2
ηyy =

= − 1

2S
(Sxη

(k)
x + Syη

(k)
y )×

×
(

(η(k)x )2 + (η(k)y )2
)
, (3.1)
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с соответствующими граничными условия-
ми. Представим

Lk(η) =
(
η(k)y

)2
ηxx − 2η(k)x η(k)y ηxy+(

η(k)x

)2
ηyy = akηxx − 2bkηxy + ckηyy.

Операторы Lk (η) являются параболически-
ми дифференциальными операторами второ-
го порядка для любого k, так как

akck − b2k =
(
η(k)y

)2 (
η(k)x

)2
−
(
η(k)x η(k)y

)2
= 0.

Введем замену переменных

η (x, y) = V (θ, ξ) ,

ξ = η(k) (x, y) ,

θ = x,

(3.2)

Такая замена приводит оператор Lk (V )
к каноническому виду, т. е. замена перемен-
ных с использованием предыдущего прибли-
жения η(k)(x, y) приводит уравнение для сле-
дующего приближения η(k+1)(x, y) к кано-
ническому виду. Таким образом, уравнение
(3.1) в новых переменных (3.2) примет вид(

η(k)y

)2
Vθθ + Lk

(
η(k)

)
Vξ = fk, (3.3)

где

fk =

= − 1

2S̄

[
S̄ξ

((
η(k)x

)2
+
(
η(k)y

)2)
+ S̄θη

(k)
x

]
×

×
((

η(k)x

)2
+
(
η(k)y

)2)
.

S(x, y) = S̄(θ, ξ).

К этому уравнению нужно добавить соответ-
ствующие краевые условия.

Численное решение краевой задачи для
уравнения (3.3) не вызывает затруднений, а
ее точное решение даже для первого прибли-
жения возможно для частных случаев функ-
ции S(x, y), а также при специальном выборе
начального приближения η(0) (x, y).

Рассчитаем первое приближение
η(1) (x, y), выбрав в качестве η(0) (x, y) линей-
ную функцию, приближенно удовлетворяю-
щую краевым условиям η(0) (x, y) = α0x−icpy,
где α0, как и прежде, достаточно малое от-
рицательное число, однако здесь в отличие

от предыдущего пункта функция S(x, y) не
предполагается линейной, а следовательно
η(0) (x, y) не будет автомодельным решени-
ем.

Заметим, что замена переменных ξ =
= η(0) (x, y) = α0x − icpy, θ = x, невырож-
денная для любого α0.

В силу линейности η(0)(x, y)

L0
(
η(0)
)

= 0.

Тогда уравнение (3.3) примет вид

i2cpVθθ = −
(
α2
0 + i2cp

)
2S̄

(
(α2

0 + i2cp)S̄ξ + S̄θα0

)
.

Дважды интегрируя его по θ получим

V (θ, ξ) = W (θ, ξ) + C1(ξ)θ + C2(ξ),

где C1(ξ) и C2(ξ) произвольные функции,
подлежащие определению с использованием
краевых условий,

W= −
(
α2
0 + i2cp

)2
2i2cp

θ∫
0

(θ − τ)S̄ξ(τ, ξ)dτ

S̄(τ, ξ)
−

−
α0(α

2
0 + i2cp)

2i2cp

θ∫
0

ln S̄(τ, ξ)dτ.

Возвращаясь к старым переменным, имеем

η(x, y) = V (x, α0x− icpy) =

= W (x, α0x− icpy)+

+ C1(α0x− icpy)x+ C2(α0x− icpy).

Воспользуемся условиями (1.2) для опреде-
ления C1 и C2. Из условия η|y=0 = 0 следует

C1(α0x)x+ C2(α0x) = −W (x, α0x)

или

C1(u)
u

α0
+ C2(u) = −W

(
u

α0
, u

)
. (3.4)

Из условия η|y=L = −icpL

C1(α0x− icpL)x+ C2(α0x− icpL) =

= −W (x, α0x− icpL)

или

C1(u)

(
u

α0
+
icpL

α0

)
+ C2(u) =

= −W
(
u

α0
+
icp
α0
, u

)
. (3.5)
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Решая совместно уравнения (3.4), (3.5) полу-
чим

C1(u) =
α0

icp

(
W

(
u

α0
, u

)
−

−W
(
u

α0
+
icp
α0
, u

))
,

C2(u) =
u

icp
W

(
u

α0
+
icp
α0
, u

)
−

−
(

1 +
u

icp

)
W

(
u

α0
, u

)
.

Таким образом

η(x, y) = V (x, α0x− icpy) =

= W (x, α0x− icpy)+

α0

icp

(
W

(
α0x− icpy

α0
, α0x− icpy

)
−

−W
(
α0x− icpy

α0
+
icp
α0
, α0x− icpy

))
x+

+
α0x− icpy

icp
×

×W
(
α0x− icpy

α0
+
icp
α0
, α0x− icpy

)
−

−
(

1 +
α0x− icpy

icp

)
×

×W
(
α0x− icpy

α0
, α0x− icpy

)
.

Ввиду громоздкости этой формулы возника-
ет необходимость нахождения более просто-
го аналитического приближенного решения.
Функцию V (x, y) можно упростить с учетом
того, что α0 — мало по сравнению с icp. По-
ложив α2

0 + i2cp ≈ i2cp, функцию V (x, y) можно
представить

V = −
i2cp
2

θ∫
0

(θ − τ)S̄ξ(τ, ξ)dτ

S̄(τ, ξ)
−

−α0

2

θ∫
0

ln S̄(τ, ξ)dτ + C1(ξ)θ + C2(ξ).

Для дальнейших упрощений необходимо
аппроксимировать функцию S(x, y) просты-
ми функциями.

Исследование области пространственно-
го заряда вблизи анионообменной мембраны
проводится аналогично с очевидными изме-
нениями.

Построенные выше автомодельное реше-
ние и метод последовательных приближе-
ний позволяют эффективно находить точные
и приближенные численные и аналитиче-
ские решения для плотности тока в области
пространственного заряда, что дает возмож-
ность построения и исследования двумер-
ных математических моделей процесса теп-
ломассопереноса, описываемых уравнениями
Нернста–Планка и Пуассона, например, про-
цесса тепломассопереноса в канале обессоли-
вания электродиализного аппарата, электро-
фореза и т. д.
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