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The new formulas for the factorization of the meromorfic matrix-functions were received. This
formulas permits to solve the boundary problems for the system of the differential equations such as
for the separate equations.

Проблеме факторизации матриц-функ-
ций посвящен большой цикл исследований,
обзоры которых содержатся в работах [1–6].
В то же время формул их факторизации, по-
добных формулам факторизации функций, за
исключением частных случаев, построить не
удалось.

В настоящей работе построены формулы
факторизации достаточно широкого класса
мероморфных матриц-функций, часто встре-
чающихся в смешанных задачах, в теории
интегральных и дифференциальных уравне-
ний и их приложениях [7–10]. Потребность
в получении подобных формул продиктована
тем, что в случаях задач, где возникает про-
блема факторизации матриц-функций одно-
го комплексного переменного, имеется доста-
точно много численных приемов ее осуществ-
ления [4, 5]. Однако развиваемые в насто-
ящее время методы факторизации решения
краевых задач для систем дифференциаль-
ных уравнений в частных производных, ис-
следование многомерных интегральных урав-
нений теории вирусов вибропрочности приво-

дят к необходимости факторизации матриц-
функций, элементами которых являются ана-
литические функции многих комплексных пе-
ременных [8–10]. Численные методы при ис-
следовании таких задач в неограниченных об-
ластях не эффективны. Приведенные в статье
результаты в определенной мере решают эту
проблему.

1. В пространстве N комплексных пере-
менных αk, k = 1, 2, . . . , N рассматриваются
матрицы-функции K(α), элементы которых
являются мероморфными функциями. Из-
вестно, что левосторонняя факторизация ме-
роморфной матрицы-функций K(α) по пара-
метру αn относительно замкнутой кривой Γ,
разграничивающей области λ+ и λ−, сводит-
ся к факторизации отдельно некоторой целой
функции общего знаменателя всех элементов
и к факторизации матрицы-функции, элемен-
тами которой являются целые функции. Для
последней требуется построить представление
в виде произведения двух матриц-функций,
т.е.

K(αn) = K+(αn)K−(αn). (1)
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Формула (1) понимается следующим об-
разом: матрица-функция n комплексных пе-
ременных K(α) рассматривается как функ-
ция переменного αn при фиксированных
остальных вещественных переменных αk,
k = 1, n− 1. Здесь матрица-функция K+(αn)
должна иметь регулярные в односвязной об-
ласти λ+ элементы и отличный от нуля опре-
делитель, а матрица-функция K−(αn) долж-
на обладать такими же свойствами в допол-
нении λ+ до всей плоскости комплексного пе-
ременного αn, т.е. в λ−, при фиксированных
остальных вещественных параметрах. Требу-
ется также, чтобы построенные в результате
факторизации элементы матриц-функций —
мероморфные функции — обладали бы опре-
деленным поведением на бесконечности в сво-
их областях регулярности [1–6].

Будем считать, что элементы Kmp(α),
m, p = 1, 2, . . . ,N матриц-функций являются
в общем случае целыми функциями перемен-
ных αk, k = 1, n.

Предполагается, что целые функции об-
ращаются в нуль на аналитических множе-
ствах многих комплексных переменных [11].
Представления этих аналитических множеств
формально можно записать в разрешенном
относительно параметра αn виде при веще-
ственных остальных переменных, т.е.

αns = αns(α1, α2, . . . , αn−1) = αns(α
′),

s→∞.

Это представление в дальнейшем будем на-
зывать нулями целых функций, которые в
терминах одного комплексного переменного
определяют ее порядок и тип [11]. Для про-
стоты будем считать порядок первым, а тип —
не выше σ. Определитель ∆(α) матрицы-
функции — целая функция того же порядка,
типа — не выше Nσ.

Для применения предлагаемых в настоя-
щей работе формул факторизации необходи-
мо знание нулей определителя, которые пред-
ставимы в виде

z±sk = α±sk(α′)πs+ 0(1),

s→∞, k = 1,M. (2)

Здесь z+
sk — нули определителя из об-

ласти λ+, z−sk — из области λ−, α±sk(α′) —
непрерывные, ограниченные на веществен-
ной оси функции вещественных переменных
α′ = (α1, . . . , αn−1). В частности, количество

нулей может оказаться конечным, если мат-
рица полиномиальная. Асимптотика нулей (2)
свидетельствует о том, что принят во внима-
ние порядок целых функций, что не обяза-
тельно.

Рассмотрим абсолютно сходящиеся кано-
нические произведения следующего вида:

Φp±(αn) = γp(αn)

Sp∏
s=1

(
1− αn

z∓sp

)
e
∓ αn

z±sp ,

p = 1,N, sp 6∞. (3)
В случае, если матрицы-функции поли-

номиальные, произведения будут конечными.
Предположим, что справедливо представле-
ние

K(αn) = detK(αn) =

= γ(αn)
N∏

p=1

Φp+(αn)Φp+(αn),

K(αn) = K+(αn)K−(αn),

K+(αn) =
N∏

p=1

Φp+(αn),

K−(α) =

N∏
p=1

Φp−(αn),

γ(αn), γp(αn) — целые функции, не имеющие
нулей в конечной плоскости по параметру αn.
Матрицы-функции Km(α) порядка N− 1, по-
лучающиеся из матрицы-функции K(α) вы-
черкиванием строки и столбца под номером
m, имеют обратные K−1

m (α), если их опре-
делители Dm(α) отличны от тождественно-
го нуля. Обратную матрицу-функцию K−1

m (α)
можно записать в виде

K−1
m (αn) = D−1

m (αn) ‖Dps(m,αn)‖ ,
p 6= m, s 6= m, Dm(αn) = detKm(αn)

Предполагается, что
Dm(z+

sp) 6= 0. (4)
Введем в рассмотрение набор функций

вида

Rpm(αn) =

1

2πi

∫
Γ

N∑
s=1

Dps(m,un)Ksm(un)dun
Dm(un)Φm−(un)(un − αn)

,

p = 1, 2, . . . ,m− 1,m+ 1, . . . , N,

αn ∈ λ−. (5)
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Штрих означает, что члены с p = m и s = m
пропускаются.

Контур Γ охватывает области, содержа-
щие все нули функции Φm−(un), лежащие в
области λ+, и исключает области, содержа-
щие нули функции Dm(αn). Обозначим через
Pm(αn) матрицу-функцию порядка N, имею-
щую отличными от нуля диагональные эле-
менты, равные единице, кроме Rmm = Φ−1

m− и
только столбец m с элементами Rpm, p = 1,N.
Если интеграл расходится, то в качестве Rnm

можно принять Φ−1
m− · Φ−1

m+.
Условимся в следующем обозначении[
K(αn)

]
m
Pm(αn) = K(αn)Pm(αn). (6)

В этой формуле используются элемен-
ты известной матрицы-функции K(αn) для
построения описанной матрицы-функции
Pm(αn). После этого вычисляется произве-
дение матриц, порождающее новую матрицу-
функцию. Применяя эту операцию, предста-
вим матрицу-функцию K(αn) в виде

K(αn) =

=
[
. . . [K]1P1

]
2
P2

]
3
P3

]
L
PL

]
L+1

. . .
]
N
×

×PNP−1
N . . .P−1

L P−1
L−1P

−1
L−2 . . .P

−1
1

Формула понимается следующим обра-
зом: матрица-функция K(αn) индуцирует по
формуле (5) матрицу-функцию P1, кото-
рая индуцируетP−1

1 . Затем матрица-функция
KP1 индуцирует P2, P−1

2 и т.д.
Теорема. Матрица-функция K(αn) до-

пускает представление

K(αn) = K+(αn)K−(αn),

где

K+(αn) =

=
[
. . .
[
K
]
1
P1

]
2
P2

]
3
P3 . . .PL−1

]
L
PL ≡

≡ KP1P2 . . .PL,

K−(αn) = P−1
L P−1

L−1 . . .P
−1
1 , 1 6 L.

Выбор параметра L диктуется требованиями
задачи, приведшей к проблеме факторизации.
Чем меньше L, тем в меньшем числе столбцов

матрицы-функции K−(αn) находятся мно-
жители, содержащие нули факторизованно-
го определителя K−(αn). Получающиеся в
результате факторизации матрицы-функции
оказываются наиболее простыми. Недостат-
ком является разница в поведении элемен-
тов отдельных столбцов матрицы-функции на
бесконечности, которую следует устранять,
если строится каноническая факторизация.

На основании этих результатов развит
подход, в котором применяется факториза-
ция мероморфных матриц-функций, позволя-
ющий существенно упростить применение ме-
тода факторизации к решению краевых задач
для систем дифференциальных уравнений в
сложных областях [8,9]. Он сводит векторный
случай практически к скалярному.
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