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ADMISSIBILITY COUPLES OF SPACES FOR LINEAR DIFFERENCE OPERATORS AND EQUATIONS
Afanasyeva T.N., Tsalyuk Z.B.

The assumptions are obtained for the subspace X of the space l∞ under which the
admissibility of the couple (l∞, l∞) for the linear difference operator follows from the
admissibility of the couple (X, l∞). Using this, the criterion for admissibility of the couple
(X,X) for the linear difference equation is derived.
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Рассмотрим линейное разностное уравне-
ние

xn =
n−1∑
k=0

Ankxk + fn, n > 0, (1)

где xn, fn — векторы из Cm, Ank —m×m мат-
рицы с комплексными элементами. Матрица
A = {Ank} называется ядром уравнения (1).

Положим по определению

i∑
k=i+1

ak = 0.

Резольвентой ядра A называется матрица
R = {Rnk}, удовлетворяющая уравнению

Rnk = Ank +
n−1∑
i=k+1

AniRik, 0 6 k 6 n− 1.

Резольвента R является единственным реше-
нием уравнения

Rnk = Ank +

n−1∑
i=k+1

RniAik, 0 6 k 6 n− 1,

и уравнение (1) всегда имеет единственное
решение x = {xn}, представимое в виде

xn =
n−1∑
k=0

Rnkxk + fn, n > 0.

Определение 1. Пусть F и X — некото-
рые подмножества. Пара (F,X) называется
допустимой относительно уравнения (1), ес-
ли при любом f ∈ F решение x ∈ X.

Определение 2. Пара (F,X) называется
допустимой относительно оператора Ã, если
Ãx ∈ X при любом f ∈ F .

Изучается допустимость различных пар
пространств относительно разностных опе-
раторов

Ãx =

{
n−1∑
k=0

Ankxk

}

и разностных уравнений x = Ãx+f . Так как
решение x = R̃f+f , где R̃ — разностный опе-
ратор, порожденный резольвентой R ядра
A, то каждый критерий допустимости пары
(F,X), F ⊂ X относительно оператора при-
водит к сформулированному в терминах ре-
зольвенты критерию допустимости этой па-
ры относительно разностного уравнения. Но
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резольвента может быть найдена лишь в ред-
ких случаях, поэтому интерес представляют
критерии, сформулированные в терминах яд-
ра.

Обозначим через lm2 линейное простран-
ство векторов из Cm с нормой

‖x‖lm2 =

√√√√ m∑
j=1

|xj |2;

l∞ — пространство ограниченных последова-
тельностей векторов из Cm с нормой

‖x‖l∞ = sup
n>0
‖xn‖lm2 ;

lp (p=1,2) — подпространство l∞ последова-
тельностей с нормой

‖x‖lp =

( ∞∑
k=0

‖xn‖plm2

) 1
p

;

α0 — подпространство l∞ последовательно-
стей, имеющих конечный предел при n→∞;
c0 — подпространство l∞ последовательно-
стей, имеющих нулевой предел при n→∞.

Для некоторых подпространств F из до-
пустимости пары (F, F ) относительно раз-
ностного уравнения следует его устойчи-
вость. Естественным образом возникает за-
дача описания подпространств, для которых
это справедливо. Так как допустимость па-
ры (F, l∞) относительно разностного урав-
нения равносильна допустимости этой пары
для оператора R̃, то необходимо описать та-
кие подпространства F ⊂ l∞, что из допу-
стимости относительно разностного операто-
ра пары (F, l∞) следует допустимость пары
(l∞, l∞). Решение этой задачи дает возмож-
ность, в частности, при рассмотрении вопро-
са о существовании ограниченных решений
разностного уравнения воспользоваться бо-
лее узким, чем l∞, «пробным» множеством
свободных членов f .

Определение 3. Р-срезкой вектора

b = col(b0, . . . ,bP−1,bP , . . .)

называется вектор

bP = col(b0, . . . ,bP−1,0, . . .).

Пусть X — некоторое подпространство
l∞, через XP обозначим множество P-срезок

векторов из X, KP
r — шар радиуса r из мно-

жества P-срезок.

1. Рассмотрим линейное разностное урав-
нение (1), где xn, fn — векторы из Rm, Ank —
m ×m матрицы с вещественными элемента-
ми. Пусть X — замкнутое линейное подпро-
странство пространства l∞.

Определение 4. Будем говорить, что за-
мкнутое подпространство X обладает свой-
ством (L), если существует такое число r > 0,
что для любого N > 1 единичный шар из
XN содержит шар радиуса r пространства
N–срезок векторов из l∞. Другими словами,
линейное подпространство X обладает свой-
ством (L), если существует такое число r > 0,
что для любого N > 1 выполняется включе-
ние KN

1 (X) ⊇ KN
r .

Очевидно, фигурирующее в определе-
нии число r 6 1. Пример подпространства
X = {x ∈ l∞ : ‖xn‖ 6 ϕn}, где inf

n>0
ϕn = r и

r ∈ [0, 1], показывает, что радиус r шара про-
странства N-срезок векторов из l∞, который
содержится в единичном шаре из XN , может
принимать любые значения из (0, 1].

Покажем, что если X обладает свойством
(L) в пространстве l∞, то существует такое
число r > 0, что для любого N > 1 и каждой
N–срезки uN ∈ l1 справедливо неравенство

sup
x∈X, ‖x‖61

∣∣∣∣∣
N−1∑
k=0

(uk,xk)

∣∣∣∣∣ > r
N−1∑
k=0

‖uk‖lm2 , (2)

где

(uk,xk) =

m∑
j=1

ujkx
j
k.

Действительно, рассмотрим в пространстве
l∞ линейный функционал

ϕN (x) =
N−1∑
k=0

(uk,xk) , N > 1.

Норма этого функционала равна

‖ϕN‖ =
N−1∑
k=0

‖uk‖1 ,

где ‖uk‖1 =
m∑
j=1
|ujk| [1].

Сужение функционала ϕN на подпро-
странство X будем обозначать той же бук-
вой. Так как X обладает свойством (L) в
l∞, то найдется такое число r > 0, что
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для любого N > 1 выполняется включение
KN

1 (X) ⊇ KN
r . Поэтому

sup
x∈X, ‖x‖61

|ϕN (x)| > r sup
x∈l∞, ‖x‖61

|ϕN (x)|.

Откуда следует неравенство (2).
Покажем, что и обратно, если существует

такое число r > 0, что для любых N–срезок
uN ∈ l1, N > 1 справедливо неравенство (2),
то X обладает свойством (L) в l∞. Можно
считать, что

∥∥uN∥∥
l1

= 1. Тогда из неравен-
ства (2) следует

sup
x∈X, ‖x‖61

∣∣(uN , x)
∣∣ > r. (3)

Предположим, что X не обладает свойством
(L) в l∞. Тогда найдется такой номер Nl,
начиная с которого единичный шар из XN

(N > Nl) не содержит шар радиуса 1
l про-

странства N-срезок пространства l∞.
Фиксируем l. Обозначим через через

X
Nl — замыкание единичного шара из

XNl в пространстве Nl-срезок векторов из
l2.МножествоXNl — ограниченное, выпуклое
и симметричное. Так как в пространстве Nl-
срезок векторов из l∞ все нормы эквивалент-
ны, то множество XNl не может содержать в
себе шар этого пространства радиуса, боль-
шего c

l (c — коэффициент эквивалентности
норм). Поэтому существует такой вектор

vNl , ‖vNl‖ 6 2c

l
,

что vNl /∈ XNl . Пусть vNl — ближайший к vNl

элемент из XNl . Тогда для всех xNl ∈ X
Nl

выполняется неравенство

(vNl − vNl , xNl − vNl) 6 0 [2].

Отсюда и из симметричности X
Nl следует,

что для всех xNl ∈ X
Nl справедливо нера-

венство

|(vNl − vNl , xNl)| 6 ‖vNl‖‖vNl − vNl‖.

Обозначим через

uNl = ‖vNl − vNl‖−1(vNl − vNl), uNl ∈ l1,

получим

sup
xNl∈XNl

∣∣(uNl , xNl)
∣∣ 6 2c

l
.

Следовательно, при достаточно больших l
имеем неравенство

sup
x∈X, ‖x‖61

∣∣(uN , x)
∣∣ < r.

Полученное противоречие неравенству 3) по-
казывает, что X обладает свойством (L) в l∞.

Доказанное выше позволяет переформу-
лировать определение свойства (L) следую-
щим образом

Определение 5. Замкнутое подпростран-
ство X обладает свойством (L) в простран-
стве l∞, если существует такое число r > 0,
что для любого N > 1 и каждой N-срезки
uN ∈ l1 выполнено неравенство (2).

Далее считаем, что ‖uN‖l1 = 1. Пусть

‖Ank‖ = max
16i6m

m∑
j=1

|aijnk|.

Теорема 1. Если X обладает свойством
(L) в l∞ и пара (X, l∞) допустима относи-
тельно оператора Ã, то

M = sup
n>1

n−1∑
k=0

‖Ank‖ <∞. (4)

Обратно, если для любого оператора Ã, для
которого пара (X, l∞) допустима, выполняет-
ся условие (4), то X обладает свойством (L)
в l∞.

Доказательство. Пусть пара (X, l∞) до-
пустима относительно оператора Ã. При лю-
бом натуральном N и каждом натуральном
1 6 i 6 m определим в X ограниченный ли-
нейный функционал

ϕiN (x) =

N−1∑
k=0

m∑
j=1

aijNkx
j
k.

Т. к. при каждом x ∈ X множество значений
функционалов ϕiN (x), N > 1, 1 6 i 6 m огра-
ничено, то по принципу равномерной ограни-
ченности

∥∥ϕiN∥∥X 6 C. Подпространство X
обладает свойством (L) в l∞, тогда, по опре-
делению 5, имеем неравенство

∥∥ϕiN∥∥X > r N−1∑
k=0

‖ANk‖ .

Таким образом, выполняется неравенство
(4).
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Обратно, пусть X не обладает свойством
(L) в l∞. Построим оператор, для которого
пара (X, l∞) допустима, но условие (4) не вы-
полняется. В силу определения 5, для каждо-
го r > 0, в частности, r = 1

N , найдется такая
N–срезка uN ∈ l1, что справедливо неравен-
ство

sup
x∈X, ‖x‖61

∣∣(uN , x)
∣∣ < 1

N

N−1∑
k=0

‖uk‖lm2 . (5)

Определим ядро

A =
{
aijnk

}
, 0 6 k 6 n− 1

следующим образом:

a1jNk = Nujk, 0 6 k 6 N−1, j = 1, 2, . . . ,m,

aijnk = 0 для i = 2, 3, . . . ,m, j = 1, 2, . . . ,m,

n 6= N.

Пусть Ã разностный оператор с ядром A. То-
гда при x ∈ X и n = N имеем, в силу нера-
венства (5),

∥∥∥(Ãx)N

∥∥∥ =

∣∣∣∣∣∣
N−1∑
k=0

m∑
j=1

a1jNkx
j
k

∣∣∣∣∣∣ =

= N

∣∣∣∣(uN , x

‖x‖l∞

)∣∣∣∣ ‖x‖l∞ < ‖x‖l∞ .

Следовательно, если x ∈ X, то Ãx ∈ l∞.
Откуда пара (X, l∞) допустима относительно
оператора Ã. С другой стороны, при n = N
получим

N−1∑
k=0

m∑
j=1

|a1jNk| = N
N−1∑
k=0

m∑
j=1

|ujk| > N

и потому sup
n>1

n−1∑
k=0

‖Ank‖ =∞. �

Следствие 1. Для того, чтобы пара
(l∞, l∞) была допустима относительно опера-
тора Ã необходимо и достаточно, чтобы вы-
полнялось условие (4). Если оператор Ã дей-
ствует из l∞ в l∞, то он непрерывен и норма
‖Ã‖ 6M .

Для числовой последовательности

e = (1, . . . , 1, 1, . . .)

обозначим P-срезку

eP = (1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
P

, 0, . . .).

Пусть D — некоторое подмножество l∞.
Обозначим через Π(D) — множество та-
ких последовательностей m × m — матриц
An, каждая последовательность одноимен-
ных столбцов которых лежит в D. Таким об-
разом, {Anx} ∈ D при любом x ∈ Rm.

Теорема 2. Пусть D — замкнутое ли-
нейное подпространство l∞. Пара (c0, D) до-
пустима относительно оператора Ã тогда и
только тогда, когда выполнено условие (4) и
при любом N > 0

{AnN} ∈ Π(D). (6)

Доказательство. Пусть пара (c0, D) до-
пустима относительно оператора Ã. Тогда
Ã(c0) ⊂ D и так как пространство c0 обла-
дает свойством (L) (c r = 1), то, в силу тео-
ремы 1, справедливо условие (4). Далее, при
любых

x ∈ Rm и N > 0

последовательность

uN = {uNn }, uNn = eN+1
n x− eNn x, n > 0,

(где eN+1 и eN — N+1 и N-срезки e), принад-
лежит c0, и, значит,

ÃuN = {AnNx} ∈ D.

Обратно, пусть выполнены условия (4) и
(6). Для произвольного вектора x ∈ l∞ опре-
делим последовательность — разность срезок

vN = xN+1 − xN , N > 0.

Обозначим через Т — множество всех после-
довательностей vN , N > 0, через L(T ) — ли-
нейную оболочку, натянутую на Т, а через
L(T ) — замыкание L(T ) в l∞. Из условия (6)
следует, что для любой последовательности
u ∈ T выполняется включение

{(Ãu)n} = {AnNxN} ∈ D, N > 0.

Так как Ã — линейный оператор, то

Ã(L(T )) ⊂ D.
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Согласно следствия 1 теоремы 1 оператор Ã
непрерывен в l∞. Отсюда и из замкнутости
D следует

Ã(L(T )) ⊂ Ã(L(T )) ⊂ D = D,

т. е. пара (L(T ), D) допустима относительно
оператора Ã. Для того, чтобы доказать допу-
стимость пары (c0, D) достаточно показать,
что L(T ) ⊃ c0. Возьмем произвольную по-
следовательность x ∈ c0 и число ε > 0. Су-
ществует такой номер N0, что ‖xn‖ 6 ε при
n > N0. Рассмотрим N0–срезку xN0 ∈ L(T ).
Имеем ∥∥x− xN0

∥∥ = sup
n>N0

‖xn‖ 6 ε.

Это означает, что L(T ) плотно в c0. �
Следствие 2. Пусть выполнено условие

(4) и при любом N > 0

lim
n→∞

AnN = 0.

Тогда пара (c0, c0) допустима относительно
оператора Ã.

Теорема 3. ПустьD — замкнутое подпро-
странство l∞. Пара (α0, D) допустима отно-
сительно оператора Ã тогда и только тогда,
когда выполнены условия (4), (6) и{

n−1∑
k=0

Ank

}
∈ Π(D). (7)

Доказательство. Так как α0 = c0 ⊕ Rm
(⊕ — прямая сумма пространств), то допу-
стимость пары (α0, D) относительно опера-
тора Ã равносильна одновременной допусти-
мости относительно Ã пар (c0, D) и (Rm, D).
Допустимость первой пары, в силу теоремы
2, равносильна (4) и (6), допустимость вто-
рой пары равносильна (7). �

При изучении вопросов допустимости
различных пар пространств относительно
разностных уравнений допустимость ока-
зывается тесно связанной с устойчивостью
уравнения. Уравнение (1) или ядро A устой-
чиво, если R̃(l∞) ⊂ l∞.

2. Рассмотрим линейное разностное урав-
нение (1), где Ank — m×m матрицы с веще-
ственными положительными элементами.

Если Ã — линейный разностный оператор
с ядром A, то его степени Ãl, l = 2, 3, . . . так-
же являются линейными разностными опе-
раторами. Обозначим через

Al = {(Al)nk}

ядро оператора Ãl и

(Al)nk =
n−1∑
i=k+1

Ani(Al−1)ik.

Ясно, что A1 = A.
Определение 6. Ядро Al, l > 2 оператора

Ãl называется l-тым итерированным ядром
ядра A.

Для векторов x,y ∈ Rm положим x > y,
если xj > yj , 1 6 j 6 m, для m ×m матриц
A =

{
aij
}
, B =

{
bij
}
— A > B при aij > bij ,

1 6 i, j 6 m. Пусть

|x| = col
(
|x1|, . . . , |xm|

)
, x ∈ Rm.

Для числовой последовательности

e = (1, . . . , 1, 1, . . .)

обозначим m-срезку

em = ( 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
m

, 0, . . .).

Теорема 4. Пусть Ank > 0 при
0 6 k 6 n − 1 и ядро A устойчиво, X —
замкнутое подпространство l∞. Для допу-
стимости пары (X,X) относительно урав-
нения (1) необходимо и достаточно, чтобы
Ã(X) ⊂ X.

Доказательство. Пусть пара (X,X) до-
пустима относительно оператора Ã. Ядро
A устойчиво, следовательно, найдутся такие
α ∈ (0; 1) и последовательность γ ∈ l∞, что
γn > em и

(Ãγ)n 6 αγn, n > 0. (8)

Действительно, обозначим через γ — реше-
ние уравнения

γn =

n−1∑
k=0

Ankγk + em,

n > 0. Так как решение этого уравнения

γn =
n−1∑
k=0

Rnke
m + em,
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то
γn > em, n > 0 и γ ∈ l∞.

Положим

sup
n>1

n−1∑
k=0

‖Rnk‖ = C <∞ [3],

тогда
γn 6 (C + 1)em.

Поэтому

n−1∑
k=0

Ankγk = γn − em 6 αγn,

где
α = 1− 1

C + 1
∈ (0; 1).

Следовательно, условие (8) выполнено.
Далее, допустим

(Ãlγ)n 6 α
lγn, n > 0. (9)

Из положительности A следует

(Ãl+1γ)n 6 α(Ãlγ)n 6 α
l+1γn, n > 0.

Таким образом, неравенство (9) справедливо
при всех l.

Пусть x ∈ l∞. Тогда при некотором c (за-
висящим от выбранной в Rm нормы)

|xn| 6 c‖x‖em 6 c‖x‖γn.

Отсюда, из (9) и положительности A следует

‖Ãlx‖ =
∥∥∥|Ãlx|∥∥∥ 6 c‖x‖αl‖γ‖.

Следовательно, ряд
∞∑
l=1

‖Ãl‖ сходится и, зна-

чит, сходится в пространстве линейных огра-
ниченных операторов, действующих из l∞ в

l∞, и ряд
∞∑
l=0

Ãl. Так как Ã(X) ⊂ X, то и

Ãl(X) ⊂ X. Поэтому при f ∈ X и любом N

сумма
N∑
l=0

Ãlf ∈ X, откуда в силу замкнуто-

сти X получим

x = lim
N→∞

N∑
l=0

Ãlf ∈ X.

Таким образом, пара (X,X) допустима отно-
сительно уравнения (1).

Обратно, пусть пара (X,X) допустима
относительно уравнения (1). При λ 6= 0 обо-
значим через Rλ деленную на λ резольвенту
ядра λA. Положим также R0 = A. Тогда при
любом λ имеем

(Rλ)nk =
∞∑
l=1

λl−1(Al)nk.

Отсюда и положительности (Al)nk при
λ ∈ [0; 1] следует неравенство

0 6 (Rλ)nk 6 (R1)nk = Rnk,

и, значит,

sup
n>1

n−1∑
k=0

‖(Rλ)nk‖ 6 C <∞. (10)

Пусть R̃λ — разностный оператор с ядром
Rλ. Из определения Rλ имеем

R̃λ = Ã+ λÃR̃λ = Ã+ λR̃λÃ.

Отсюда

R̃λ − R̃λ0 = λ0Ã(R̃λ − R̃λ0) + (λ− λ0)ÃR̃λ

или

(I − λ0Ã)(R̃λ − R̃λ0) = (λ− λ0)ÃR̃λ.

Так как

(I − λ0Ã)−1 = I + λ0R̃λ0 ,

то
R̃λ − R̃λ0 = (λ− λ0)R̃λ0R̃λ.

Полученное равенство можно записать в ви-
де

[I − (λ− λ0)R̃λ0 ]R̃λ = R̃λ0 .

Откуда

R̃λ =
[
I − (λ− λ0)R̃λ0

]−1
R̃λ0 . (11)

Из (10) следует, что при любом λ ∈ [0; 1]

пара (l∞, l∞) допустима относительно R̃λ и
‖R̃λ‖ 6 C. Поэтому при |λ − λ0|C < 1 и

λ, λ0 ∈ [0; 1] ряд
∞∑
l=1

(λ − λ0)
lR̃lλ0 сходится в

пространстве линейных ограниченных опе-
раторов, действующих в l∞, и[
I − (λ− λ0)R̃λ0

]−1
= I +

∞∑
l=1

(λ− λ0)lR̃lλ0 .
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Отсюда и из (11) имеем при |λ − λ0| < 1
C и

λ, λ0 ∈ [0; 1]

R̃λ =
∞∑
l=1

(λ− λ0)l−1R̃lλ0 , (12)

причем стоящий справа ряд сходится в про-
странстве линейных ограниченных операто-
ров, действующих в l∞. По условию, пара
(X,X) допустима относительно уравнения
(1). Следовательно, она допустима и относи-
тельно оператора R̃1 = R̃. Из (12) при λ0 = 1
следует, что пара (X,X) допустима относи-
тельно R̃λ при λ ∈

[
1− 1

2C ; 1
]
. Полагая в (12)

λ0 = 1− 1
2C , найдем, что пара (X,X) допусти-

ма относительно R̃λ при λ ∈
[
1− 1

C ; 1− 1
2C

]
,

λ > 0. Повторяя эту процедуру достаточное
число раз, получим, что пара (X,X) допу-
стима относительно R̃0 = Ã. �

Естественно возникает вопрос: а не будет
ли справедлив аналог теоремы 4 и для непо-
ложительных ядер. Эта проблема, несмотря
на многочисленные усилия до сих пор остает-
ся открытой. Однако для основных подпро-
странств утверждение справедливо.

3. Рассмотрим линейное разностное урав-
нение (1), где {xn}, {fn} — векторы из Cm,
Ank — m×m матрицы с комплексными эле-
ментами.

Теорема 5. Если ядро A устойчиво и опе-
ратор Ã переводит c0 в c0, то пара (c0, c0) до-
пустима относительно уравнения (1).

Если оператор Ã действует в l∞, то
справедливо обратное утверждение: из до-
пустимости относительно уравнения (1) па-
ры (c0, c0) следует, что Ã(c0) ⊂ c0 и ядро A
устойчиво.

Доказательство. Пусть ядро A устойчи-
во, Ã(c0) ⊂ c0 и f ∈ c0. Покажем, что реше-
ние x уравнения (1) также принадлежит c0.

Фиксируем N > 1. Возьмем N-срезку xN ,
xn ∈ Cm. Обозначим

fN = xN−ÃxN , yN = x−xN , ϕN = f−fN .

Так как xN ∈ c0 и Ã(c0) ⊂ c0, то fN ∈ c0, а,
значит, ϕN ∈ c0 при N > 1. В силу теоремы
1 [3], оператор Ã ограничен в пространстве
l∞, а так как последовательность xN огра-
ничена, то ограничены и последовательности
fN и ϕN , так, в частности, ‖ϕN‖ 6 C при
некотором C. Поэтому ‖ϕN0‖ 6 C + 1.

Пусть уже построены

ϕN0 , . . . , ϕNk−1 , ϕNk ,

Ni+1 > Ni, 0 6 i 6 k − 1

так, что∥∥ϕN0 + . . .+ ϕNk−1 + ϕNk
∥∥ 6 C + 1.

Найдем Nk+1 и ϕNk+1 (Nk+1 > Nk) такие, что

‖ϕN0
n + . . .+ϕ

Nk−1
n +ϕNk

n ‖ 6 1

при n > Nk+1 и ϕ
Nk+1
n = 0 при

0 6 n 6 Nk+1 − 1. Это можно сделать, т. к.

ϕN0 + . . .+ ϕNk−1 + ϕNk ∈ c0

и ϕNn = 0 при 0 6 n 6 N − 1. Тогда

‖ϕN0
n + . . .+ϕNk

n +ϕ
Nk+1
n ‖ 6 C + 1

при 0 6 n 6 Nk+1 − 1 и

‖ϕN0
n + . . .+ϕNk

n +ϕ
Nk+1
n ‖ 6 1 + C

при n > Nk+1. Следовательно,

‖ϕN0
n + . . .+ϕ

Nk−2
n +ϕ

Nk−1
n ‖ 6 C + 1

и

φk =
1

k

k−1∑
j=0

ϕNj → 0

при k → ∞ в l∞. Так как ядро A устойчиво
и

uk =
1

k

k−1∑
j=0

yNj = Ãuk + φk,

то uk → 0 при k →∞. Выберем ε > 0, и пусть
‖up‖ 6 ε. Тогда при n > Np−1 имеем

‖xn‖ =

∥∥∥∥∥∥1

p

p−1∑
j=0

y
Nj
n

∥∥∥∥∥∥ = ‖upn‖ 6 ε.

Следовательно, xn → 0 при n → ∞, т. е. па-
ра (c0, c0) допустима относительно уравнения
(1).

Обратно, пусть оператор Ã действует в
l∞ и уравнение (1) асимптотически устой-
чиво. В силу теорем 2 и 3 [3], R̃(c0) ⊂ c0.
Для ядра −R резольвентой является −A, а
так как −Ã действует в l∞, то уравнение
u = −R̃u + ϕ устойчиво. Отсюда, из вклю-
чения −R̃(c0) ⊂ c0 и первого утверждения
теоремы следует, что пара (c0, c0) допустима
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относительно уравнения u = −R̃u+ ϕ. В си-
лу теорем 2 и 3 [3], пара (c0, c0) допустима
относительно оператора −Ã, а, значит, и от-
носительно оператора Ã. �

Подобное утверждение справедливо и для
пространства α0.

Теорема 6. Пусть ядро A удовлетворя-
ет условию (4) и пара (l∞, l∞) допустима от-
носительно уравнения (1). Пара (α0, α0) до-
пустима относительно уравнения (1) тогда и
только тогда, когда она допустима относи-
тельно оператора Ã.

Доказательство. Пусть Ã(α0) ⊂ α0 и
числовая последовательность uN = e − eN

(eN — N-срезка числовой последовательно-
сти e). Определим матрицу ΦN

n равенством

ΦN
n = uNn I−

n−1∑
j=0

Anju
N
j , n > 0,

где I — единичная m ×m матрица. Так как
Ã(α0) ⊂ α0, то существуют матрицы

Φ
N

= lim
n→∞

ΦN
n .

Из условия (4) следует, что последователь-
ность

{
ΦN
n

}
ограничена, а, значит, ограни-

чена и последовательность
{

Φ
N
}
. Поэто-

му из нее можно выделить сходящуюся под-
последовательность. Не ограничивая общно-
сти, считаем сходящейся всю последователь-
ность

{
Φ
N
}
. Пусть

Φ = lim
N→∞

Φ
N
.

Покажем, что Φ невырожденная матри-
ца. Действительно, пусть Φh = 0. Так как
ΦN
n h = 0 при 0 6 n 6 N − 1 и

lim
N→∞

ΦN
n h = Φh = 0,

то последовательность
{
ΦN
n h
}
сходится к ну-

лю в пространстве α0 [4]. Следовательно, в
силу теоремы Мазура [5], некоторая после-
довательность выпуклых комбинаций

φln =

ql∑
k=1

α
(l)
k Φk

nh

(
α
(l)
k > 0,

ql∑
k=1

α
(l)
k = 1

)

сходится к нулю по норме пространства α0.
Отсюда, из устойчивости уравнения (1) и ра-
венства

ql∑
k=1

α
(l)
k u

k
nh =

n−1∑
j=0

Anj

[
ql∑
k=1

α
(l)
k u

k
jh

]
+ φln

вытекает, что последовательность векторов{
ql∑
k=1

α
(l)
k u

k
nh

}
сходится к нулю по норме пространства α0.
Поэтому

lim
l→∞

lim
n→∞

ql∑
k=1

α
(l)
k u

k
nh = h = 0.

Таким образом, матрица Φ обратима. Следо-
вательно, обратимы при достаточно больших
N и матрицы Φ

N . Не ограничивая общности,
будем считать обратимыми все Φ

N .
Пусть x ∈ l∞, xN — N–срезка последова-

тельности x. Положим

v = {vn}, vn = xNn + uNn xN , n > 0.

Так как Ã(α0) ⊂ α0, то существует
lim
n→∞

(ÃvN )n, а, следовательно, и

yN = lim
n→∞

[
−vNn + (ÃvN )n + fn

]
.

Обозначим через

yNn = uNn

[
Φ
N
]−1

yN ,

zN = vN + yN и fN = zN − ÃzN .
Вектор zN ∈ α0 и последовательность

{
zN
}

ограничена в l∞. Из условия (4) следует, что
ограничена и последовательность

{
fN
}
. Так

как yNn = 0 при 0 6 n 6 N − 1, а vNn = xn
при тех же n, то fNn = fn при 0 6 n 6 N − 1.
Кроме того, из

lim
n→∞

yNn −
n−1∑
j=0

(ÃyN )j

 = yN

следует, что lim
n→∞

fNn = lim
n→∞

fn. Следователь-
но, некоторая последовательность выпуклых
комбинаций fN сходится по норме простран-
ства l∞ к f [5]. В силу устойчивости урав-
нения (1), последовательность соответствую-
щих комбинаций zN сходится по норме в l∞ к
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x, а так как zN ∈ α0, то и x ∈ α0. Этим дока-
зана допустимость относительно уравнения
(1) пары (α0, α0).

Обратно, пусть пара (α0, α0) допустима
относительно уравнения (1). Тогда она до-
пустима и относительно оператора R̃. Ядро
−A является резольвентой ядра −R. По тео-
реме 1 [3] из условия (4) следует, что па-
ра (l∞, l∞) допустима относительно уравне-
ния u = −R̃u + ϕ. Но тогда, в силу пер-
вой части доказательства, относительно это-
го уравнения допустима и пара (α0, α0). Зна-
чит, эта пара допустима и относительно опе-
ратора −Ã, порожденного резольвентой −A
ядра −R. �
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