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ON THE LOCALIZATION OF WAVE PROCESS IN THE PIECEWISE HOMOGENEOUS WEDGE-SHAPED
MEDIUM

Berkovich V.N.

The paper offers the method of investigating the peculiarity of wave field formation in
the heterogeneous medium composed of two elastic wedge-shaped components with common
edge and different mechanical characteristics under plane steady vibrations. The problem in
question is reduced to the one of the existence of generalized natural vibrations exciting the
interface wave localized in the neighborhood of the line separating wedge media. The method of
reconstructing the amplitude displacement field in the zone of localization of the wave process
is suggested. Some numerical results are adduced.
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Существование волны типа Релея, ло-
кализованной в окрестности свободной по-
верхности при плоских установившихся коле-
баниях однородной клиновидной среды для
некоторых критических углов раствора бы-
ло установлено ранее в работе [1]. В настоя-
щей работе исследуется проблема существо-
вания обобщенных собственных колебаний,
порождающих интерфейсную (каналовую по
терминологии [2, 3]) волну, локализованную
в окрестности линии раздела клиновидных
компонент при установившихся плоских ко-
лебаниях среды, составленной из двух упру-
гих клиньев с общим ребром. Вопросы лока-
лизации волнового процесса в многослойных
средах детально рассмотрены в [3–5] и др.
Для клиновидных сред исследования в ука-
занном направлении носят эмпирический ха-
рактер и обнаружены автором лишь в руко-
водствах по вибросейморазведке, например,
в [2] и др. В данной работе в рамках мо-
дели линейной динамической теории упруго-
сти предложен численно-аналитический ме-
тод расчета фазовой скорости и амплитуды
каналовой волны в кусочно-однородной кли-
новидной среде. Приведены некоторые ре-
зультаты численного анализа.

1. Рассматриваются плоские колеба-
ния неоднородной клиновидной среды
Ω = Ω1 ∪ Ω2, составленной из 2-х клино-
видных компонент Ω1, Ω2 с общей вершиной,
углами раствора θ1, θ2 и различными меха-
ническими характеристиками. Грани клино-
видной среды предполагаются свободными
от напряжений σ|∂Ω = {σφ, σrφ}|∂Ω = 0, а на
линии раздела сред L = Ω1 ∩Ω2 выполняют-
ся условия сопряжения [u]L = [σ]L = 0, где
[f ]L — скачок вектор-функции на L. На ребре
предполагается выполнение условия ограни-
ченности вектора смещений, а на бесконеч-
ности — выполнение условий излучения. На
основе рассмотрения соответствующей крае-
вой задачи в обобщенной постановке иссле-
дуется проблема существования критических
углов раствора и соотношений между гео-
метрическими и механическими параметра-
ми кусочно-однородной среды, для которой
в окрестности границы раздела L возникнет
интерфейсная волна типа Стоунли [5]. От-
метим, что рассмотрение данной проблемы в
рамках одного лишь классического подхода,
как показывает анализ, оказывается нецеле-
сообразным.
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Предлагаемый метод основан на резуль-
татах [1] и состоит в построении специаль-
ной системы функционально-инвариантных
решений динамических уравнений линейной
теории упругости в форме плоских «ком-
плексных» волн Смирнова–Соболева [6]. Ис-
пользуя представления [7] для вектора сме-
щений V(r, φ, t), такие решения после ряда
преобразований можно получить в следую-
щей форме:

2µV = −∇F + 4(1− ν)Ψ,

F (r, φ) = Ψ0(r, φ, t) + rΨr(r, φ, t),

∇2Ψ0 +
1

p2

∂2Ψ0

∂ t2
=

(
1

s2
− 1

p2

)
r
∂2Ψr

∂ t2
,

Ψ = {Ψr(r, φ, t), Ψφ(r, φ, t)} ,
(1)

Ψr = Ψ1(r, φ, t) cosφ+ Ψ2(r, φ, t) sinφ,

Ψφ = −Ψ1(r, φ, t) sinφ+ Ψ2(r, φ, t) cosφ,

∇2Ψ1,2 +
1

s2

∂2Ψ1,2

∂t2
= 0,

Ψ1(r, φ, t) =

√
1− c2

s2
Im f

[
t− c−1r

(
cosφ+

+ i sinφ
√

1− c2/s2

)]
, (2)

0 < φ <
π

2
,

Ψ2(r, φ, t) =

= Re f
[
t− c−1r

(
cosφ+ i sinφ

√
1− c2/s2

)]
,

Ψ0(r, φ, t) =

= Re f0

[
t− c−1r

(
cosφ+ i sinφ

√
1− c2/p2

)]
−

− r [Ψ1(r, φ, t) cosφ+ Ψ2(r, φ, t) sinφ] .

В формулах (2) f(z), f0(z) — произ-
вольные аналитические функции комплекс-
ного аргумента z, величины p, s — скоро-
сти распространения продольных и попереч-
ных волн соответственно, c — некоторый па-
раметр, имеющий размерность фазовой ско-
рости, µ, ν — модуль сдвига и коэффициент
Пуассона соответственно.

При задании режима установивших-
ся гармонических колебаний среды с кру-
говой частотой ω указанные функции

выберем в виде f(z) = B exp(−iωz),
f0(z) = D exp(−iω z), где B и D — произ-
вольные постоянные. Тогда, как следует из
(2), амплитуда уходящих волн будет экспо-
ненциально затухать при удалении по нор-
мали от линии L раздела сред (φ = 0), что
соответствует наличию каналовой волны с
фазовой скоростью с.

Используем представления (1), (2) при
построении однородных решений, удовлетво-
ряющих сформулированным выше гранич-
ным условиям и условиям сопряжения в 2-х
компонентной клиновидной среде. В частно-
сти, удовлетворение условиям сопряжения в
классическом смысле приводит к уравнению
для определения скорости каналовой волны
c на границе раздела

det


η11 1 η13 −δ
k2 S1(k) η23 −S2(k)
η31 η32 η33 η34

η41 −S1(k) η43 S2(k)

 = 0, (3)

η11 = P1(k); η13 = −δP2(k); η23 = −δk2;

η31 = 2k2P1(k); η32 = γ2
1k

2 + S2
1(k);

η33 = −2k2P2(k); η34 = −γ2
2k

2 − S2
2(k);

η41 = −k2 + 0, 5K2
1 ; η43 = k2 − 0, 5K2

1 ,

Pn =
√
k2 − k2

n, S1,2 =
√
k2 −K2

n,

k = ω/c, γ2
n =

1− 2νn
2(1− νn)

, δ = µ1/µ2,

n = 1, 2.

В соотношениях (3) kn, Kn — волновые
числа продольных и поперечных волн упру-
гих клиновидных компонент, µn, νn — их мо-
дули сдвига и коэффициенты Пуассона соот-
ветственно. Из уравнения (3), рассматривае-
мого относительно c следует, что его решение
c∗∗ не зависит от частоты ω, поскольку левая
часть уравнения (3) оказывается однородной
функцией ω шестого порядка. Это означает,
что в случае появления в составной клино-
видной среде каналовой волны, последняя не
будет обладать дисперсией по частоте.

Результаты численного анализа зависи-
мости относительной скорости каналовой
волны c/s1 от отношения chi волновых со-
противлений в окрестности границы раздела
L контактирующих клиновидных сред Ω1,2

представлены на рис. 1 для различных зна-
чений коэффициентов Пуассона ν1, ν2. Точ-
ками на графиках помечены результаты, по-
лученные с помощью (3) на основе данных
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а)
б)

Рис. 1

из таблиц геофизических наблюдений [2].
Сплошная линия на графиках — результат
полиномиального сголаживания указанного
множества точек.

Отметим, что в условиях контакта одних
и тех же пар материалов, отличие скорости
c∗∗ каналовой волны в кусочно-однородной
клиновидной среде от скорости волны Стоун-
ли cst [5] в пространстве составляет ∼3–5%.

2. Удовлетворение однородным гранич-
ным условиям на гранях составной клино-
видной среды осуществляется в обобщен-
ном смысле [8]. При этом решение исходной
краевой задачи о стационарных колебани-
ях рассматривается как предел решения со-
ответствующей нестационарной задачи для
t → ∞, следуя известному в теории колеба-
ний принципу предельной амплитуды [9], ма-
тематическая корректность которого в рас-
сматриваемом случае установлена в [1].

Указанный принцип позволяет реализо-
вать сформулированный выше подход, ес-
ли воспользоваться вариационным принци-
пом Гамильтона–Остроградского и ввести
его функционал действия

H(u) =

t2∫
t1

∫∫
Ω

W (u)dΩdt−

− 1

2
ρ

t2∫
t1

∫∫
Ω

(
∂u

∂t

)2

dΩdt, (4)

u = u(r, φ, t), ∀ t2 > t1 > 0, Ω = Ω1 ∪ Ω2,

гдеW (u) — потенциал упругой среды, ρ — её
плотность.

Проблема существования каналовых
волн в описанной выше кусочно-однородной

клиновидной среде со свободными грани-
цами при отсутствии массовых сил может
быть сведена к проблеме отыскания то-
чек стационарности δH(u) = 0 функцио-
нала (4) (обобщенных однородных решений
начально-краевой задачи). Предполагается,
что начальные условия согласованы с (1),
(2). Тогда при отыскании установившегося
периодического режима колебаний с помо-
щью принципа предельной амплитуды эти
условия можно исключить из рассмотрения.

Для нахождения критических углов рас-
твора θ1,2 клиновидных сред, при которых
возникают каналовые волны на линии разде-
ла L, следует отыскивать точки стационар-
ности функционала действия (4) на множе-
стве решений (1), (2), не затухающих на ли-
нии L.

Введем функциональное пространство
L2,T

{
H1(Ω)

}
с нормой

‖u‖2L2,T {H1(Ω)} =

∫
T

‖u(t)‖2H1(Ω) dt, T = (t1, t2),

где норма в пространстве Соболева H1(Ω) —
определяется традиционным образом. При-
ведем формулировку теоремы, установлен-
ной в [1].

Теорема 1. Системы функций
{
zk
}
,{

ζk
}
, k = 1, 2, . . . , N ,

z = exp
[
− iω(t− c−1r cosφ)−

− c−1rM sinφ)
]
, (5)

ζ = exp
[
−iω(t− c−1r cosφ)− c−1rm sinφ)

]
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полны в L2,T

{
H1(Ω)

}
,

Ω =
{

(r, φ) : 0 < r <∞, 0 < φ 6
π

2

}
,

∀ T = [t1, t2] , M,m > 0.

Результаты исследования вопроса о суще-
ствовании критических углов раствора кли-
новидных компонент, для которых появляет-
ся интерфейсная волна на границе раздела
сред, формулируются в виде следующей тео-
ремы.

Введем гильбертово пространство H со
скалярным произведением

(u(t),v(t)) =

∫
T

(u(t),v(t))H1(Ω) dt,

T = (t1, t2),

где скалярное произведение (u(t),v(t))H1(Ω)
под знаком интеграла порождает норму в
пространстве Соболева H1(Ω).

Теорема 2. Пусть дифференциальные
операторы A = µ∆∗, B = ρ d

2

dt2
определе-

ны ∀T в гильбертовом пространстве H со
скалярным произведением (u,v)β , порожда-
ющим норму в пространстве L2,T {H1(Ωβ)},
где Ωβ — составная клиновидная среда с уг-
лом раствора β ∈ (0, π), β = θ1 + θ2. Тогда
для обобщенной краевой задачи

(A u,v)− λ(β) (B u,v) = 0,

∀ v ∈ C∞,

([u]L ,v) = ([σ]L ,v) =

=
(
σ(u)|∂Ωβ

,v
)

= 0,

(6)

всегда найдутся такие θ∗1, θ∗1 и такое
β∗ ∈ (0, π), β∗ = θ∗1 + θ∗1, что λ(β∗) = 1. При
этом существует обобщенное однородное ре-
шение задачи (6).

Доказательство теоремы в рассматривае-
мом случае, когда обобщенная краевая зада-
ча (6) зависит от 2-х параметров β = (θ1, θ2),
практически не отличается от доказатель-
ства аналогичной теоремы, установленной
в [1] для случая зависимости от одного па-
раметра θ, так как соответствующие били-
нейные формы (6) голоморфны как функции
(θ1, θ2), 0 < θ1,2 < π. Тогда в силу результа-
тов [10] собственные значения λ = λ(θ1, θ2)
также голоморфны для 0 < θ1,2 < π.

3. Применяя результат теоремы, аппрок-
симируем в (1), (2) функции f(z), f0(z) в кру-
ге |z| 6 1 линейными комбинациями (5), где

M =
√

1− c2/p2 > 0, m =
√

1− c2/s2 > 0, p,
s, c = c∗∗ — скорости продольных, попереч-
ных и каналовых волн соответственно. Тогда
аппроксимация смещений u(r, φ, t), принима-
ет вид

uN (r, φ, t) =
N∑
n=1

B(N)
n un(r, φ, t), (7)

(r, φ) ∈ Ω = Ω1 ∪ Ω2, 0 < φ <
π

2
,

где un(r, φ, t) удовлетворяют в классическом
смысле уравнениям динамической теории
упругости и условиям сопряжения. Примене-
ние метода Трефтца [10] для отыскания то-
чек стационарности функционала (4) на мно-
жестве (6) приводит к системе относительно
B

(N)
n

N∑
n=1

B(N)
n

[ t2∫
t1

∫
∂Ω

σ(un)umdldt−

−
∫∫
Ω

un
∂um
∂t

∣∣∣∣t2
t1

dΩ

]
= 0, (8)

(m = 1, 2, . . . , N) .

При получении (8) учтены условия сопряже-
ния и граничные условия ∀t1,2 ∈ R1

+. В ка-
честве интервала [t1, t2] выбирался для на-
турального P интервал

[
2πP
ω , 2π(P+1)

ω

]
длины

2π
ω . В соответствии с принципом предельной
амплитуды полагалось P � 1. Из условия су-
ществования ненулевых решений системы (8)
вытекает уравнение относительно критиче-
ских углов раствора θ∗1, θ∗1 клиновидных сред
Ω1,2 при наличии каналовых волн на границе
контакта.

Как и в случае существования поверх-
ностных волн типа Релея [1], интерфейсные
волны в составной клиновидной среде су-
ществуют лишь для критических углов рас-
твора клиновидных компонент в интервале
0 < φ < π

2 , которые определяются из урав-
нения (8), в выражение которого входит ве-
личина фазовой скорости интерфейсной вол-
ны. Поскольку уравнение оказывается мно-
гопараметрическим, то вопрос о существова-
нии у него действительных решений исследо-
вался численно. На рис. 2 представлен гра-
фик взаимосвязи максимальных возможных
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Рис. 2

значений критических углов раствора клино-
видных компонент max θ∗1, max θ∗2, получен-
ных в результате численного решения урав-
нения относительно критических углов рас-
твора θ∗1, θ∗1 для заданного отношения плот-
ностей ρ1/ρ2, скоростей сдвига s1/s2 и отно-
шения chi волновых сопротивлений контак-
тирующих сред.

На основе численного анализа с исполь-
зованием пакета Maple-8 составлена таблица
контактного соответствия реальных геологи-
ческих пород клиновидной формы, порожда-
ющего интерфейсную волну. Наряду с указа-
нием основных волновых характеристик кон-
тактирующих пород в этой таблице приведе-
ны расчетные значения максимальных кри-
тических углов раствора клиновидных ком-
понент, на границах раздела которых появ-
ляется волна интерфейсного типа. Её отно-
сительная фазовая скорость c∗∗/s1, где s1 —
минимальная из скоростей поперечных волн
контактирующих материалов, подсчитана с
помощью изложенной выше методики и при-
ведена в таблице. Результаты расчетов пока-
зывают, что величина фазовой скорости ин-
терфейсной волны c∗∗ оказывается меньше
s1 в соответствии с равенствами (2). Напри-
мер, при контакте клиновидных водонасы-
щенных геологических пород (p1 = 2, 5 км/с,
s1 = 1, 25 км/с, ρ1 = 2, 0 г/см3) и мерз-
лоты (p2 = 2, 7 км/с, s2 = 1, 35 км/с,
ρ2 = 1, 4 г/см3) при максимальных углах
раствора клиновидных сред θ1 ≈ 410, 8,
θ2 ≈ 610, 8 в рамках рассмотренной линей-
ной модели существует интерфейсная вол-
на с фазовой скоростью c∗∗ ≈ 0, 8s1 км/с.
При контакте известняка (p1 = 3, 8 км/с,
s1 = 1, 85 км/с, ρ1 = 2, 2 г/см3) и водонасы-
щенной глины (p2 = 3, 6 км/с, s2 = 1, 8 км/с,
ρ2 = 2, 6 г/см3) для углов раствора сред
θ1 ≈ 440, 7, θ2 ≈ 410, 3 величина фазовой ско-
рости интерфейсной волны оказывается рав-
ной c∗∗ ≈ 0, 77s1 км/с. Полностью таблица
контактного соответствия различных геоло-

гических пород клиновидного типа не может
быть приведена в данной работе ввиду её гро-
моздкости. Как следует из справочных мате-
риалов по сейсморазведке [2], её результаты
согласуются с имеющимися данными геофи-
зических наблюдений.

4. C помощью обобщенных однородных
решений для составной клиновидной среды с
критическими углами раствора θ∗1, θ∗2 клино-
видных компонент этой среды построен тен-
зор Грина G̃(x, y|ξ, η), удовлетворяющий за-
данным граничным условиям в том же обоб-
щенном смысле, структура матричного пред-
ставления которого имеет следующий вид

G̃(x, y|ξ, η) =

=
1

K2µ

∫
Z

g̃(y|ζ, η)
e−iζ|x−ξ|

Q(ζ)
dζ, (9)

g̃(y|ζ, η) = g̃1(ζ)e−(η+y)σ1 + g̃2(ζ)e−(η+y)σ2+

+ g̃3(ζ)e−ησ1−yσ2 + g̃4(ζ)e−ησ1−yσ2 ,

σ1(ζ) =
√
ζ2 − γ2K2, σ2(ζ) =

√
ζ2 −K2.

Здесь Q(ζ) — левая часть уравнения для
определения фазовой скорости поверхност-
ной волны типа Релея, g̃(y|ζ, η) — подын-
тегральная матрица, формирующая инте-
гральное представление тензора Грина. Для
вычисления интеграла (9) по вычетам контур
интегрирования Zзамыкается полуокружно-
стью в верхнюю полуплоскость с вертикаль-
ными разрезами CN1 , C

N
γ , обходящими точ-

ки ветвления ±K, ±γK в отрицательном на-
правлении. При этом ветви многозначных
функций σ1(ζ), σ2(ζ) выбираются из условий√

ζ2 − γ2K2 > 0, |ζ| > γK,√
ζ2 −K2 > 0, |ζ| > K.

(10)

Тензор Грина позволяет с помощью фор-
мул Бетти получить решение задачи о воз-
буждении колебаний в клиновидной среде
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внешним источником. В результате вычисле-
ния по вычетам выражение вектора ампли-
туд смещений свободной поверхности прини-
мает вид

uh(r, 0) =

=
1

2π

∫
∂Ω

Ĝ (r, 0|ρ cos(α∗ − ψ), ρ sin(α∗ − ψ))×

× σ̄ (ρ, ψ) dl = R̃(ζh|α∗)e−iζhr+
+ Ãs(r|α∗)e−iKr + Ãp(r|α∗)e−iγKr, (11)

∂Ω = ∂Ω0 ∪ ∂Ω1,

Ãs(r|α∗, c∗), Ãp(r|α∗, c∗) = o(r−1/2), r > b,

где R̃(ζh|α∗), Ãs(r|α∗), Ãp(r|α∗) — соответ-
ственно амплитуды поверхностных волн ти-
па Релея [1] с волновым числом ζh, а так-
же поперечных и продольных волн. Ампли-
туды содержат контурные интегралы, по-
рождаемые правой частью (9), по границам
двух вертикальных разрезов, обходящих точ-
ки ветвления при замыкании контура Z в
верхнюю полуплоскость. Построенное реше-
ние удовлетворяет вне области задания ис-
точников колебаний динамическим уравне-
ниям теории упругости и граничным услови-
ям уже в классическом смысле.

Для случая появления интерфейсных
(каналовых) волн вдоль границы раздела
сред L кусочно-однородной клиновидной сре-
ды векторное поле амплитуд смещений в ука-
занной зоне, как и в предыдущем случае,
представляется c помощью тензора Грина
˜̃G контурным интегралом типа (11), кото-
рый затем вычисляется по вычетам подын-
тегральной функции

˜̃G(x, y|ξ, η) =

=
1

K2
1µ

∫
Z

˜̃g(y|ζ, η)
e−iζ|x−ξ|

QCh(ζ)
dζ, (12)

g̃(y|ζ, η) =

2∑
n=1

[
˜̃g1n(ζ)e−(η+y)σ1n+

+ ˜̃g2n(ζ)e−(η+y)σ2n+

+ ˜̃g3n(ζ)e−ησ1n−yσ2n + ˜̃g4n(ζ)e−ησ1n−yσ2n

]
,

σ1n(ζ) =
√
ζ2 − γ2

nK
2
n,

σ2n(ζ) =
√
ζ2 −K2

n,

Здесь QCh(ζ) — левая часть уравнения для
определения фазовой скорости интерфейс-
ной волны, ˜̃g(y|ζ, η) — подынтегральная мат-
рица, формирующая интегральное представ-
ление тензора Грина ˜̃G, удовлетворяющего
как однородным граничным условиям, так
и условиям сопряжения на границе разде-
ле клиновидных сред. Ветви многозначных
функций выбираются аналогично (10). Кон-
тур интегрирования Zв соотношении (12)
замыкается в верхнюю полуплоскость по-
луокружностью и четырьмя вертикальными
разрезами, обходящих в отрицательном на-
правлении точки ветвления на действитель-
ной оси. Окончательное выражение вектора
амплитуд смещений на линии раздела сред
содержит продольные, поперечные волны и
незатухающие интерфейсные волны, локали-
зованные в окрестности границы раздела L

uCh|L = ˜̃R(ζСh|θ∗1, θ∗2)e−iζСhr+

+ ˜̃A(1)
s (r|θ∗1, θ∗2)e−iK1r+

+ ˜̃A(1)
p (r|θ∗1, θ∗2)e−iγ1K1r+

+ ˜̃A(1)
s (r|θ∗1, θ∗2)e−iK2r+

+ ˜̃A(1)
p (r|θ∗1, θ∗2)e−iγ2K2r, (13)

r > b,

L = Ω1 ∩ Ω2,

˜̃A(1,2)
s (r), ˜̃A(1,2)

p (r) = o(r−1/2), r →∞,

где ˜̃R(ζCh|α∗), ˜̃A
(1,2)
s (r|α∗), ˜̃A

(1,2)
p (r|α∗) — со-

ответственно амплитуды интерфейсной вол-
ны типа Стоунли с волновым числом ζCh, а
также поперечных и продольных волн кли-
новидных компонент соответственно, состав-
ляющих кусочно-однородную клиновидную
среду. Амплитуды содержат контурные ин-
тегралы, порождаемые правой частью (13),
по границам четырех вертикальных разре-
зов, обходящих точки ветвления при замы-
кании контура Z в верхнюю полуплоскость.

Исследование характера локализации
волнового поля в составной клиновидной
среде позволяет внести существенные уточ-
нения при разработке численных методов
решения задач прикладного характера, свя-
занных с детальным описанием волновых
полей в кусочно-однородных упругих средах
с компонентами клиновидного типа.
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