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СОБСТВЕННЫЕ КОЛЕБАНИЯ КРУГОВОЙ ТРЕХСЛОЙНОЙ ПЛАСТИНЫ
ПРИ РАДИАЦИОННОМ ВОЗДЕЙСТВИИ1

Леоненко Д.В.2

THE NATURAL VIBRATION OF SANDWICH CIRCULAR PLATE UNDER RADIATION EXPOSURE
Leonenko D.V.

The axisymmetrical natural vibrations of elastic circular sandwich plate on en elastic
foundation in radiation field. The Kirchhoff hypotheses are accepted for the isotropic face layers.
The light filler is incompressible along the thickness, the strained normal of the filler remains
rectilinear but rotates. Reaction of foundation was described on the base of Winkler’s model.
Analytical deciding is conducted. Numerical results for sandwich ceramics-metal-polymeric
plate were adduced.

Keywords: natural vibration, radiation field, sandwich circular plate, elastic foundation

Введение

Широкое применение трехслойных эле-
ментов конструкций в современных отрас-
лях промышленности обуславливает необхо-
димость разработки методов их расчета. В
условиях деформации изгиба эти конструк-
ции оказываются наиболее рациональными,
то есть близкими оптимальным с точки зре-
ния обеспечения минимума весовых показа-
телей при заданных ограничениях на проч-
ность и жесткость. Воздействие локальных
статических нагрузок, в том числе темпера-
турных, на трехслойные пластины на упру-
гом основании исследовано в работах [1–3].
В статьях [4, 5] рассмотрены свободные ко-
лебания слоистых пластин при жестком за-
щемлении контура. В настоящей работе рас-
смотрены собственные колебания в радиаци-
онном поле круговой трехслойной пластины,
скрепленной с упругим винклеровским осно-
ванием.

1. Постановка задачи

Решение рассматриваемой задачи прово-
дятся в цилиндрической системе координат
r, ϕ, z (рис. 1). Для изотропных несущих
слоев толщиной h1, h2 приняты гипотезы
Кирхгофа. Несжимаемый по толщине запол-

нитель (h3 = 2c) является легким, т.е. в
нем пренебрегается работой касательных на-
пряжений σrz в тангенциальном направле-
нии. Деформированная нормаль заполните-
ля остается прямолинейной, но поворачива-
ется на некоторый дополнительный угол ψ.
На границах слоев перемещения непрерыв-
ны. На контуре пластины предполагается на-
личие жесткой диафрагмы, препятствующей
относительному сдвигу слоев. В силу симмет-
рии задачи тангенциальные перемещения в
слоях отсутствуют, а прогиб пластины w, от-
носительный сдвиг в заполнителе ψ и ради-
альное перемещение координатной поверхно-
сти u не зависят от координаты ϕ, т.е. u(r, t),
ψ(r, t), w(r, t). Далее эти функции считаем
искомыми.

Пусть в начальный момент времени на
поверхность z = c+h1 рассматриваемой шар-
нирно опертой пластины, связанной с упру-
гим основанием, падает поток нейтронов ин-
тенсивностью φ0 в направлении, противопо-
ложном внешней нормали. Радиационное об-
лучение твердых тел сопровождается много-
численными эффектами, в результате кото-
рых в них возникает дополнительная объ-
емная деформация θI , изменяются упругие
и особенно пластические характеристики ве-
щества. Если на границу (z = c+ h1) парал-
лельно оси z падают нейтроны с одинако-
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Рис. 1. Расчетная схема трехслойной пластины

вой средней энергией и интенсивностью φ0,
нейтрон/(м2·с), то интегральный нейтрон-
ный поток на глубине z в нашем случае опре-
деляется формулой [6]

I(z, t) = φ0te
−µ(c+h1−z). (1.1)

Величина µ является эффективным макро-
скопическим сечением. Для любого химиче-
ского элемента

µ = σn0 = σA0ρ/A

и имеет порядок 1/см, причем здесь σ — эф-
фективное сечение, отнесенное к одному яд-
ру, n0 — число ядер в 1 см3, А0 — число Аво-
гадро, ρ — плотность, А — атомный вес. В на-
шем случае под µ будем понимать осреднен-
ную по толщине пластинки характеристику
пакета

µ =
1

h1 + h2 + h3

3∑
k=1

µkhk.

В грубом приближении можно считать, что
изменение объема вещества прямо пропорци-
онально интегральному потоку I(z, t) [6], вве-
денному соотношением (1.1), и, следователь-
но,

θIk = BkI(z, t), (1.2)

где Вk — константа материала, получаемая
из опыта.

Связь между реакцией и прогибом прини-
мается в соответствии с моделью Винклера

qR = κ0w, (1.3)

где κ0 — коэффициент жесткости основания.

Закон Гука для k-го слоя пластины мож-
но записать в виде

skij = 2Gkэkij , σk = Kk(3ε
k −BkI), (1.4)

где skij , э
k
ij — девиаторные и σk, εk — шаро-

вые части тензоров напряжений и деформа-
ций; Gk, Kk — модули сдвиговой и объемной
деформации.

Система дифференциальных уравнений,
описывающая поперечные колебания рас-
сматриваемой пластины без учета обжатия
и инерции вращения нормали в слоях, выво-
дится из вариационного принципа Лагранжа.
Она будет совпадать с приведенной в [5] си-
стемой уравнений, описывающей свободные
колебания подобной пластины на основании
(1.3), без учета воздействия внешних физи-
ческих полей

L2(a1u+ a2ψ − a3w,r ) = 0,

L2(a2u+ a4ψ − a5w,r ) = 0,

L3(a3u+a5ψ−a6w,r )−M0ẅ−κ0w = 0. (1.5)

где запятая в нижнем индексе обозначает
производную по следующей за ней координа-
те; коэффициенты ai и дифференциальные
операторы L2, L3 введены в [5].

Начальные условия движения принима-
ются однородными, при отсутствии радиаци-
онного поля

w(r, 0) = 0, ẇ(r, 0) = 0,

I(z, t) = I(z, 0) = 0.
(1.6)

Контур пластинки предполагаем шарнирно
опертым, т. е. при r = r1 должны выполнять-
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ся условия:

u = ψ = w = 0,

M=
r

3∑
k=1

∫
hk

σ(k)r zdz

∣∣∣∣∣∣∣
r=r1

= 0,
(1.7)

где σ(k)r — радиальные напряжения в k-слое.

2. Решение задачи

Используя закон Гука (1.4) и принятые
гипотезы для рассматриваемой пластины,
последнее условие в (1.7) можно записать в
виде

Mr = a2u,r +a5ψ,r −a6w,rr −
− a60w,r /r −MI = 0, (2.1)

где

a60 = h1(c
2 + ch1 +

h21
3
)K−1 +

+ h2(c
2 + ch2 +

h22
3
)K−2 +

2

3
c3K−3 ,

K−k = Kk − 2
3Gk,

MI = 3
3∑

k=1

K−k Bk

∫
hk

I(z, t)zdz =MI0t,

MI0 = 3φ0

{
B1

µ1
K−1

[(
c+ h1 −

1

µ1

)
−

−
(
c− 1

µ1

)
e−µ1h1

]
−

− B2

µ2
K−2

[(
c+

1

µ2

)
e−µ2(h1+2c)−

−
(
c+ h2 +

1

µ2

)
e−µ2(h1+2c+h2)

]
+

+
B3

µ3
K−3

[(
c− 1

µ3

)
e−µ3h1+

+

(
c+

1

µ3

)
e−µ3(h1+2c)

]}
.

Таким образом, в граничном условии (2.1)
появился «радиационный» MI момент, обу-
словленный дополнительной объемной де-
формацией от радиационного (1.2) воздей-
ствия. Этот момент и может возбудить ко-
лебания рассматриваемой трехслойной пла-
стины.

С помощью первых двух уравнений обну-
ляются коэффициенты перед u и ψ в третьем
уравнении системы (1.5). После двукратного
интегрирования получаем

u = b1w,r +C1r + C2/r,

ψ = b2w,r +C3r + C4/r,

L3(w,r )+κ
4w+M4ẅ = 0, κ4 = κ0D, (2.2)

где

b1 =
a3a4 − a2a5
a1a4 − a22

, b2 =
a1a5 − a2a3
a1a4 − a22

,

κ4 = κ0D, M4 =M0D,

D =
a1(a1a4 − a22)

(a1a6 − a23)(a1a4 − a22)− (a1a5 − a2a3)2
.

В связи с ограниченностью искомого ре-
шения в начале координат для сплош-
ных пластин в (2.2) необходимо положить
C2 = C4 = 0. Из первых двух условий на
границе (1.7) следует

C1 = −
1

r1
b1w,r

∣∣∣∣ r=r1 ,

C3 = −
1

r1
b2w,r

∣∣∣∣ r=r1 .

Это позволяет выписать два граничные усло-
вия для прогиба на контуре пластины

w = 0, a7w,rr +
a8
r1
w,r +MI = 0, (2.3)

a7 = a6− a3b1− a5b2, a8 = a60 + a3b1 + a5b2.

Решение последнего из уравнений системы
(2.2) представим в виде суммы квазистатиче-
ского прогиба ws и динамической его части
wd

w = ws + wd. (2.4)

Квазистатический прогиб удовлетворяет
уравнению

L3(ws, r) = 0

при граничных условиях на контуре

ws = 0, a7ws, rr +
a8
r1
ws,r +MI = 0.

В рассматриваемом случае для сплошной
пластины он имеет вид

ws =
MIr

2
1

2(a7 + a8)

[
1−

(
r

r1

)2
]
. (2.5)
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Подставляя решение (2.4) в общее уравне-
ние для прогиба (2.2), в начальные (1.6) и
граничные (2.3) условия и учитывая квази-
статический прогиб (2.5), получим замкну-
тую начально-краевую задачу для определе-
ния динамической части прогиба wd. Диффе-
ренциальное уравнение в частных производ-
ных для его определения становится неодно-
родным

L3(wd, r) + κ4wd +M4ẅd =

= −
r21
(
κ4MI +M4

)
2(a7 + a8)

[
1−

(
r

r1

)2
]
, (2.6)

M̈t =
3∑

k=1

M̈kt.

В начальных условиях движения появляется
ненулевая исходная скорость

wd = 0,

ẇd = −
r21MI0

2(a7 + a8)

[
1−

(
r

r1

)2
]
, (2.7)

t = 0.

Граничные условия станут однородными

wd = 0, a7wd,rr +
a8
r1
wd,r = 0, (2.8)

r = r1.

Рассмотрим сначала однородное дифферен-
циальное уравнение, соответствующее урав-
нению (2.6)

L3(wd, r) + κ4wd +M4ẅd = 0, (2.9)

Его решение представим в виде

w0
d = v(r)(A cos(ωt) +B sin(ωt)), (2.10)

где ω — частота собственных колебаний.
После подстановки (2.10) в (2.9), получим

дифференциальное уравнение для определе-
ния функции v(r)

L3(v,r )− λ4v = 0, (2.11)

где λ4 = β4 − κ4, β4 =M4ω2 .
Решение уравнения (2.11) с учетом огра-

ниченности в начале координат примет вид

v(λr) = C5J0(λr) + C6I0(λr), (2.12)

где J0, I0 — функции Бесселя и Макдональда
первого рода.

Подставляя значения производных бес-
селевых функций [7], а также (2.12), (2.10)
в граничные условия (2.8) и требуя нетри-
виальности решения вытекающей системы
уравнений относительно неизвестных кон-
стант интегрирования C5, C6, получим
трансцендентное уравнение для определения
собственных чисел λn

J1(λr1)

J0(λr1)
+
I1(λr1)

I0(λr1)
= 2

a7
a7 − a8

λr1. (2.13)

Частоты собственных колебаний пласти-
ны можно определить после решения (2.13)
из выражения

ω2
n =

β4
n

M4
=

β4n
M0D

, β4n = λ4n + κ4.

В результате, для описания динамической
части прогиба исследуемой круговой трех-
слойной пластины при радиационном ударе
используется фундаментальная система соб-
ственных ортонормированных функций [3,5]

vn(λn, r) ≡

≡ 1

dn

[
J0(λnr)−

J0(λnr1)

I0(λnr1)
I0(λnr)

]
. (2.14)

Искомый прогиб wd, удовлетворяющий урав-
нению (2.6), можно представить с помощью
разложения в ряд по системе функций (2.14):

wd =

∞∑
n=0

vnTn(t). (2.15)

Подставляя решение (2.15) в уравнение ко-
лебаний (2.6), начальные (2.7) и граничные
(2.8) условия, умножая члены уравнения на
величину rvndr и интегрируя по радиусу пла-
стины от 0 до r1, в силу ортонормированно-
сти системы собственных функций (2.14) по-
лучим для неизвестной функции Tn(t) урав-
нение

T̈n + ω2
nTn = −

r21
(
κ4MI

)
I(λn)

2(a7 + a8)M4
, (2.16)

при начальных условиях

Tn = 0, Ṫn = − r21I(λn)

2(a7 + a8)
MI0 при t = 0.
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Таблица 1. Собственные числа для шарнирно опертой по контуру пластины

Номер n Собственное число λn Номер n Собственное число λn

0 3,193 8 28,254
1 6,301 9 31,392
2 9,431 10 34,531
3 12,566 11 37,679
4 15,702 12 40,808
5 18,840 13 43,947
6 21,977 14 47,086
7 25,116 15 50,224

Здесь через I(λn) обозначен следующий ин-
теграл:

I(λn) =

r1∫
0

[
1−

(
r

r1

)2
]
rvndr =

=
2

dnλ2n

(
J2(λnr1)−

J0(λnr1)

I0(λnr1)
I2(λnr1)

)
.

(2.17)

Решение (2.16) можно представить

Tn(t) = An cos(ωnt) +Bn sin(ωnt)−

− r21I(λn)

2(a7 + a8)ωn
×

×
t∫

0

κ4MI0(τ) sin[ωn(t− τ)]dτ, (2.18)

An = 0, Bn = − r21I(λn)

2(a7 + a8)ωn
MI0.

Квазистатический прогиб (2.5) разлагает-
ся в ряд по собственным функциям vn

ws =
MIr

2
1

2(a7 + a8)

∞∑
n=0

I(λn)vn. (2.19)

Величина I(λn) определена выражением
(2.17).

Полный динамический прогиб рассмат-
риваемой пластины получим, просуммиро-
вав (2.15) и (2.19), после чего радиальное пе-
ремещение и сдвиг следуют из соотношений
(2.2):

u =
r21b1MI0

2(a7 + a8)

∞∑
n=0

vn,r
I(λn)

ωn
×

× (ωnt− sin(ωnt))

(
1− κ4

ωnM4

)
+ C1r,

ψ =
r21b2MI0

2(a7 + a8)

∞∑
n=0

vn,r
I(λn)

ωn
×

× (ωnt− sin(ωnt))

(
1− κ4

ωnM4

)
+ C3r,

w =
r21MI0

2(a7 + a8)

∞∑
n=0

vnI(λn)

ωn
×

× (ωnt− sin(ωnt))

(
1− κ4

ωnM4

)
. (2.20)

Здесь константы интегрирования вычисля-
ются по формулам

{C1, C3} = {b1, b2}
r1MI0

2(a7 + a8)
×

×
∞∑
n=0

(
λnI(λn)

dnωn

[
J1(λnr1) +

J0(λnr1)

I0(λnr1)
I1(λnr1)

]
×

× (ωnt− sin(ωnt))

(
1− κ4

ωnM4

))
.

Таким образом, функции, описывающие по-
перечные колебания трехслойной круговой
пластины, связанной с упругим основанием,
вследствие теплового удара, определены вы-
ражением (2.20).

3. Численные результаты

Численные результаты получены для
шарнирно опертой трехслойной круговой
пластины, защитный слой которой выпол-
нен из кордиерита, заполнитель – фторо-
пласт (ПТФЭ), несущий слой — дюралюми-
ний (сплав Д16Т). При этом принималось,
что весь нейтронный поток реализуется во
внешнем слое: φ0 = 5 · 1016 нейтрон/(м)2·с.
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Рис. 2. Зависимость собственных чисел и частот колебаний от толщины первого несущего слоя.
1 — собственные числа β0; 2 — собственные частоты ω0 пластины без основания; 3 — собственные

частоты пластины на основании средней жесткости

Термомеханические характеристики приня-
тых материалов приведены в [8].

Трансцендентное уравнение для соб-
ственных чисел (2.13) при шарнирном опи-
рании контура пластины численно исследо-
валось при h3 = 10h2 = 20h1 = 0, 05. Пер-
вые 16 корней, вычисленные с точностью до
0,001, приведены в таблице.

На рис. 2 показана зависимость парамет-
ров колебаний от толщины первого несущего
слоя.

Здесь характер поведения собственных
чисел и частот противоположен характеру
поведения собственных чисел и частот при
росте толщины несущего слоя — собственные
числа убывают, частоты — растут. При этом
увеличение теплозащитного кордиеритового
слоя приводит к большему увеличению жест-
кости круговой трехслойной пластины и вы-
зывает сравнительно усиленный рост частот.
Наличие упругого основания приводит к су-
щественному росту частот при увеличении
толщины внешнего слоя.

Рассмотрим коэффициент kn, характе-
ризующий отношение динамической компо-
ненты прогиба wdn (2.15) к квазистатиче-
ской составляющей wsn (2.19). Используя вы-
ражение (2.18) для функций Tn, получаем
(τn = ωnt)

kn =
wdn
wsn

=

= − 1

τn

(
sin τn +

κ4

ω2
nM

4
(τn − sin τn)

)
.

Соответствующие графики зависимости от
времени коэффициентов kn при n = 0, 1 при-
ведены на рис. 3, 4.

При малой жесткости основания харак-
тер колебаний не изменяется, несколько уве-

личивается частота, уменьшается амплитуда
прогиба, колебательный процесс смещается
вниз. Особенно при частоте основного тона
ω0. При основании средней жесткости коле-
бания практически прекращаются, т.е. уже
основание средней жесткости не допускает
возникновение колебаний при радиационном
ударе.

Заключение

Таким образом, предложенная методика
позволяет исследовать свободные колебания
круговых трехслойных пластин, связанных
с упругим основанием, в радиационном по-
ле. Полученные расчетные формулы описы-
вают соответствующие динамические пере-
мещения в пластине.
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Рис. 3. Отношение динамической компоненты прогиба к квазистатической при частоте ω0

Рис. 4. Отношение динамической компоненты прогиба к квазистатической при частоте ω1
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