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Широко распространенной при решении
вопросов о концентрации напряжений в несу-
щих элементах конструкций и сооружений
является формулировка в виде плоской за-
дачи теории упругости для прямоугольной
области с локальными отверстиями и вклю-
чениями [1, 2]. Под включением при этом
понимается ядро (образованное из матери-
ала, отличного от материала рассматривае-
мой области), целиком заполняющее проде-
ланное в области отверстие и сцепленное с
материалом области по всему контуру от-
верстия. При численном решении подобно-
го рода задач, как правило, используются
известные программные комплексы конечно-
элементного расчета [3], которые в интерак-
тивном режиме способны строить соответ-
ствующие (нерегулярные) сетки конечных
элементов, сгущающиеся с приближением к
границам отверстий. Построение такой сетки
для каждой конкретной задачи рассматрива-
емого типа представляет собой самостоятель-
ную (достаточно сложную) проблему, от ре-
шения которой существенным образом зави-
сит точность результатов последующего рас-
чета напряженно-деформированного состоя-

ния. Все это в значительной мере затрудняет
работу исследователя (особенно при проведе-
нии параметрических исследований со сме-
ной конфигурации отверстий, мест их распо-
ложения, а также размеров). Излагаемое ни-
же демонстрирует возможности использова-
ния легко генерируемых прямоугольных се-
ток при численном решении того же класса
задач. Расчеты выполняются с применени-
ем вариационно-разностной процедуры, фор-
мулируемой в терминах перемещений узлов
прямоугольной сетки элементов.

Как известно [1], плоская задача тео-
рии упругости формулируется для области
S, лежащей в плоскости Oxy прямоугольной
декартовой системы координат Oxyz. Упо-
мянутая область S представляет собой ли-
бо срединную поверхность тонкой пластин-
ки (случай плоского напряженного состоя-
ния), либо поперечное сечение протяженно-
го вдоль оси Oz цилиндра (случай плоско-
го деформированного состояния). Указанные
пластинка и цилиндр находятся под действи-
ем поверхностных и объемных сил, интенсив-
ности которых будем обозначать q и f , а их
проекции на оси Oxy — qx, qy и fx, fy со-
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ответственно. Для компонент вектора пере-
мещений вводим обозначения ux и uy, а для
компонент тензоров напряжений и деформа-
ций, входящих в формулировку плоской за-
дачи, — обозначения σxx, σyy, σxy и εxx, εyy,
εxy.

В случае изотропного материала вытека-
ющая из закона Гука связь между обозначен-
ными напряжениями и деформациями может
быть представлена в виде

σxx = λ1εxx + λ2εyy,

σyy = λ2εxx + λ1εyy, (1)

σxy = 2Gεxy.

Коэффициенты G, λ1, λ2 линейных зави-
симостей (1) выражаются через модуль Юн-
га E и коэффициент Пуассона ν материала
исследуемого тела согласно следующей схе-
ме:

1)

G =
E

2(1 + ν)
;

2) в случае плоского напряженного состо-
яния

λ1 =
E

1− ν2
, λ2 = νλ1;

3) в случае плоского деформированного
состояния

λ1 = 2G+ λ, λ2 = λ,

где

λ =
νE

(1 + ν)(1− 2ν)
.

Деформации εxx, εyy, εxy, входящие в вы-
ражения (1), связаны с перемещениями ux и
uy в каждой точке исследуемого тела соотно-
шениями Коши вида

εxx =
∂ux
∂x

, εyy =
∂uy
∂y

,

εxy =
1

2

(
∂ux
∂y

+
∂uy
∂x

)
.

(2)

Граничные условия в рассматриваемой
плоской постановке задачи формулируются
для границы Γ упомянутой выше области S.
В рамках такой формулировки полагаем, что
на части Γu границы Γ заданы перемещения,
а именно

ux|Γu = u∗x, uy|Γu = u∗y. (3)

Здесь u∗x, u∗y заданные функции, опреде-
ляющие распределение перемещений вдоль
участка Γu границы Γ. К остальной части Γq
границы Γ приложены заданные нагрузки qx
и qy.

Условия равновесия для рассматривае-
мой области S сформулируем в виде ва-
риационного уравнения принципа возмож-
ных перемещений [4], утверждающего, что
при равновесии деформируемого тела рабо-
та приложенных к точкам тела сил на вари-
ациях перемещений этих точек равна работе
напряжений на соответствующих вариациях
деформаций. Такое уравнение в случае плос-
кой постановки задачи можно записать в ви-
де∫∫

S

δεxx + σyyδεyy + 2σxyδεxy)dS =

=

∫∫
S

(fxδux + fyδuy)dS+

+

∫
Γq

(qxδux + qyδuy)dΓ. (4)

Здесь dS — элемент площади области S, а
dΓ — элемент длины границы Γ. Последний
интеграл в (4) берется только по части Γq
границы Γ, т. к. на участке Γu в соответствии
с граничными условиями (3) должно быть

δux|Γu = 0, δuy|Γu = 0. (5)

Входящие в уравнение (4) вариации де-
формаций с использованием равенств (2) мо-
гут быть выражены через вариации переме-
щений так, что

δεxx =
∂δux
∂x

, δεyy =
∂δuy
∂y

,

δεxy =
1

2

(
∂δux
∂y

+
∂δuy
∂x

)
.

(6)

В случае области с включением интеграл
в левой части равенства (4) представляется
в виде суммы двух интегралов, один из ко-
торых соответствует включению, а другой —
остальной части области S. При этом для на-
пряжений, входящих в подынтегральные вы-
ражения, используются физические соотно-
шения (1) с упругими постоянными, соответ-
ствующими материалу той части области S,
по которой распространяется каждый из от-
меченных интегралов.

Отметим, что из вариационной форму-
лировки (3)–(5) с использованием связей
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Рис. 1. Прямоугольная область с сеткой прямоугольных элементов

(6) можно получить традиционную форму-
лировку плоской задачи теории упругости
для области с включением [2]. Осуществ-
ляя известным образом процедуру варьи-
рования [4], получаем дифференциальные
уравнения равновесия в напряжениях (для
каждой внутренней точки области и вклю-
чения), граничные условия в напряжениях
на части Γq границы Γ, контактные условия
в напряжениях на контуре сцепления обла-
сти с включением. Формулировка дополня-
ется граничными условиями в перемещени-
ях (3), геометрическими соотношениями (2)
и физическими соотношениями (1), где упру-
гие постоянные для материалов области и
включения принимают различные значения.

Далее принимаем в качестве объекта
исследования заданную в первой четвер-
ти плоскости Oxy прямоугольную область
S с размерами Lx, Ly. На рис. 1 пред-
ставлена схема разбиения данной области
на M × N прямоугольных элементов S(i,j)

(i = 1, 2, . . . ,M ; j = 1, 2, . . . , N). На рис. 2
представлена схема, изображающая элемен-
тарный прямоугольник S(i,j) с системой его
срединных материальных волокон и узловых
точек. Для определенности считаем, что уча-
сток Γu границы Γ рассматриваемой обла-
сти S включает левую и нижнюю стороны
прямоугольника S, а участок Γq — правую и
верхнюю его стороны.

С учетом этого вариационное уравнение
(4) для рассматриваемой прямоугольной об-

ласти может быть представлено в виде

M∑
i=1

N∑
j=1

∫∫
S(i,j)

δεxx + σyyδεyy + 2σxyδεxy)dS =

=

M∑
i=1

N∑
j=1

∫∫
S(i,j)

δux + fyδuy)dS+

+

M∑
i=1

xi+1∫
xi

[qx(x)δux + qy(x)δuy]dx+

+
N∑
j=1

yj+1∫
yj

[qx(y)δux + qy(y)δuy]dy. (7)

Предполагая, что величины

l(i)x = xi+1 − xi и l(j)y = yj+1 − yj

(i = 1, 2, . . . ,M ; j = 1, 2, . . . , N)

достаточно малы, вычисление интегралов
в уравнении (7) приближенно выполним
по значениям подынтегральных функций в
серединах соответствующих элементарных
участков интегрирования. В результате по-
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Рис. 2. Элементарный прямоугольник S(i,j) с системой срединных материальных волокон и
узловых точек

лучим

M∑
i=1

N∑
j=1

[
σ̃(i,j)
xx δε̃(i,j)

xx + σ̃(i,j)
yy δε̃(i,j)

yy +

+ 2σ̃(i,j)
xy δε̃(i,j)

xy

]
l(i)x l

(j)
y =

=

M∑
i=1

N∑
j=1

[
f̃ (i,j)
x δũ(i,j)

x + f̃ (i,j)
y δũ(i,j)

y

]
l(i)x l

(j)
y +

+
M∑
i=1

[
qx(x̃(i))δũ(i)

x + qy(x̃
(i))δũ(i)

y

]
l(i)x +

+

N∑
j=1

[
qx(ỹ(j))δũ(j)

x + qy(ỹ
(j))δũ(j)

y

]
l(j)y . (8)

Здесь «волной» отмечены величины,
определяемые в серединах соответствующих
участков интегрирования. При этом

x̃(i) = xi + l(i)x /2, ỹ(j) = yj + l(j)y /2.

Вводим далее обозначения ui,jx , ui,jy для
значений перемещений в узловых точках рас-
сматриваемой сетки прямоугольных элемен-
тов с координатами xi, yj (i = 1, 2, . . . ,M +1;
j = 1, 2, . . . , N + 1). Обозначаем также как
u
i,(j)
x , ui,(j)y , u(i),j

x , u(i),j
y ((i) = 1, 2, . . . ,M ;

(j) = 1, 2, . . . , N) перемещения узловых то-
чек срединных материальных волокон эле-
ментарных прямоугольников. Входящие в ва-
риационное уравнение (8) деформации, отно-
сящиеся к середине элемента S(i,j), определя-
ем на основе соотношений (2), вычисляя при
этом соответствующие частные производные
с применением центрально-разностных схем.
В результате имеем

ε̃(i,j)
xx = (ui+1,(j)

x − ui,(j)x )/l(i)x ,

ε̃(i,j)
yy = (u(i),j+1

y − u(i),j
y )/l(j)y , (9)

ε̃(i,j)
xy = 0, 5(u(i),j+1

x − u(i),j
x )/l(j)y +

+ 0, 5(ui+1,(j)
y − ui,(j)y )/l(i)x .

Значения перемещений в средних точках
упомянутых участков интегрирования, а так-
же в узловых точках введенных в рассмот-
рение срединных материальных волокон по-
лучаем путем осреднения перемещений со-
ответствующих смежных узлов сетки прямо-
угольных элементов. В результате для узло-
вых точек срединных материальных волокон
имеем

ui,(j)x = 0, 5(ui,j+1
x + ui,jx ) (x⇔ y),

u(i),j
x = 0, 5(ui+1,j

x + ui,jx ) (x⇔ y),
(10)

для середин граничных отрезков —

ũ(i)
x = u(i),N+1

x (x⇔ y),

ũ(j)
x = uM+1,(j)

x (x⇔ y) ,
(11)

и для середин прямоугольных элементов —

ũ(i,j)
x = 0, 25(ui,jx + ui+1,j

x + ui,j+1
x + ui+1,j+1

x )

(x⇔ y) . (12)

Для напряжений в серединах элементов в со-
ответствии с соотношениями упругости (1)
записываем

σ̃(i,j)
xx = λ1ε̃

(i,j)
xx + λ2ε̃

(i,j)
yy ,

σ̃(i,j)
yy = λ2ε̃

(i,j)
xx + λ1ε̃

(i,j)
yy , (13)

σ̃(i,j)
xy = 2Gε̃(i,j)

xy .
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При этом имеем в виду, что значения пара-
метров упругости в выражениях (13) одно-
значно определяются принадлежностью дан-
ного элемента либо включению, либо осталь-
ной части области S .

Заметим, что определяемые схемой (9)
параметры ε̃

(i,j)
xx , ε̃(i,j)

yy и 2ε̃
(i,j)
xy представляют

собой относительные удлинения срединных
материальных волокон элементарного пря-
моугольника и угол сдвига между этими пер-
воначально перпендикулярными волокнами
(что соответствует известной трактовке ком-
понент тензора деформаций применительно
к достаточно малому элементу деформируе-
мой среды, где картина деформации близка
к однородной). Это дает основание сформи-
ровать представление о дискретной модели,
строящейся с применением схемы (9), как об
ансамбле элементарных пар срединных ма-
териальных волокон, работающих (с учетом
схемы (13)) на растяжение-сжатие и сдвиг.
Схема (10) обеспечивает совместность рабо-
ты таких пар, принадлежащих смежным эле-
ментарным прямоугольникам. А вариацион-
ное уравнение в форме (8) обеспечивает при-
ведение внутренних силовых факторов (на-
пряжений) в каждом из элементарных пря-
моугольников области S к соответствующим
срединным волокнам. Такое приведение осу-
ществляется на основе критерия равенства
работ.

С использованием связей (9)–(13) окон-
чательно приходим к формулировке вариа-
ционного уравнения (8) в терминах переме-
щений узлов сетки прямоугольных элемен-
тов (узловых перемещений). С учетом то-
го, что часть узловых перемещений зада-
ется граничными условиями (3), приравни-
вая коэффициенты при вариациях неизвест-
ных узловых перемещений в левой и пра-
вой части указанного вариационного урав-
нения, получаем разрешающую систему ли-
нейных алгебраических уравнений относи-
тельно неизвестных узловых перемещений.
Решаем эту систему методом Гаусса, а
затем определяем параметры напряженно-
деформированного состояния в средних точ-
ках элементов расчетной модели с использо-
ванием связей (10), (9), (12), (13).

К важному свойству данной дискретной
модели следует отнести то, что в случае
однородного напряженно-деформированного
состояния исследуемой области результаты
численного моделирования совпадают с точ-
ным решением соответствующей задачи тео-

рии упругости. В этом можно убедиться,
рассматривая случай прямоугольной обла-
сти S, находящейся под действием равномер-
но распределенных по ее сторонам поверх-
ностных нагрузок, обеспечивающих однород-
ный характер ее напряженного состояния. В
таком случае значения напряжений в точ-
ках области и значения интенсивностей со-
ответствующих поверхностных нагрузок сов-
падают между собой. Если теперь область
S представить в виде одного прямоугольно-
го элемента (M = 1, N = 1), то из вари-
ационного уравнения (8), сформулированно-
го применительно к рассматриваемому слу-
чаю нагружения, с учетом связей (9) следу-
ет, что значения напряжений в середине эле-
мента (в данном случае области S) совпада-
ют со значениями интенсивностей соответ-
ствующих поверхностных нагрузок. Други-
ми словами, в рассматриваемом случае полу-
чаемые численным моделированием резуль-
таты по напряжениям в середине области S
совпадают с точным решением. Аналогичное
совпадение имеет место для деформаций и
перемещений, вычисляемых в середине обла-
сти S.

Остановимся далее на примерах реше-
ния задач с использованием изложенной
вариационно-разностной процедуры. Преж-
де всего обратимся к имеющей точное ана-
литическое решение задаче об изгибе прямо-
угольной полосы на двух опорах под дей-
ствием равномерно распределенной нагруз-
ки [1]. При численном моделировании ука-
занную полосу рассматриваем как прямо-
угольник (см. рис. 1) с размерами Lx и Ly,
левая нижняя вершина которого совпадает
с началом координат. Для точек его левой
и правой сторон считаем заданными пере-
мещения u∗x и u∗y, соответствующие точно-
му аналитическому решению данной зада-
чи. Полагаем также, что вдоль верхней сто-
роны рассматриваемой прямоугольной обла-
сти равномерно распределена направленная
вертикально вниз поверхностная нагрузка с
интенсивностью q. Нижняя сторона области
при этом считается свободной от нагрузок.

Результатами аналитического решения
данной задачи являются напряжения σxx,
σyy, σxy, зависимости которых от координат
x, y имеют вид полиномов третьей степе-
ни. Получаемые на основе этих результатов
зависимости ux = ux(x, y) и uy = uy(x, y)
для перемещений имеют вид полиномов чет-
вертой степени. В данном исследовании ис-
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Таблица 1. Результаты численного моделирования в сравнении с точным аналитическим решением
для задачи об изгибе полосы

ux uy σxx σyy σxy

9×9 1,696599 −1,121568 −0,630863 −0,984378 −0,267634
27×27 1,705782 −1,147172 −0,642817 −0,990115 −0,278653
81×81 1,706773 −1,150106 −0,644019 −0,990984 −0,279703

243×243 1,706883 −1,150432 −0,644153 −0,991073 −0,279821
точ. реш. 1,706897 −1,150473 −0,644170 −0,991084 −0,279835

пользован вариант этих зависимостей, со-
ответствующий условиям ux(0, Ly/2) = 0,
uy(0, 0) = 0, uy(0, Lx) = 0.

Расчеты выполнялись для полосы с раз-
мерами Ly = 1, Lx = 2, находящейся под
действием нагрузки с интенсивностью q = 1.
Упругие постоянные материала полосы зада-
вались в виде E = 1, ν = 0, 3. При числен-
ном моделировании использовалась равно-
мерная сетка прямоугольных элементов. Рас-
сматривались варианты разбиения исследуе-
мой прямоугольной области на 9× 9, 27× 27,
81× 81, 243× 243 элементов. В табл. 1 пред-
ставлены результаты численного моделиро-
вания и точного аналитического решения
для случая плоского напряженного состоя-
ния полосы. Указанные здесь значения пе-
ремещений и напряжений относятся к точ-
ке полосы с координатами x = 0, 111111;
y = 0, 944444. Как видно, даже в случае
достаточно крупной (9 × 9) сетки результа-
ты численного моделирования хорошо согла-
суются с точным решением. Отклонение от
точного решения здесь наблюдается, лишь
начиная со второй значащей цифры после
десятичной запятой. При переходе к сет-
ке 243 × 243 такое расхождение имеет ме-
сто, лишь начиная с пятой значащей циф-
ры после десятичной запятой. Отметим, что
результаты, аналогичные представленным в
табл. 1, были получены и для ряда других то-
чек исследуемой полосы. Все они демонстри-
ровали такую же картину стремления к точ-
ному решению при измельчении сетки дис-
кретной модели.

Аналогичные исследования были прове-
дены и для случая плоского деформирован-
ного состояния рассматриваемой полосы. Ре-
зультатами явились те же выводы, что и для
плоского напряженного состояния.

Рассмотрим теперь задачу для бесконеч-
ной области, имеющей круговое включение
и находящейся на бесконечности в услови-
ях однородного равностороннего напряжен-

ного состояния, характеризуемого напряже-
нием q. Обозначая через r и θ полярные ко-
ординаты, а через σr и σθ — радиальную и
окружную компоненты тензора напряжений,
в соответствии с условием задачи записыва-
ем

σxx = σyy = σr = σθ = q (при r →∞).

Решение такой задачи строится с исполь-
зованием решения задачи Ламе для поло-
го цилиндра с заданными значениями внут-
реннего и наружного давления [1]. Пред-
варительно осуществляем переформулиров-
ку задачи Ламе, переходя от задания дав-
лений к заданию нормальных напряжений
на поверхностях цилиндра, считая, что нор-
мальное напряжение на внешней его поверх-
ности имеет величину q. Устремляя ради-
ус внешней поверхности цилиндра к беско-
нечности, приходим к случаю бесконечной
области с отверстием в условиях заданно-
го нормального напряжения на контуре от-
верстия и заданного напряжения q на бес-
конечности. Далее учитываем, что отвер-
стие заполнено материалом включения с мо-
дулем Юнга EВ и коэффициентом Пуас-
сона νВ. Принимая во внимание, что зона
включения находится в условиях однородно-
го напряженно-деформированного состояния
и учитывая контактные условия по переме-
щениям и напряжениям на контуре отвер-
стия, окончательно получаем аналитическое
решение рассматриваемой задачи.

В подобного рода задачах (о концентра-
ции напряжений) главный интерес представ-
ляют напряжения, имеющие место на кром-
ке отверстия. Поэтому при анализе будем
использовать лишь формулы, определяющие
зависимости безразмерных параметров на-
пряжений σθ/q и σr/q на кромке отвер-
стия (заполненного в данном случае матери-
алом включения) от безразмерных парамет-
ров EВ/E, νВ и ν, характеризующих упру-
гие свойства системы «область–включение».
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Таблица 2. Напряжения на кромке отверстия в зависимости от модуля упругости EВ включения,
заполняющего отверстие

Eв/E σr/q σθ/q

0 0,000000 2,000000
0,0001 0,000286 1,999714
0,001 0,002852 1,997148
0,01 0,028050 1,971950
0,1 0,240964 1,759036
1/3 0,588235 1,411765
1 1,000000 1,000000
3 1,304348 0,695652
10 1,459854 0,540146
100 1,530222 0,469778
1000 1,537634 0,462366
10000 1,538379 0,461621
∞ 1,538462 0,461538

Из этих формул предельным переходом при
EВ/E → 0 можно получить известный для
случая бесконечной области со свободной
от нагрузок кромкой отверстия результат
σθ/q = 2, σr = 0. При EВ/E → ∞ мож-
но получить соответствующие формулы для
случая бесконечной области с закрепленной
кромкой отверстия (случай жесткого вклю-
чения). Расчетные данные, приведенные в
табл. 2, дают представление о том, как изме-
няются напряжения на кромке отверстия при
изменении параметра EВ/E в промежутке
между указанными выше предельными зна-
чениями. Отметим, что эти данные относятся
к случаю плоского напряженного состояния
и получены при ν = 0, 3 и νВ = 0, 3.

Анализ данных табл. 2 позволяет заклю-
чить, что при EВ/E 6 0, 001 жесткостные
характеристики включения становятся на-
столько малыми, что практически реализу-
ется ситуация свободной от нагрузок кромки
отверстия (с погрешностью менее 1%). На-
оборот, при EВ/E > 1000 практически (с по-
грешностью менее 1%) реализуется ситуация
жесткого включения. Расчеты показали, что
эти выводы остаются в силе и при других
значениях параметров ν и νВ, характерных
для конструкционных материалов, использу-
емых в практике. Эти же выводы сохраняют-
ся и при переходе к случаю плоской дефор-
мации.

Представленные результаты аналитиче-
ского решения используем далее для оцен-
ки точности результатов, получаемых при
численном решении подобного рода задач на

основе изложенной вариационно-разностной
процедуры. При численном моделировании
вместо бесконечной области рассматриваем
прямоугольную (с круговым включением)
область с размерами b = d = a = 10R (см.
рис. 3), по сторонам которой равномерно рас-
пределена растягивающая нагрузка с интен-
сивностью q. Размеры области выбраны в де-
сять раз превышающими радиус отверстия,
исходя из тех оценок, что на расстояниях бо-
лее 5R от центра отверстия влияние отвер-
стия (с включением) становится пренебре-
жимо малым. Таким образом, обширная пе-
риферийная зона выбранной прямоугольной
области практически находится в условиях
однородного равностороннего напряженного
состояния (моделируя тем самым случай бес-
конечной области).

С учетом симметрии выбранной расчет-
ной схемы относительно оси Oy, численное
моделирование проводим лишь для полови-
ны области (вместе с половиной включения).
На участке границы моделируемой полови-
ны, лежащем на оси Oy, формулируем усло-
вия симметрии ux = 0, qy = 0. Для исключе-
ния перемещений области как жесткого це-
лого (в направлении оси Oy) на участке ее
границы, параллельном оси Ox, формулиру-
ем условия uy = 0, qx = 0.

Поскольку напряжения в данной дис-
кретной модели определяются исключитель-
но в серединах элементов, разбиение области
на элементы следует проводить так, чтобы
середины элементов, граничащих с отверсти-
ем, оказывались на кромке отверстия. Что-
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Рис. 3. Схема прямоугольной области с круговым отверстием (свободным или заполненным
материалом включения)

бы получить отвечающую этому требованию
сетку прямоугольных элементов, равномер-
но разбиваем контур отверстия на некоторое
количество n элементарных дуг (достаточно
малых размеров). Проводя через концы ука-
занных дуг прямые, параллельные осям Oxи
Oy, приходим к сетке элементов с требуемым
свойством.

В процессе дальнейшего разбиения рас-
сматриваемой области на элементы отрезок
R 6 x 6 10R на оси Ox, а также отрезки
0 6 y 6 9R и 11R 6 y 6 20R на оси Oy раз-
биваем (двигаясь в направлении от центра
к периферии) на участки с размерами 0, 2R;
0, 2R; 0, 6R; 2R; 2R; 4R, которые в свою оче-
редь разбиваем соответственно на 30, 20, 30,
20, 15, 20 одинаковых отрезков. Через концы
образованных элементарных отрезков прово-
дим прямые, параллельные осям Ox и Oy,
завершая формирование сетки расчетной мо-
дели.

К сказанному добавим, что при выполне-
нии операций с каждым из элементов обра-
зованной сетки алгоритм численного реше-
ния проверяет: попадает ли середина элемен-
та в круговую зону, соответствующую вклю-
чению. Если да, то параметрам упругости
элемента присваиваются значения EВ, νВ, ес-
ли нет, то — E, ν. На завершающем этапе ра-
боты вычислительного процесса по найден-
ным компонентам σxx, σyy, σxy тензора на-
пряжений определяются его компоненты σr,
σθ, σrθ в полярных координатах. Для даль-
нейшего анализа берутся напряжения σr и
σθ, вычисленные в точках, принадлежащих
кромке отверстия. В рассматриваемом слу-

чае полученные в указанных точках значе-
ния σr и σθ сравниваются с точным решени-
ем (с данными табл. 2).

Результаты такого сравнения представле-
ны в виде набора диаграмм на рис. 4. Здесь
ε(σr) и ε(σθ) — относительные отклонения
полученных расчетным путем значений σr
и σθ от соответствующих данных табл. 2;
θ — угловое положение точки (на контуре от-
верстия), которой соответствуют вычислен-
ные значения ε(σr) и ε(σθ). Диаграммы, по-
меченные цифрами 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9,
10, относятся к случаям EВ/E = 1/3; 0, 1;
0, 01; 0, 001; 0, 0001; 3; 10; 100; 1000; 10000,
соответственно. Отсутствие штриха у циф-
ры означает, что численное моделирование
осуществлялось с выбором сетки с n = 100.
Цифра со штрихом соответствует результа-
там, полученным на сетке с n = 200. На-
блюдаемая симметрия представленных диа-
грамм относительно оси θ = 45◦отражает
симметрию рассматриваемой дискретной мо-
дели относительно оси θ = 45◦полярной си-
стемы координат. В силу аналогичной сим-
метрии полученных числовых результатов
относительно оси θ = 90◦все иллюстрации
ограничены диапазоном 0◦6 θ 6 90◦. Как
видно из рис. 4, в случае EВ/E > 1 выбор
сетки с n = 100 обеспечивает получение чис-
ловых результатов с погрешностью менее 2%.
В диапазоне EВ/E < 1 погрешность резуль-
татов численного моделирования имеет тен-
денцию к увеличению с уменьшением значе-
ния EВ/E. Несмотря на это, выбор сетки с
n = 200 позволяет даже при EВ/E < 0, 0001
(ситуация, близкая к случаю свободной от
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Рис. 4. Относительные отклонения результатов численного моделирования от точного
аналитического решения в зависимости от параметра EВ/E и степени дискретизации n

Рис. 5. Зависимость окружного напряжения σθ на кромке отверстия от угла θ в случае
поперечного сжатия широкой полосы с отверстием
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нагрузки кромки отверстия) получить чис-
ленное решение с погрешностью менее 6%.

Таким образом, применительно к обла-
сти с круговым включением, рассматрива-
емая вариационно-разностная процедура на
одной и той же сетке прямоугольных элемен-
тов (с n = 200) позволяет получить надеж-
ные числовые результаты в широком диа-
пазоне значений модуля Юнга EВ матери-
ала включения. При этом случай жестко-
го включения может быть смоделирован за-
данием EВ/E > 1000, а случай свободной
от нагрузок кромки отверстия — заданием
EВ/E < 0, 001.

Проиллюстрируем теперь изложенную
методику численного моделирования на при-
мере задачи о поперечном сжатии широкой
полосы с круговым отверстием у края. Итак,
рассматриваем прямоугольную область (см.
рис. 3) с размерами b/r � 1 и a/r � 1.
Сжимающая нагрузка (с интенсивностью q)
равномерно распределена по стороне обла-
сти, лежащей на оси Ox. Как и выше, задачу
формулируем для половины полосы, прини-
мая a = b = 10R. Рассматриваемый случай
области с отверстием сводим к случаю обла-
сти с включением, полагая EВ/E = 0, 0001.
При дискретизации используем сетку прямо-
угольных элементов с n = 200. В отличие от
предыдущей расчетной схемы в граничных
точках области, лежащих на оси Ox, ставим
условия qy = −q, qx = 0, а на стороне, парал-
лельной оси Oy, — условия qx = 0, qy = 0. Ре-
зультаты численного моделирования в виде

зависимостей напряжений σθ на контуре от-
верстия от угла θ (кривые 1, 2, 3, 4) представ-
лены на рис. 5. Цифры 1, 2, 3 соответствуют
вариантам расчетов с выбором d/R = 1, 34;
1,54; 2,58. Цифрой 4 помечен случай d/R� 1
(при моделировании принималось d/R = 10).
Для сравнения здесь же представлены экс-
периментальные данные (кривые 1′, 2′, 3′),
взятые из [2], а также (см. [1]) известное ана-
литическое решение (кривая 4′) для беско-
нечной области с отверстием, имеющее вид
σθ/q = −(1 − 2 cos 2θ). Как видно, результа-
ты численного моделирования хорошо согла-
суются с имеющимися экспериментальными
и теоретическими данными.

Проведенное обсуждение дает осно-
вание заключить, что представленная
вариационно-разностная процедура несмот-
ря на то, что она построена с применением
сетки прямоугольных элементов, позволяет
в рамках плоской постановки задачи теории
упругости получать надежные результаты
по распределению напряжений вокруг кру-
говых включений и отверстий.
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