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ДВУХСЛОЙНОЕ ТЕЧЕНИЕ НЕЛИНЕЙНО-ВЯЗКИХ ЖИДКОСТЕЙ
В ПЛОСКОМ КАНАЛЕ

Снигерев Б.А.1, Тазюков Ф.X.2

TWO LAYER NON-LINEAR VISCOUS FLOW IN PLANE CHANNEL
Snigerev B.A., Tazyukov F.Kh.

Numerical simulation of double-layer nonlinear viscous flow in flat channel was performed.
The fluid motion is described by equations conservation of mass and momentum, supplemented
by the rheological equation of state of nonlinear viscous fluid on the Carreau model. The
technique of numerical solving the problem based on the finite element method is described.
Results the field of velocities, position of interface boundary in a two-layer flow depending on
rheological properties of liquid and flow regimes are presented.
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Многие изделия в химической, фарма-
цевтической, пищевой и других отраслях
промышленности выпускаются в виде мно-
гослойных материалов. В последнее время
на рынке многослойных изделий повысились
требования к их потребительским свойствам,
таким как качество материала, равномер-
ность толщины слоев, плотность и др. Та-
ким образом, в последнее время остро стоит
задача улучшения процесса технологии на-
несения многослойных покрытий на различ-
ных поверхностях. Исследование процесса
двухслойного течения неньютоновских жид-
костей через различные каналы и головки
позволит лучше определить необходимые па-
раметры технологического процесса изготов-
ления многослойных изделий [1–3].

Рассмотрим течение двух несмешиваю-
щихся неньютоновских жидкостей в сходя-
щемся канале, схема которого представлена
на рис. 1. Введем следующие обозначения
для границ: Sk

1 , Sk
2 — входное и выходное се-

чения для жидкости k (k=1,2), Sk
3 , Sk

4 — твер-
дые непроницаемые стенки, S5 — подвиж-
ная граница раздела двух несмешивающихся
жидкостей.

Предполагается, что течение обоих жид-
костей установившееся, ламинарное, безвол-

новое. Уравнения движения имеют вид
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= 0,

где k = 1, 2 — означает жидкости 1 и 2. Жид-
кость предполагается нелинейно вязкой, для
зависимости девиатора тензора напряжения
от тензора скоростей деформаций использу-
ется модель Карро [3–5]

τkij = ηk(I2)Dij ,

ηk(I2) = ηk∞ + (ηk0 − ηk∞)[1 + (λI2)
2]

n−1
2 .

Здесь ηk0 , ηk∞ — наибольшая и наимень-
шая эффективные сдвиговые вязкости
полимерной жидкости k соответственно,
Dij = 1

2

(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)
— тензор скоростей де-

формаций, I2− второй инвариант тензора
скоростей деформаций, λ, n — параметры
модели. Граничные условия для потоков за-
пишем в виде Sk

1 : vk1 = Uk
0 (x2), vk2 = 0,

pk = pk0; Uk
0 (x2) — заданное распределение

скорости жидкости, pk0 — давление на вхо-
де, Sk

2 : ∂vk1/∂x1 = 0, Sk
3 : vk1 = vk2 = 0.

На поверхности раздела двух жидкостей S5
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Рис. 1. Схема расчетной области двухслойного потока жидкости

должно выполняться кинематическое усло-
вие непротекания vki ni = 0, равенство каса-
тельных скоростей v1i ti = v2i ti, где ni, ti —
компоненты единичного вектора нормали и
касательной к поверхности S5. Для полно-
го тензора напряжения, определяемого как
σij = −pδij + τij , где δij — компоненты еди-
ничного тензора, выполняются два динами-
ческих условия [6-8]

σ1ijnj − σ2ijnj = 2γHnj , (2)

σ1ijtj = σ2ijtj . (3)

Здесь γ — коэффициент поверхностного на-
тяжения, H — главная кривизна поверх-
ности раздела. В двумерном случае по-
верхность раздела описывается уравнением
F (x1, x2, t) = 0, тогда выполняется следую-
щее условие

∂F

∂t
+ vki

∂F

∂xi
= 0. (4)

Для численного решения задачи (1)–(3)
применяется метод конечных элементов [9].
Область расчета разбивается на две расчет-
ные области Ω1 и Ω2, занимаемые жидкостя-
ми 1 и 2 соответственно. Для удовлетворения
граничного условия разрыва нормальных на-
пряжений (2) граница S5 покрывается сет-
кой сдвоенных узлов, имеющих различные
номера, но одинаковые координаты. Числен-
ное решение задачи в областях Ω1 и Ω2 с
неизвестным положением границы раздела
S5 строится с помощью следующего итера-
ционного алгоритма. На первом этапе, счи-
тая положение границы Sn

5 на n итерации
известным (при n = 1, F (x1, x2, t) = 0 яв-
ляется уравнением прямой линии) решаются
численно уравнения (1) в области Ω1 с заме-
ной граничных условий (2)–(3) на

v1i ti|n+1 = v2i ti|n, v1i ni|n+1 = 0,

σ1ijnj |n+1 = σ2ijnj |n + 2γHnj ,

σ1ijtj |n+1 = σ2ijtj |n.

Затем аналогичная задача решается для
области Ω2, когда значения на границе S5
вычисляются по известному решению в об-
ласти Ω1. После первого этапа определяет-
ся поле скоростей и давлений в обоих обла-
стях на n + 1 итерации. Затем с помощью
численной аппроксимации кинематического
условия (4), определяется положение новой
границы раздела F k

5 |n+1 для обоих областей
Ω1 и Ω2. Новое положение границы берет-
ся в виде линейной интерполяции функций
F k
5 |n+1. Далее возможен переход к первому

этапу с известным новым положением грани-
цы и решением задачи на предыдущей итера-
ции.

Установившаяся безволновая картина те-
чения двухслойной жидкости для двух ли-
нейно вязких жидкостей с равенствами плот-
ностей %1 = %2, расходов на входе Q1 = Q2,
но c различными вязкостями, удовлетворяю-
щих соотношению η1/η2 = 10, показана на
рис. 2 в виде линий тока. Из рис. 2 видно,
что граница раздела потоков совпадает с ли-
нией тока, исходящей из точки на границе,
являющейся точкой схода двух слоев жидко-
сти. На рис. 3a приведены профили скорости
для течения двух ньютоновских жидкостей
в канале при ρ1 = ρ2, Q1 = Q2, но с раз-
личными отношениями вязкостей в сечении
x1 = 5h, где h — полуширина канала. Про-
филь скорости в данном сечении считается
установившимся. Берутся отношения η1/η2

равные следующим значениям η1/η2 =2, 5,
10, 20. Видно, что увеличение вязкости жид-
кости (с индексом 2) нижнего слоя приводит
к тому, что положение границы раздела сме-
щается в сторону менее вязкой жидкости. В
случае течения двух одинаковых жидкостей,
при условии равенства их расходов, граница
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Рис. 2. Линии тока течения двух ньютоновских
жидкостей для η1/η2 = 10
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Рис. 3. Распределение скорости в вертикальном
сечении канала x1 = 5h (a), профиля границы

раздела жидкостей (b) при различных значениях
отношений вязкостей η1/η2 1 − η1/η2 = 2,

2 − 5, 3 − 10, 4 − 20

раздела располагается в середине канала на
высоте h/2. Обозначим через l1, l2 — ширины
потоков несмешивающихся жидкостей. Вве-
дем безразмерную величину hf = 2l1/h, по-
казывающую степень изменения ширины по-
тока при совместном течении в канале. Рас-
четы показывают, что при увеличении вязко-
сти нижнего слоя для выбранных значений,
величина hf изменяется как hf = 1,06, 1,15,
1,22, 1,31.

Форма профиля границы раздела
двух жидкостей с отношениями вязкостей
η1/η2 = 2, 5, 10, 20 приведена на рис. 3b. Вид-
но, что при совместном течении двух жидко-
стей в плоском канале для η1/η2 = 10 приво-
дит к тому, что ширина потока более вязкой
жидкости увеличивается на 22%. Следует
отметить также, что с увеличением вязкости
нижнего слоя профиль скорости становится
более вогнутым, при этом значение скорости
на границе раздела уменьшается. Безраз-
мерное значение скорости жидкости в точке
границы раздела для выбранных отношений
вязкостей жидкости равняется v1/U0 = 0,95,
0,91, 0,87, 0,65. Рассмотрено также совмест-
ное течение для линейно вязкой жидкости

в области 1 и нелинейно вязкой в области
2. Плотности, расходы жидкостей совпада-
ют, наибольшая эффективная сдвиговая вяз-
кость неньютоновской жидкости в области 2
выбирается равной вязкости ньютоновской
жидкости 1 (η20 = η1), но изменяется степень
аномалии нелинейно вязкой жидкости (ин-
декс течения n). На рис. 4 показаны профи-
ли скорости в дальнем сечении x1 = 5h для
значений индекса течения n = 0,9, 0,6, 0,4, а
на рис. 5 в ближнем сечении x1 = 0, 1h со-
ответственно. В сечении, расположенном на
расстоянии x1 = 0, 1h от точки схода двух по-
токов, происходит трансформация профилей
скорости из за значительной разницы вязко-
стей набегающих потоков. Профиль скорости
еще не установившегося потока характерен
тем, что с увеличением вязкости скорость
жидкости на границе раздела также умень-
шается. Увеличение степени аномалии вяз-
кости приводит уменьшению ширины потока
верхнего слоя, значения параметра hf соот-
ветственно равны hf = 1,01, 1,09, 1,12.

В работе рассмотрено двухслойное те-
чение нелинейно-вязких несмешивающихся
жидкостей в плоском канале. Определены ос-



Двухслойное течение нелинейно-вязких жидкостей в плоском канале 73

1,2

0,8

0,4

0,0
0,0 1,0 x

2

v
1

1

2

3

Рис. 4. Профиля скорости в сечении
канала x1 = 5h при различных значениях
индекса течения n : 1– n=0,1, 2–0,4, 3–0,6
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Рис. 5. Профиля скорости в сечении
канала x1 = 0, 1h при различных

значениях индекса течения n : 1– n=0,1,
2–0,4, 3–0,6

новные гидродинамические параметры про-
цесса совместного течения. Получены ре-
зультаты о толщине слоев потоков в зави-
симости от физических свойств жидкостей и
кинематических характеристик течения.
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