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РЕШЕНИЕ ДИНАМИЧЕСКОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ ТРЕХСЛОЙНОЙ СРЕДЫ
С ВКЛЮЧЕНИЯМИ1

Д.В. Борисов2, О.Д. Пряхина3, А.В. Смирнова4

SOLUTION TO THE DYNAMIC PROBLEM FOR A THREE-LAYER MEDIUM WITH
INCLUSIONS

Borisov D.V., Pryakhina O.D., Smirnova A.V.
The method for solving dynamic and mixed problems for multilayer media containing the aggregate

of rigid inclusions is applied to study the problem about three-layer medium vibrations with inclusions
on interfaces. This method was described in [1, 2].

The work gives a description of the properties of elements and determinant matrix-symbols of kernels
of integral equation systems, caused by the above problems. Certain typical results of numerical analysis
are adduced.

Метод построения решения динамических
смешанных задач для многослойных сред, со-
держащих совокупность жестких включений,
предложенный ранее в работах [1, 2], приме-
няется к исследованию задачи о колебаниях
трехслойной среды с включениями на стыках
слоев.

Описываются свойства элементов и опре-
делителей матриц-символов ядер систем ин-
тегральных уравнений, порождаемых указан-
ными задачами. Приводятся некоторые ха-
рактерные результаты численного анализа.

Другие подходы к решению такого рода
задач представлены в работах [3–9]. Условия
локализации вибрационного процесса систе-
мой трещин и (или) включений установлены
в [5, 6].

Рассматривается задача о колебаниях па-
кета трех плоскопараллельных слоев толщи-
ной H = 2h1 + 2h2 + 2h3 с жестко за-
щемленной нижней гранью (−H 6 z 6 0,
−∞ 6 x, y 6 +∞, hk — полутолщина k-го
слоя). На стыках слоев имеются включения,
занимающие плоские области Ω1, Ω2. Ха-

рактеристиками k-го слоя являются ρk, µk,
νk — плотность, модуль сдвига и коэффици-
ент Пуассона (k = 1, 2, 3).

Имеют место смешанные граничные усло-
вия

z = 0 :


w = w1(x, y)e−iωt,

(x, y) ∈ Ω0,

t0 = 0, (x, y) /∈ Ω0,

(1)

z = −2

p∑
i=1

hi :


w = wp+1(x, y)e−iωt,

(x, y) ∈ Ωp,

∆tp = 0, (x, y) /∈ Ωp,

(2)

p = 1, 2,

z = −H : w = 0, −∞ < x, y <∞. (3)

Здесь t0 — вектор напряжений, w1 — век-
тор перемещений, заданный в области Ω0;
∆tp = t+

p − t−p — скачок вектора напря-
жений на линии раздела слоев |zp| 6 hp,
wp+1 = w+

p+1 = w−
p — вектор перемещений,

заданный в области Ωp, p = 1, 2; t — время,
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ω — частота колебаний. В дальнейшем вре-
менной множитель e−iωt всюду опущен, рас-
сматриваются амплитудные значения переме-
щений и напряжений.

Перемещения среды описываются уравне-
ниями Ляме [10]. В случае разрывных гра-
ничных условий для напряжений их решение
в трансформантах Фурье будет определяться
выражениями

W1(z1) =
1

µ1
[B+(z1)T0 + B−(z1) (T1 + η1)] ,

z1 = z + h1, (4)

W2 (z2) =
1

µ2
[B+ (z2) T1 + B− (z2) (T2 + η2)] ,

z2 = z + 2h2 + h1,

W3 (z3) =
1

µ3
[B+ (z3) T2 + B− (z3) T3] ,

z3 = z + 2h1 + 2h2 + h3,

где Wk = Fwk, T0 = F t0, Tk = F tk,
ηk = F∆tk, при этом F — оператор двумерно-
го преобразования Фурье по переменным x, y;
tk = {t1k, t2k, t3k} — векторы напряжений, ха-
рактеризующие взаимодействие между слоя-
ми, wk = {w1k, w2k, w3k} — вектор, компонен-
тами которого являются горизонтальные w1k,
w2k и вертикальные w3k смещения точек k-го
слоя.

Матрицы-функции B±(zk) построены в [1,
11] и здесь не приводятся. Элементы этих мат-
риц зависят от параметров преобразования
Фурье α, β, частоты гармонических колеба-
ний ω, механических и геометрических пара-
метров k-го слоя µk, ρk, νk, hk. Здесь и далее с
целью сокращения записи в функциональных
зависимостях будем указывать только аргу-
мент, обеспечивающий однозначное толкова-
ние функций.

Из условия жесткой заделки пакета сло-
ев на нижней грани W3 (−h3) = 0 и из усло-
вия равенства перемещений на стыках сло-
ев W1 (−h1) = W2 (h2), W2 (−h2) = W3 (h3)
найдем

T1 = F−1
1 G1T0 − F−1

1 X1 (−h1)η1−
− g1X1 (h2) L2η2,

T2 = F−1
2 G2T1 −X2 (−h2)η2, (5)

T3 = F−1
3 G3T2.

Принятые обозначения

F3 = B− (−h3) ,

Fk = B−(−hk)− gk(B+(hk+1)+

+ B−(hk+1)F−1
k+1)Gk+1,

Xk(y) = F−1
k B−(y), Gk = −B+(−hk),

gk =
µk
µk+1

.

Подставив найденные выражения для векто-
ров усилий (5) в (4) и проведя несложные
преобразования, определим смещение в про-
извольной точке среды

W1 (z1) =
1

µ1
{R3(z1)T0 −B− (z1) ∆1} ,

W2 (z2) =
1

µ2

{
R2(z2)

(
F−1

1 G1T0−∆1−η1

)
−

−B−(z2)L2η2

}
, (6)

W3(z3) =
1

µ3
R1(z3)F−1

2 G2

{
F−1

1 G1T0−

−∆1 − η1 −G−1
2 B−(−h2)η2

}
.

Здесь

∆1 = g1F
−1
1 B−(h2)L2η2 + L1η1,

Lk = F−1
k B−(−hk)− I,

F1(h1, h2, h3) = B− (−h1)− g1R2 (h2) ,

F2(h2, h3) = B− (−h2)− g2R1 (h3) ,

R1(h3) ≡ K(h3), R2(h2) ≡ K(h2, h3),
R3(h1) ≡ K(h1, h2, h3) — матрицы-символы
Грина соответственно одно-, двух-, трехслой-
ной среды без дефектов. Их элементы неслож-
но получить по формуле

R4−k(zk) = B+ (zk) + B− (zk) F−1
k Gk,

k = 1, 2, 3.



10 Борисов Д.В., Пряхина О.Д., Смирнова А.В.

На поверхности среды и на стыках слоев вы-
полняются матрично-функциональные соот-
ношения

K11T0 + K12η1 + K13η2 = µ1W1(h1),

K21T0 + K22η1 + K23η2 = µ1W2(h2),

K31T0 + K32η1 + K33η2 = µ1W3(h3).

(7)

Согласно (6) матрицы-функции Kij име-
ют вид

K11 = R3 (h1) , K12 = −B− (h1) L1,

K13 = −g1B− (h1) X1 (h2) L2,

K21 = g1R2 (h2) F−1
1 G1,

K22 = −g1R2 (h2) X1 (−h1) ,

K23 = −g1

[
g1R2(h2)X1(h2)+

+ B−(h2)
]
L2, (8)

K31 = g1g2R1 (h3) F−1
2 G2F

−1
1 G1,

K32 = −g1g2R1 (h3) F−1
2 G2X1 (−h1) ,

K33 = −g1g2R1(h3)
{
g1F

−1
2 G2X1(h2)L2+

+ X2(−h2)
}
.

Между элементами матриц Kij и Kji (i 6= j)
выявлена простая взаимосвязь. Напри-
мер, для задачи в плоской постанов-

ке, если Kij =

(
α2k11 −iαk12

iαk21 k22

)
, то

Kji =

(
α2k11 −iαk21

iαk12 k22

)
.

Функционально-матричные соотношения
для модели однородной полуограниченной
среды, в частности, для слоя, жёстко сцеплён-
ного с недеформируемым основанием и содер-
жащим этажно расположенные параллельно-
ориентированные включения, получаются из
(7), (8) если положить физико-механические
параметры трех слоев равными.

Переход к трехслойному полупростран-
ству в (5)–(7) осуществляется аналогично из-
ложенному в [1].

Рассмотрим некоторые частные случаи
системы (7).

1. Для трехслойной среды без дефектов
имеем одно матричное уравнение

K11
T0

µ1
= W1(h1). (9)

2. Если в трехслойной среде на грани-
це между первым и вторым слоем имеется
дефект-включение, а внешнее воздействие от-
сутствует, то

K22
η

µ1
= W2(h2). (10)

3. Если включение находится на стыке
второго и третьего слоев, получим

K33
η

µ1
= W3(h3). (11)

Уравнения (7) являются искомыми
функционально-матричными соотношениями
рассматриваемой задачи (1)–(3) и служат ос-
новой для построения системы интегральных
уравнений, которую можно записать в виде

K0
11t0 + K1

12∆t1 + K2
13∆t2 = µ1w1,

(x, y) ∈ Ω0,

K0
21t0 + K1

22∆t1 + K2
23∆t2 = µ1w2,

(x, y) ∈ Ω1, (12)

K0
31t0 + K1

32∆t1 + K2
33∆t2 = µ1w3,

(x, y) ∈ Ω2,

где Kst =
∫∫
Ωs

k (x− ξ, y − ζ) ts (ξ, ζ) dξdζ —

матричный интегральный оператор.
Ядра системы (12) определяются форму-

лой

kij (x, y) =
1

4π2

∫∫
δ1δ2

Kij (α, β) e−iαx−iβy dα dβ,

а подынтегральные матрицы-функции
Kij (α, β) − в соответствии с (8).

Контуры интегрирования δ1, δ2 выбира-
ются согласно принципу предельного погло-
щения [10].

Если учесть, что смещения w1,w2,w3 из-
вестны, то соотношения (12) представляют со-
бой систему девяти интегральных уравнений
относительно компонент векторов t0, ∆t1,
∆t2 в областях Ω0, Ω1, Ω2 соответственно.

Дальнейшее решение этой системы пред-
полагает использование аналитических или
численных методов [10,11,13].
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Рассмотрим интегральные уравнения, со-
ответствующие частному случаю 2. Пусть
имеется M включений, расположенных в се-
чении z2 = h2, тогда с учетом (10) система
(12) упрощается:

M∑
m=1

∫∫
Ω1m

k (x− ξ, y − η) ∆tm (ξ, η) dξ dη =

= µ1w2n (x, y) ,

(13)

(x, y) ∈ Ω1n, n = 1, 2, . . . ,M,

поскольку

η(α, β) =

M∑
m=1

∫∫
Ω1m

∆tm(x, y)ei(αx+βy) dx dy,

(x, y) ∈ Ω1m.

Для плоской задачи система интеграль-
ных уравнений (13) преобразуется к виду

M∑
m=1

a2m∫
a2m−1

k (x− ξ) ∆tm (ξ) dξ = µ1w2n(x),

n = 1, 2, . . . ,M ;

k(x) =
1

2π

∫
δ

L (α) e−iαxdα,

x ∈ [a2n−1, a2n] = Ω1n,

L (α) =

(
α2l11 −iαl12

iαl12 l22

)
.

Элементы матрицы L описываются выраже-
ниями

l11 = −g
2
1m

+
1 R+ g1D r11

∆
, (14)

l12 = −g
2
1m

+
2 R+ g1D r12

∆
,

l22 = −g
2
1k

+
2 R+ g1D r22

∆
,

∆ = g2
1R+ g1

(
m+

1 r22 − 2m+
2 r12 + k+

2 r11

)
+D,

R = r11r22 − r2
12, D = m+

1 k
+
2 −

(
m+

2

)2
.

В этих соотношениях функции r11, r12, r22 яв-
ляются элементами матрицы Грина

K(α, ω) = R2(h2, h3) =

(
α2r11 −iαr12

iαr12 r22

)
динамической задачи о колебаниях двухслой-
ного пакета толщиной 2h2 + 2h3 с параметра-
ми ρ2, µ2, ν2 и ρ3, µ3, ν3, жестко сцепленного
с недеформируемым основанием, а функции
m+

1 , m
+
2 , k

+
2 содержат параметры ρ1, µ1, ν1

только верхнего слоя толщиной 2h1 [11].
Выражая в (14) элементы в виде отноше-

ния целых функций

m+
1 (h1) =

m10

α2∆10
, m+

2 (h1) =
m20

∆10
,

k+
2 (h1) =

k20

∆10
,

r11(h2, h3) =
m12

α2∆12
, r12(h2, h3) =

m22

∆12
,

r22(h2, h3) =
k22

∆12
,

∆=
∆13(h1, h2, h3)

α2∆10(h1)∆12(h2, h3)
,

R =
D2(h2, h3)

α2∆12(h2, h3)
, D =

∆11(h1)

α2∆10(h1)
,

получим

l11 = − l011

α2∆13
, l22 = − l022

∆13
,

l12 = − l012

∆13
,

где

l011 = g2
1m10(h1)D2(h2, h3)+

+ g1∆11(h1)m12(h2, h3),

l022 = g2
1k20(h1)D2(h2, h3)+

+ g1∆11(h1)k22(h2, h3),

l012 = g2
1m20(h1)D2(h2, h3)+

+ g1∆11(h1)m22(h2, h3),

∆13(h1, h2, h3) = g2
1∆10(h1)D2(h2, h3)+

+ ∆11(h1)∆12(h2, h3) + g1

(
m10(h1)k22(h2, h3)−

−2α2m20(h1)m22(h2, h3)+k20(h1)m12(h2, h3)
)
.
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Рис. 1 Рис. 2

Полагая параметры слоев равными и h2 = h3,
можно получить решение динамической зада-
чи о колебаниях системы включений в одно-
родном слое толщиной H = 2h1 + 4h2, распо-
ложенных на расстоянии z = −2h1 от верхней
границы.

Для исследования условий локализа-
ции вибрационного процесса [5] необходимо
знание вещественных нулей определителей
функционально-матричных систем (7), (9)–
(11).

Установлено, что определители указан-
ных систем представимы в виде отношения
целых функций, связанных с определителя-
ми матриц-символов Грина одно-, двух-, трех-
слойной среды без дефектов.

В частности, для трехслойной среды без
дефектов

det K11 =
D3(h1, h2, h3)

∆13(h1, h2, h3)
.

Для трехслойной среды с включением на
стыке первого и второго слоя в плоской по-
становке имеем

det K22 =
D2(h2, h3)∆11(h1)

∆13(h1, h2, h3)
.

Если включение находится на стыке вто-
рого и третьего слоев, то определитель систе-
мы (11)

det K33 =
D1(h3)∆12(h1, h2)

∆13(h1, h2, h3)
.

В этих формулах ∆11,∆12,∆13 — знаме-
натели, а D1, D2, D3 — числители определи-
телей матриц-символов Грина соответственно

для одно-, двух- и трехслойной среды без де-
фектов.

Таким образом, нулями определителя си-
стемы (10) являются нули определителя мат-
рицы Грина для двухслойной среды толщи-
ной H = 2h2 + 2h3 и полюса определителя
матрицы Грина для одного слоя толщиной
H = 2h1:

D2(h2, h3) = 0, ∆11(h1) = 0,

а нулями определителя системы (11) — ну-
ли определителя матрицы Грина для одного
слоя толщины H = 2h3 и полюса определи-
теля матрицы Грина для двухслойной среды
толщины H = 2h1 + 2h2:

D1(h3) = 0, ∆12(h1, h2) = 0.

Нули det K11 среды без дефектов (9), бу-
дут определяться из уравнения

D3(h1, h2, h3) = 0.

Отметим, что несмотря на наличие в (8) слож-
ных матричных выражений, конечные фор-
мулы для элементов матриц Kij имеют один
и тот же знаменатель ∆13(h1, h2, h3), совпа-
дающий со знаменателем элементов матрицы
Грина трехслойной среды без дефектов. Ука-
занное свойство обобщается и на случай де-
фектов в виде трещин в среде с произволь-
ным количеством слоев [1]. Для определите-
лей систем матрично-функциональных урав-
нений данное свойство также имеет место.

Проведен анализ вещественных особенно-
стей элементов матриц Kij и их определите-
лей. Построены дисперсионные кривые. Для
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диагональных элементов матриц Kjj и K−1
jj

наблюдается чередование нулей и полюсов, а
для их определителей — нет.

На рис. 1, 2 представлены характерные
графики нулей (пунктирные линии) и полю-
сов (сплошные линии) det K22 в зависимо-
сти от приведенной частоты Ω =

√
ρ1
µ1
ωa

(a — некоторая линейная величина) при сле-
дующих значениях безразмерных парамет-
ров: ν1 = ν2 = 0, 3; h1 = h2 = h3 = 0, 25;
ρ1 = ρ2 = ρ3 = 1, при этом µ2

µ1
= 0, 2; µ3µ1 = 0, 04

(рис.1) и µ2
µ1

= 25; µ3µ1 = 5 (рис. 2).
Изменение количества дисперсионных

кривых в фиксированном диапазоне частот
обратно пропорционально изменению по глу-
бине относительной жесткости слоев.

Авторы благодарят академика В.А. Ба-
бешко, инициировавшего данную работу, за
полезное обсуждение и помощь при ее выпол-
нении.
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